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Abstract— Dalam artikel ini pertama-tama akan
dibahas tentang suatu jenis operator linear yang
dikonstruksikan pada ruang Hilbert. Jenis ini
dikaitkan dengan sifat bagian riil dari hasil kali
dalam bentuk tertentu harus positif atau nol.
Operator dengan sifat tertentu ini disebut operator
accretive. Selanjutnya artikel ini juga akan
membahas keterkaitan operator accretive yang
belum tentu merupakan operator terbatas dengan
suatu semigrup kontraksi. Akhirnya, dengan definisi
keterbatasan tegas accretive dan @ -accretive
diperoleh suatu dalil-dalil yang dinyatakan dalam
beberapa teorema yang merupakan inti dari
pembahasan materi dalam artikel ini.
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1. PENDAHULUAN

Salah satu kajian pokok dalam bidang analisa
fungsional adalah teori operator. Operator
merupakan suatu fungsi yang mengawankan dari
ruang vektor ke ruang vektor lain. Konsep ini
lebih khusus dibandingkan pengertian fungsi
dalam kalkulus, yakni daerah asal maupun kawan
tidak sekedar merupakan himpunan akan tetapi
berupa ruang vektor.

Ruang vektor merupakan suatu himpunan tak
kosong yang dilengkapi dengan suatu operasi
penjumlahan dan pergandaan dengan fieldnya dan
memenuhi sifat-sifat tertentu. Sifat-sifat tertentu
inilah yang menarik untuk dikaji ketika dua buah
ruang vektor direlasikan dengan suatu fungsi
(operator).

Pada tahun 1989, Dai telah menyelesaikan
secara lengkap masalah Cauchy dalam bentuk
operator matrik secara lengkap. Sedangkan dalam
kasus dimensi takhingga diantaranya telah
dibicarakan oleh Carrol dan Showalter (1976).
Tahun 1979, Favini dengan menggunakan
tranformasi Laplace menyelesaikan masalah
Cauchy dalam ruang Banach. Selanjutnya
penyelesaian ini dilanjutkan oleh Favini dan
dipublikasikan dalam aritikel-artikelnya di tahun
1985, 1988, 1989 dan 1990. Di awal tahun 1996,
Thaller memperkenalkan masalah Cauchy
nondegenerate. Penyelesaian masalah Cauchy
orde dua pada ruang Banach dipiblikasikan oleh
Hernandez (2005). Demikian beberapa ilmuwan
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yang telah telah menerapakan kajian tentang
operator linear terbatas maupun tertutup pada
masalah Cauchy. Penelitian ini telah dilanjutkan
oleh penulis dan dipublikasikan pada tahun 2013.

Berdasarkan latar belakang di atas, maka
penulis bermaksud mengkaji jenis operator lain
yakni operator accretive. Harapannya setelah
membahas secara detail tentang operator accretive
ini, maka penulis pada kesempatan lain mampu
mengakaitkan jenis operator ini dengan masalah
Cauchy abstrak dimana operator-operator yang
terlibat merupakan operator accretive.

II. DASAR TEORI

Sebelum menjabarkan mengenai operator
accretive dan sifat keterbatasannya, terlebih
dahulu dibahas tentang operator self-adjoint.
Setelah itu akan dikaji kaitannya operator self
adjoint dan sifat accretive. Oleh karena itu pada
bagian ini akan diberikan terlebih dahulu tentang
operator self adjoin dan contohnya.

Definisi 2.1(Weidmann)
Operator T dikatakan Self-adjoint atau Hermitian
dalam kasus T* =T
Contoh 2.2
Untuk setiap k € C[0,1] dan T, € B(L?[0,1])
didefinisikan
(Tkeg) (@) = k(©)g(t)
Jika f € C[0,1] dengan (Ty)* = Tr
Dan Untuk setiap k € C[0,1] bernilai real maka T¢
operator self-adjoint
Bukti:
Andaikan g,h € I?[0,1] dan k = (Tf)*h yang
diperoleh dari T; € B(L?[0,1])denganf € C[0,1]
maka (Trg, h) = (g, (Tf)"h)
=(g,k)
karena k = (T¢)"h

Berdasarkan definisi adjoint
1

[ g@r@ar = [ rog@h@ar

0

0
= [ 9O f ORDdt

= [, g(Ok@dt
Persamaan ini benar jika k(t) = f(t)h(t)
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Sehingga
k() = k@
= h(®)f (t)
=h®f ()
= h()f (V)
Karena sifat unik dari adjoint maka dapat
disimpulkan
TR = k()
= f(Oh®)
=Trh(t)

Karena (T)"h(t) = T¢h(t)
Maka (Ty)" =Ty
Kemudian akan dibuktikan bahwa memenuhi sifat
self-adjoint T = T*
Untuk setiap f € C[0,1] bernilai real, hal ini
berarti f = f
Sehingga (Ty)" = Tf

=T;
Jadi terbukti bahwa T; adalah operator self-
adjoint.

Selanjutnya dari definisi dan contoh diatas,
maka di bawah ini diberikan beberapa teorema
penting yang berlaku pada operator self adjoint
yang akan digunakan untuk membahas sifat-sifat
keterbatasan operator accretive.

Teorema 2.3 (Berberian)

Misalkan T operator linear pada H. Pernyataan
berikut ini masing-masing adalah ekuivalen:

(a) T adalah Self-adjoint

(b) (Tx|y) = (x|Ty) untuk setiap x,y € H

(¢) (Tx|x) = (x|Tx) untuk setiap x € H

(d) (Tx|x) real, untuk setiap x €

Bukti:
(a) Berarti (b) : (Tx|y) = (x|T*y)Karena T self-
adjoint berakibat

xIT"y) = (xITy)

(b) Berarti  (¢) Di  misalkany = x € H
sedemikian hingga(Tx|y) = (Tx|x)
maka(Tx|x) = (x|T*x)Karena T self-adjoint
berakibat (x|T*x) = (x|Tx)

(c) Berarti (d) : untuk setiap x € H{ adalah real
karena (Tx|x)* = (x|Tx)

Kemudian dari (¢) (x|Tx) = (Tx|x)

(d) Berarti (a) : Dari (d) memerlihatkan bahwa
(Tx|x) = (Tx|x)* kemudian karena (Tx|x) =
(Tx|x)* = (x|Tx) = (T*x|x) sehingga
T = T* adalah self adjoint

Teorema 2.3(Berberian)

1) Jika S dan T adalah self-adjoint,
S+T=(E+T)

2) Jika T adalah self adjoint, dan a real,aT
adalah self-adjoint

3) Jika T adalah sembarang operator, T*T =
TT " danT+T*=T"+T

maka
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4) Jika S dan T adalah self-adjoint, kemudian ST
self-adjoint jika dan hanya jika ST = TS

Bukti:
Diambil sebarang x € .
(S +T)(x),x) = (S(x) + T(x), x)
=(S(x), x) + (T (x), x)
=(x,5"(x)) +
(6, T*(x)) = (x, S(x)) + (x, T (x))
=(S"(x),x) +
(T (x), x) = (S"(x) + T"(x),x)
=((S +T)"(x),x)
Jadi, S+ T =(S+T)".
Diambil sebarang x € H.
(aTx,x) = (x, (aT)*x) = (x,a*T*x)
= (x,aTx)
=(a"T*x,x) = {((aT)*x,x)
Diambil sebarang x € H
Untuk sembarang operator komposite
T'T"H > H danTT":H - H. Jika x e H
dan ||x]| <1,
(T"T (), x) < IT*TC x|l < IT*T Ol <
IT*T|l = lIT|?, dan
(TT"(x), x) < ITT*COlllx[l < ITT* )|
< Tl = IIT||?

)

2)

3)

Karena T = T* yang berarti self-adjoint, maka
terbukti bahwa T*T = TT*
Untuk sembarang operator komposite T* +
T"H ->H danT+T":H > H. Jika x € H
dan ||x]| <1,

(T"+ T, x) < IT" + Tl

<IT"+ Tl
<WIT*+TIl=IT+TIl = 2Tl
Dan
(T+T(x), x) < IT + Tl x]|
< IT+T* ol

SIT+T* =T +TIl = 12T

Karena T = T* yang berarti self-adjoint, maka
terbukti bahwa T* + T = T+T"
4) Diambil sebarang x € H

= (ST (x),x) = (T (x),S"(x)) = (x,T"S"(x))
=(x,TS(x)) =TS (x),x)
=(TS(x), x)

& (TS(x),x) = (S(x), T"(x)) = {x,S*T"(x))
=(x,ST(x)) = ((ST)"(x),x)
= (ST (x), x)

Jadi dari bukti kanan dan kiri terbukti bahwa

ST =TS dengan T = T* adalah self adjoint.

Teorema 2.4(Berberian)

Jika T adalah operator, terdapat self adjoint
operator A dan B sedemikian hingga T = A + iB.
Maka

1
A=5(T+T)

1
B=—(T-T"
57 )
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Bukti:
Definisi A dan B oleh pernyataan sebelumnya,
merupakan self adjoint, dan

T = A +iB, berlaku juga T = C + iD, dengan
C dan D self-adjoint. Maka T = C* +iD* = C —
iD oleh karena T+ T* = 2C dan T + T* = 2iD.
Maka C = Adan D = B.

III. PEMBAHASAN

Diberikan H ruang Hilbert dan L(H) suatu
himpunan operator-operator linear pada H.
Perhatikanlah definisi operator accretive berikut:
Definisi 3.1
Operator T €L(H) disebut operator accretive jika
Re(Tu, u)>0 untuk setiap u€J.

Contoh 3.2:
Diberikan operator nol 6:H— Hdi ruang L(H)
kemudian didefinisikan dengan (8x,x) = 8 untuk
setiap x€H . Akan ditunjukkan bahwa operator 6
tersebut accretive dengan memenuhi Re(6x, x)> 0
Bukti:
Sebelum membuktikan bahwa 6 adalah accretive
akan dibuktikan terlebih dahulu bahwa 6 adalah
operator linier yang berada di L(H).
Untuk setiap x,y € H dengan T(x) = 6(x),
T(y) = 6(y)dan skalar a, maka
T(x +y) =0(x+y)=0(x) + 0(y)
=T(x) + T(y),dan

T(ax) = 0(ax) = af(x) = aT(x).
Terbukti bahwa operator T = 6 adalah operator
linier di L(F)
Kemudian akan dibuktikan bahwa T = 6 adalah
operator accretive. Berdasarkan definisi operator
nol,
T(x) = 6(x) =6 untuk setiap x € D(0) =K
akan berlaku(f(x),x) = 0 dengan x € H, akan
ditunjukkan bahwa operator 6 adalah operator
accretive di L(H).
Diambil sebarang x € H, maka

Re(T(x),x)=Re(0(x),x) 20 =0,Vx € X
Terbukti.

Operator Accretive adalah operator self-

Adjoint Non-negatif. Sebelum menjabarkan
mengenai hubungan operator accretive dan
operator self-adjoint, terlebih dahulu akan

dijelaskan mengenai operator self-adjoint.
Proposition 3.3
T € L(H) adalah accretive jika dan hanya

JjikaT + T* adalah operator selfadjoint non
negatif.

Bukti:

Diambil sebarang T € L(H)

=)

Dari definisi accretive diperoleh Re(Tu,u) =
OVu € H. Karena Re(Tu,u) selalu bernilai
positif maka,

(Tu,u) + (Tu,u) = (Tu,u) + {u, T u)

= (Tu,u) + (u,Tu)
= (Tu,u) + (T u,u)
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=((T+THu,u)=0
(bagian real (T + T*) operator self adjoint non-
negatif)
Sehingga karena T + T*meruapan operator self-
adjoint non-negatif maka merupakan operator
accretive

(=)
Operator self-adjoint jika T = T* sehingga karena
dari bentuk kartesian A + iB =T, oleh karena
bagian real nya T + T merupakan operator self-
adjoint non-negatif. Sehingga dapat dikatakan
bahwa operator self-adjoint non negatif pada
bagian realnya merupakan operator accretive.
Re(Tu,u) = 0Vu € H
Untuk sebuah operator accretive terbatas 7, T
dikatakan terbatas jika dan hanya jika untuk setiap
x € D(7), terdapat bilangan positif M sedemikian
hingga ||Tx|| < M, dengan mengingat f,({) = e ¢
untuk t> 0, kita temukan |le~'T|| < 1. Dengan
kata lain, kita peroleh kontruksi semigrup.
Kenyataannya, setiap pengerjaan setiap 7' adalah
tidak terbatas.
Contoh 3.4:
Diberikan operator nol 6:H— H pada ruang
L(H) kemudian didefinisikan dengan (6x,x) = 0
untuk setiap x€H. Akan ditunjukkan bahwa
operator 6 tersebut accretive jika dan hanya jika
memenuhi kaidah adjoint.
Bukti:
Telah dibuktikan pada contoh sebelumnya bahwa
0 merupakan operator linier pada ruang L(H).
Kemudian akan ditunjukkan bahwa operator nol
memenuhi kaidah self-adjoint.
Re(Bx,x) > 0Vx € H < (0x,x) + (0x,x) =0
Vx eH

S (0x,x) +(x,0"x) =0 VxE€H

S (0x,x)+ (x,0x) >0Vx EH

S (Bx,x)+ (0*x,x) = 0Vx € H

= (0+0)x,x) =0VUEH
Terbukti, bahwa 6+ 6* merupakan self-adjoint
non negatif.
Definisi3.5 (Bounded strictly accretive)
Sebuah operator T € L(H) dikatakan strictly
accretive jika terdapat » > 0 sedimikian hingga
Re(Tu, u) = u||ul|? untuk setiap u € 3.

Contoh 3.6:

Diberikan operator nol 8:H — H di ruang L(H)
kemudian didefinisikan dengan (8x,x) = @ untuk
setiap x€H . Akan ditunjukkan bahwa operator 8
tersebut strictly accretive dengan memenuhi
Re(Tx,x) = x||x]|%.

Bukti:

Dari contoh 1 telah dibuktikan bahwa 6 adalah
operator linier dan merupakan operator accretive.
Kemudian akan dibuktikan bahwa 6 adalah
operator accretive yang kuat.Diketahui bahwa
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operator nol fx dan (Bx,x) = 6 dengan x € H,
akan ditunjukkan bahwa operator 6 adalah
operator accretive yang kuat.

Diambil sebarang x € H dari yang diketahui
bahwa operator 6 adalah operator accretive, maka
Re(Bx, x) = 0, kemudian akan dikatakan kuat jika
terdapat » > 0 sedemikian hingga Re(0x,x) >
#||x||? untuk x € H. Maka, karena »||x||* = » >
0, sehingga benar bahwa Re(0x, x) = »||x||%.
Teorema 3.7

Dimisalkan bahwa T adalah operator strictly

accretive terbatas, dan diberikan u >§. Jika

H®(S2), maka
Ilf (Il < suplf (I < sup [f (]
{2(R Re{=20
Bukti:
Diberikan ¥ € W(S7,

y = —(R karena u > gdan maka
W) =5, YIRS
=—f YOEI-T)""d¢g
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). Kita dapat mengambil

1 -1 * -1
=ﬁfw(o[(T—m T GRY

1
(T- (1) (T*+(I)]d(
(T*+IN+(T=3D)
(T-¢D(T*+4D) 14¢

(T*+T)
(T- (1)(T*+(1)]dq

fm YOI
— [ V@
— [ V@I

Zm
Zm

Zm

— f WO T + DT+ TY(T — D dg

Sekarang, terdapat Y, € W(S7;) sedemikian
hingga 1, — f seragam di himpunan bagianyang
kompak dariS?, .
1
Yn(T) = 5= [, Yu(DIRr|dS

== Y@ -T) "¢

o [ @I = 7 4+ g
2711 ) n

1 . B
o R AR ORGSR ORE

(R
Jadi, Y, (T) — f(T).
Oleh karena(T* + {I)™X(T* + T)(T — {I)~* dapat
di pecah menyesuaikan bentuk inner-product,
maka

—_ 1 . * -1 *
I =5 | Fepa +onaa
+ T)(T — )~ tdy
menyebabkan

1 r® 1
() =5 | (I + T3

1
— D™, (T* + T)2(T
— D™ w)dy
Untuk semua u,v € H

14

Surabaya, Universitas Airlangga

Pilih f(T) = 1,u = v, kita peroleh.
1 r® 1 2
2 _ * > _ -1
It =5 | [l + i - il ay

Dengan aplikasi dari Cauchy-Schawrtz,
|(f1(T)ljo. )|
L - *
2= | _ret [+ mia - on] o
+ T)E(T — D vlldy
suplf(zy)l | + 13 - |

1
<—
2w

|7 + )2 — 1o dy
1 ” :
< 2 SUplf () f_m |+ 2 — |
|7 + 12T — 12| dy
= supgeal (O (S 15, || + Tz -

wl—1u2dyi2
12m—coco(T*+7)127—y/—1v2dy12

= supzew|f (O lIullllvll
= suPge¢olf (O llulllvl]

Sehingga teorema terbukti.
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