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Abstract. Dalam penelitian ini, dibahas kestabilan
model mangsa pemangsa tiga populasi dengan
penyakit yang menyebar pada pemangsa super di
mana fungsi predasi mengikuti fungsi respon
Holling tipe III. Untuk mengetahui kestabilan lokal
titik ekuilibrium dari model yang dibangun,
dilakukan dengan cara melinearkan sistem di
sekitar titik ekuilibrium. Secara analitik diperoleh
lima titik ekuilibrium yang mungkin wujud pada
sistem. Hasil simulasi menunjukkan bahwa dengan
variasi beberapa nilai parameter penyebaran
penyakit, hanya titik ekuilibrium dengan semua
populasi eksis yang dapat stabil dan juga dengan
pengurangan tingkat penyebaran penyakit tidak
mengubah  Kestabilan dari sistem, namun
mempercepat osilasi dari kurva solusi. Begitu pula
dengan menaikkan tingkat penyebaran penyakit
memperlambat  osilasi dari  kurva  solusi.
Disimpulkan bahwa keberadaan penyakit tidak
mempengaruhi kestabilan melainkan mempercepat
atau memperlambat osilasi kurva solusi.

Keywords— Model mangsa pemangsa, Pemangsa
super, Penyakit, Fungsi respon Holling, Kestabilan
titik ekuilibrium

1. PENDAHULUAN

Dalam studi ekologi, kelangsungan hidup
spesies dari populasi sangat penting untuk dikaji.
Kelangsungan hidup dari populasi dipengaruhi
oleh banyak faktor, dua diantaranya adalah faktor
ekologi dan epidemiologi. Salah satu faktor
ekologi yang dimaksud adalah interaksi spesies
dalam bentuk kompetisi dan predasi. Sedangkan
faktor epidemiologi adalah penyebaran penyakit
menular (Saenz, 2006).

Interaksi antar spesies yang terjadi dalam suatu
ekosistem menyebabkan keadaan spesies dari
suatu populasi dapat berubah. Interaksi tersebut
dapat memberikan dampak positif, negatif atau
bahkan tidak berpengaruh terhadap spesies-spesies
yang berinteraksi. Interaksi antar spesies secara
umum banyak berbentuk model mangsa pemangsa
yang merujuk kepada model Lotka-Volterra.

Selain faktor ekologi, faktor epidemiologi
yakni penyebaran penyakit menular juga
berpengaruh dalam kelangsungan dari suatu
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populasi. Dalam pemodelan matematika dikaji
berbagai macam model epidemik, salah satu
diantaranya adalah model epidemik klasik. Model
epidemik klasik membagi populasi menjadi dua
kelas, yaitu kelas rentan (susceptible) dan
terinfeksi (infected). Sub-populasi rentan, rentan
terhadap infeksi dan sub-populasi yang terinfeksi
dapat memindahkan infeksi ke sub-populasi
rentan.

Banyak peneliti yang tertarik untuk meneliti
tentang bagaimana efek penyakit dalam sistem
mangsa pemangsa. Kooi, dkk. (2011) telah
meneliti model mangsa pemangsa dua spesies,
dengan penyakit hanya terjadi pada populasi
pemangsa. Pada model tersebut mekanisme cara
pemangsa berburu berdasarkan fungsi respon
Holling Tipe II. Berdasarkan hasil analisis model
tersebut diperoleh sistem yang lebih stabil dengan
adanya kenaikan laju infeksi penyakit. Model
mangsa pemangsa dengan infeksi parasit yang
menyebar hanya pada populasi pemangsa dalam
bentuk SIS (Susceptible Infected Susceptible) juga
telah dikaji oleh Haque (2010). Hasil analisis
menunjukkan bahwa infeksi pada pemangsa dapat
menyelamatkan populasi mangsa dari kepunahan.

Penelitian ini berdasarkan pada penelitian yang
telah dilakukan oleh Mbava, dkk (2017) dan Maas,
dkk (2016). Keduanya meneliti pengaruh penyakit
Bovine Tuberculosis (BTB) yang menyerang
spesies singa di Afrika, tepatnya di Kruger
National Park. Meskipun penyakit ini berdampak
negatif bagi kelangsungan hidup dari singa, namun
diharapkan dengan adanya penyakit ini dapat
menyelamatkan citah dari kepunahan. Karena
seperti  yang  diketahui, menurut [UCN
(International Union for Conservation of Nature)
Red Data Books, citah dimasukkan ke kategori
hampir punah. Dan salah satu yang menyebabkan
berkurangnya populasi citah adalah adanya
kompetisi dengan singa. Pada penelitian ini,
dianalisis tentang kestabilan titik ekuilibrium dari
model mangsa pemangsa dengan penyakit pada
pemangsa super yang mempunyai karakteristik
berburu berdasarkan fungsi respon Holling IIL
Dipilihnya fungsi respon Holling tipe III karena
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memiliki permasalahan yang sesuai dengan jenis
pemangsa yang cenderung akan mencari mangsa
yang lain ketika populasi mangsa yang menjadi
mangsanya mulai berkurang.

II. TINJAUAN PUSTAKA

Dalam penelitiaan sebelumnya, Haque dkk,
(2010) menjabarkan model mangsa pemangsa yang
terdiri atas satu mangsa dan satu pemangsa dengan
penyakit menyebar pada spesies pemangsa. Dalam
model tersebut fungsi respon yang digunakan
adalah Holling tipe 1. Dari penelitian tersebut
disimpulkan bahwa penyakit pada pemangsa dapat
dijadikan sebagai pengontrol biologis terhadap
sistem mangsa pemangsa.

Kemudian Mbava dkk, (2017) menjabarkan
model mangsa pemangsa yang terdiri atas satu
mangsa dan dua pemangsa di mana pemangsa
terdiri atas pemangsa dan pemangsa super. Pada
model ini penyakit menyebar pada pemangsa
super. Dalam model tersebut fungsi respon yang
digunakan adalah fungsi respon Holling tipe II
Digunakannya fungsi respon Holling tipe II karena
menurut Skalski dan Gilliam, (2001), fungsi
Holling tipe II merupakan fungsi respon yang
paling banyak digunakan untuk spesies pemangsa.

Namun, berdasarkan Huang dkk, (2006), untuk
pemangsa vertebrata lebih cocok menggunakan
fungsi respon Holling tipe III dan juga dengan
asumsi bahwa karakteristik pemangsa akan
mencari mangsa lain jika mangsanya mulai
berkurang maka fungsi respon yang digunakan
adalah fungsi respon Holling tipe III.

III. METODE PENELITIAN

A. Tahap Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan identifikasi
permasalahan dengan mencari referensi yang
menunjang penelitian. Pemahaman mengenai
masalah kestabilan sangat membantu dalam
penyelesaian model tersebut.

B. Tahap Analisis Model

Pada tahap ini model dianalisis dengan cara
mencari titik ekuilibrium kemudian diperiksa
kestabilannya. = Karena  persamaan  model
merupakan sistem persamaan diferensial tak linear
maka model perlu dilinearisasikan terlebih dahulu
dengan membentuk matriks Jacobian, selanjutnya
diteliti kestabilannya dengan melihat nilai eigen
atau menggunakan metode Routh-Hurwitz.

C. Tahap Simulasi Model

Pada tahap ini simulasi dilakukan untuk
melihat perilaku dari kurva solusi.
D. Tahap Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil
yang telah diperoleh dari simulasi.
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E. Tahap Kesimpulan

Pada tahap ini kesimpulan ditarik dari model
yang telah dianalisis kestabilan serta hasil dari
simulasi.

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model Mangsa Pemangsa

Asumsi-asumsi  yang  digunakan dalam
konstruksi model mangsa-pemangsa dengan
penyakit pada pemangsa super diberikan sebagai
berikut.

1. Laju pertumbuhan mangsa menggunakan
dinamika pertumbuhan logistik.

2. Penyakit hanya menyerang dan menular pada
populasi pemangsa super.

3. Karakteristik  berburu  pemangsa  dan
pemangsa super diasumsikan mencari mangsa

lain jika mangsanya mulai berkurang,
sehingga fungsi respon yang digunakan
adalah Holling tipe III.

Pemangsa super yang sakit dianggap kurang

kuat berkompetisi dengan pemangsa.

5. Populasi pemangsa super rentan penyakit dan
pemangsa mengalami kematian  alami.
Sedangkan  populasi  pemangsa  super
terinfeksi penyakit selain kematian alami,
juga mengalami kematian akibat terinfeksi
penyakit.

Model mangsa pemangsa dengan penyakit pada

pemangsa super diberikan pada Eq.1 berikut

‘31_1\: =™ (1 - %) N ﬁf\jfe N 1l:-l|1/\l/12251c a ff-zz;’
Zp
E= 1+M2f_BSI —vS,
4 1’;’;’:2’f+351— w+&L. )

Berdasarkan Eq.1 M, P, S, masing-masing adalah
populasi mangsa, pemangsa, pemangsa super
rentan penyakit dan pemangsa super terinfeksi
penyakit.

Definisi parameter Eq.1 diberikan pada Tabel 1.

TABEL 1. DEFINISI PARAMETER PERSAMAAN (1)

Para- Definisi

meter

Laju pertumbuhan intrinsik mangsa

Carrying capacity mangsa

Laju penangkapan mangsa oleh pemangsa
Laju penangkapan mangsa oleh pemangsa super
Efisiensi singa terinfeksi untuk menangkap
impala

Penanganan impala oleh citah

Penanganan impala oleh singa

Konversi onversi impala menjadi citah baru
Konversi impala menjadi singa rentan baru
Konversi impala menjadi singa terinfeksi baru
Laju kematian citah akibat singa

Penyebaran penyakit

Laju kematian alami singa

Laju kematian singa terinfeksi akibat penyakit
Laju kematian alami citah

Qe X =

i}

T O™V I I~
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Perbedaan yang mendasar antara penelitian ini
dengan penelitian sebelumnya adalah asumsi pada
fungsi predasi. Pada penelitian ini diasumsikan
menggunakan fungsi respon Holling tipe III
sedangkan pada penelitian sebelumnya
menggunakan fungsi respon Holling tipe II
Asumsi menggunakan fungsi respon Holling III
sesuai dengan karakteristik pada pemangsa super
yang mencari mangsa lain jika mangsanya mulai
berkurang.

B. Analisis Titik Ekuilibrium

Terdapat lima titik ekuilibrium yang mungkin
dari Eq.1 yaitu
1. Titik Ekuilibrium E;(M4,0, 54, 1)
M; merupakan akar dari persamaan
M?Bf?r — Mt f?rBK + (—Kbcfv + Kbcm —
KbSf + Kbfv — Kbn + 2Bfr)M3 —
MZ2frBK + (—Kbcv + KbS + Kbv + Br)M; —

rBK =0,
S, = nM2—v—§—-M3vf-M2f§
1= —B(1+MZf) ’
I = mM;-v(1+M3;f)
1 (1+M2f)B .
E,(My,0,5,,1;) akan wujud jika v+ 8 > —i
1+M2f

kematian pemangsa super terinfeksi penyakit lebih
besar dari pada fungsi pertumbuhannya, dan

2
v < ———, yaitu kematian pemangsa super rentan

14 M2 f
penyakit kurang dari fungsi pertumbuhannya.

2. Titik Ekuilibrium E,(M,, 0, S,,0)

rK—7 %v
o= (1 (Z2)0) 2

E,(M,,0,S,,0) akan wujud jika m > fv, fungsi
pertumbuhan  pemangsa super lebih  dari
kematiannya, dan K > M,, yaitu populasi mangsa
kurang dari carrying capacity nya.

3. Titik Ekuilibrium E5(Ms, P3, S3,0)

. (1+M3e)<
M3 = m— fU’P3 =

vi+ufv—nu —uve
onrrire) E5(M3, P5,S5,0) akan wujud jika

m > fv, fungsi pertumbuhan pemangsa super
lebih dari kematiannya, *_ > rasio
m—fv l—eu

pertumbuhan pemangsa super lebih dari pemangsa,

A bMsS3 .
dan r( K) > M fungsi pertumbuhan

mangsa lebih dari laju pemangsaan oleh pemangsa
super renta penyakit.

1+M5f

TK-TMg bM3S3>
S3

aMs
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4. Titik Ekuilibrium E,(M,, P,, 0,0)

m r(1-5%)(1+mZe)
—ep’ * T aMy

M4 = . E4_(M4_,P4, 0,0)

akan wujud jika [ > eu, fungsi pertumbuhan
pemangsa lebih besar dari pada kematiannya,
M, < K, populasi mangsa kurang dari carrying
capacity nya.

5. Titik Ekuilibrium Es(Ms, P5,55, 15)

M. = [ Z{cepv=epdtno—vfp—fép—fBu+pl-ppe)

5 2(epn—epvf—fSep+fl f—fBue)
—epr—epd+np—vfp—/Ip—/putLl—upeldep
n—epvf—/fdep+/IF—/Luel—4epn—epvf—/Jde
pHF~[Bue—vp—dp—putepn—epv/—/JSep+
S~/ Bue21212,

I = MEim-v-MEvf _ MZI-MZpe—p

57 pa+mZp) 73T MZeptp

((rK—MSr)(M52f+1)—bM555K—ch555K) )
aMsK(Ms2f+1) (Ms"e + 1).

E5(Ms, Ps,Ss,Is) akan wujud jika M2 > %}f

kuadrat populasi mangsa lebih dari rasio
pertumbuhan pemangsa super rentan penyakit

;5=

M2 > , kuadrat populasi mangsa lebih dari
rasio pertumbuhan pemangsa, dan r (1 - 7) >
bMsSs |, cbMsls . .

wZrr T aErer fungsi pertumbuhan mangsa laju

pemangsaan oleh pemangsa super.

C. Analisis Kestabilan
1. Kestabilan Lokal E;(M4,0, S, 1;)
Matriks Jacobi pada E; adalah
]11[1] ]12[1] ]13[1] ]14[1]

0 [1] 0 0
](E ) = ]22 B
RO VAL S PR
Ju™ 0 T Ju
dengan
i [1] (1_%)_ 2bMyS;  2cbMyly
K (M2F+1)° (MEF+1)?
[1] — _ M%a
Jiz " = MZe+1’
] [1] — _ M%b
13 Mff+1;
]14[1] == 241 ’
. M2f+1
[ — _Mit _
o2 = MZet1 pS1
] [1] — 2mMiS;
31 (M1f+1)2’
mM?
]33[1] = 1+M§f Bl —v,
Jat =Sy,
] (1 — 2nMq1y
T (mpren)”
ﬁlli
[ — i S 6.
Jaa 1+sz+ﬁ 1~V —
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kedua

—pS1—
yang lain diperoleh darl matrlks 3 x 3 berikut
J1a™ st g
Ji= ]31[1] ]33[1] ]34[1]
U™ Jastt Ja

Berdasarkan baris matriks

UED),

U, nilai eigen

diperoleh nilai elgen

Misalkan
my MmN my
Ji = {ma M my,t mys
[ma U ma, [t mg, ]

maka polinomial karakteristik J; adalah
AB+a2+a,A+a; =0,
dengan
a; = —(my; M+ my, M 4+ mg, M),
az = my;Mmy, 4+ my, Mimg, 1
iy, — my, W, 1]
gy, 1 =y, m,, [1]

2

1]

az = my; Mmy3Hmg, M 4 my, Mim,, Him, L
+mysMmy, Mmg, 1 — my Himy, Mg, 11
—my, Wi, U, 1
—myg W, tm,, 1,

Jika  myM < 0,my,M < 0,ms5M < 0, maka

a; > 0,a, > 0. az > 0 jika my; Mmy,[Hmg, 1 +
My, Mmy, Wimas 1 4 my, Wiy, Um,, 11
11 Mmy, Mmg, [ — my ;Wm0 >
mlz“]ng[ T, 1.
Berdasarkan Kkriteria kestabilan Routh-Hurwitz,
Polinomial Eq.2 memiliki nilai eigen dengan
bagian real bernilai negatif jika a; > 0,a, >
0,a; > 0 dan
(R1) 4 =
(R2) A, =

Jadi, a; > 0,a, > 0,a; > 0dana,a, —a; > 0.
Hasil di atas dinyatakan dalam bentuk teorema
berikut.
Teorema 1 T itik ekuilibrium E; stabil lokal jika
@) gz <PSiHH,
() a4 >0,a, >0,a; >0 dan aya, —az >
0.
2. Kestabilan Lokal E,(M,, 0, S,,0)
Matriks Jacobi untuk E, adalah

la;| >0,
a, 1|
as

[2]

J/PR P P
0 [2] 0
(E)) = J22
/(e 31[2] 0 ]33[2] ]34[2]
0 0 0 Juul
dengan
[21 — _2Mz\ _ _2bM;S,
Jii ' = 7'(1 % ) (M§f+1)2'
J 2] _ _ M2a
12 MZe+1’
] [2] - _ M%b
13 MZf+1’
2] = _ M2
n cb MZf+1’
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M31

]22[2] = 1+1\3122e -pS;— 4,

] [2] — 2mM;S,

31 (M22f+1)2’

Tyl = 2am

33 MZf+1 ’
J34 = —pS,,

[2] _ MZn 5

Jaa —M%f+1+.852_(v+ )

Berdasarkan baris kedua dan keempat matriks

U (Ez)) dlperoleh dua nilai eigen —pS, —

1M2

u dan + S, — (v + §), nilai eigen yang

Zf+1
lain diperoleh dari matriks 2X 2 berikut

(1 2M2) 2bM,S, M2b
2 2 2
Ji = K (M25+1) Mzf+1
2 2mM,S, MZm
el oL _
(M2f+1) M3f+1

Maka polinomial karakteristik J5 adalah
/12+b11+b2 = O,

dengan
bl = —

s (KMyfir — KMy f%v

K(M2f+1)
—2M3f%r + KM$ fm + 2KMZfr
—2KMzfv — 4M3fr + KM?m

—2KM,W,b + K1 — Kv — 2M,7),

—— — (KMZf?rv —2M3f?
K(szH) s (KM3 f*rv zf rv

—KMjfmr + 2M; fmr + 2KM2 frv
—4M3 frv — KM2mr — 2KM,S,bv
+2M3mr + Krv — 2M,rv).
Hasil di atas dinyatakan dalam bentuk teorema
berikut.
Teorema 2. Titik ekuilibrium E, stabil lokal jika

(a) < pSZ + u,
M2n

(b) v, +BS, <v+34,

(c) KM3f?r — KMzf%v —2M3f?r + KMg fm
+2KMZfr — 2KMZ2fv — 4M3 fr + KMzm —
2KM2W2b + KT' - KU - 2M2r < 0,

(d) KM3f%rv—2M5f%rv — KMJfmr +
2M3 fmr + 2KMZ frv — 4M3 frv —
KM2mr — 2KM,S,bv + 2M3mr + Krv —
2M,rv < 0.

3. Kestabilan Lokal E;(M;, P, S5, 0)

Matriks Jacobi E3 adalah

I g B P

1+M2

JEy =t T S
(3 0 31 J34
J31 J33 (3]
0 0 Jaa
dengan
[3] — 1_% __ _2aM3P3  2bM3S3
Ju T( K) (MZe+1)”  (MZf+1)”
I8 = - Mia
12 MZe+1’
] [3] — _ M%b
13 MZf+1
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J 3] _ _ MZbc
14 MZf+1
] [3] — 2IM3P3
2 (M3e+1)?’
M21
]22[3] = 1“34%6 -pS:— 1
]23[3] = —pPh;,
] [3] — 2mMsSs_
31 (M2f+1)”
(3] — Mim _
Ja3™ = M2f+1 v
]34[3] = _ﬁzsg.
M3n
Tl = M32;+1 + BS; — (v + 6).
Berdasarkan baris ketiga matriks (] (E3)),
M3n

diperoleh nilai eigen vyl + fS; — (v + §), nilai

eigen yang lain diperoleh dari matriks 3 X 3
berikut

]11[3] - 1\;1§a - A;Igb
MZe+1 MZf+1
2
Ji=|tges T~ PSs—H PP
2mMsS; 0 Mim
[(M2f+1)? MZF+1
Misalkan
(my, B m,Bl mysB!
J3 = |mai Bl my,BB mys B,
M3, [3] 0 M33 [3]

maka polinomial karakteristik /3 adalah
B+l +cA+c3=0, (3)
dengan
1 = =My B+ my, B 4 my, B,
¢z = my; Blmy, B+ my, Blmg, Bl
+m22[3]m33[3] — m12[3]m21[3]
—my53ma, 13,
¢z = mypPmy, Blmgs Bl 4+ my 5 BIm,, BIm ;8]
_m11[3]m22[3]m33[3] — m12[3]m23[3]m31[3]_
Jika  m;; Bl <0,m,,3 < 0,ms3; <0, maka
c;>0,¢c,>0.
c3 > 0jika
my5¥Imy, Blmgs B +my 5 BImy, Blms, 1]
—my,BImy, Blmgs Bl > my,Blm,, Blimg, Bl
Berdasarkan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz,
Eq.3 memiliki nilai eigen dengan bagian real
bernilai negatif jika c; > 0,¢, > 0,¢3 > 0, dan
R1) Ay = ¢y | >0,
®R) 8, =[]
C2
Jadi, ¢; > 0,¢, > 0,c5 > 0dan c;c;, —c5 > 0.
Hasil di atas dinyatakan dalam bentuk teorema
berikut
Teorema 3. Titik ekuilibrium E5 stabil lokal jika

MZn
(a) preT +BS;<v+6,

(b) C]_ >0,C2 >0,C3 >0danC1C2_C3 >0

> 0.

1
c
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4.  Kestabilan Lokal E,(M,, P,,0,0)
Matriks Jacobi E, adalah
IR P PR

(4]
J(Ey) = LA™ 1" T2 0 ,
0 0 ]33[4] 0[4]
0 0 0 Jaa
dengan
(4] — (1 — 2Ma) _ 20MaPs
Ji1 7”( % ) (MZes1)?
] [4] - _ Mfa
12 MZe+1’
] [4] - _ be
13 MZf+1’
] [4] _ _ MZbc
14 MZf+1
] [4] - 2IMyP,y
21 (MZe+1)?’
J [4] _ M2l
22 1+MZe
]23[4] = —I;P4,
(4] = Mim _
I33 M2f+1 v,
M2n
Ji = 12— @+ 6.
Duza nilai eigen2 dari matriks J(E,) adalah
Mim Min . .
M‘%‘;H - M‘%;H — (v + §), nilai eigen yang
lain diperoleh dari matriks 2% 2 berikut
_ 2My\  2aM4P, _ Ma
. r( K ) (Mgeﬂ)z MZe+1
Ja= 2UM, P, Mil
(MZe+1)2 1+MZe

Maka polinomial karakteristik J; adalah
AP+dA+d, =0
dengan
d KM*e2r—KM*e2u—2M>e2r+KM*el-2KM2ep
1 (MZe+1)2K

4 2KM?er—4M3er+KU?%1-2KMPa—Ku+Kr—2Mr

(MZ2e+1)2K
KM*e?ur—2MSe? ur—-KM*el r+2M5el r
(MZ2e+1)2K

I 2KM?eur—aM3eur—KM?1 r—2KMPau+2KMPa

(MZ2e+1)2K

);
da

Kur=2Mur
(M2e+1)21()'
Hasil di atas dinyatakan dalam bentuk teorema
berikut.

Teorema 4. Titik ekuilibrium E, stabil lokal jika

2
@) MIE;T1 <v
2

(b) 7o < (W +6).

(c) KM*e?r — KM*e?u — 2M5e?r +
KM*el — 2KM?eu + 2KM?er —
4M3er + KU?l — 2KMPa — Ku + Kr —
2Mr <0,

(d) KM*e?ur — 2M5e?ur — KM*elr +

2MPelr + 2KM?eur —
AM3eur— KM?lr — 2KMPau +
2KMPa + Kur — 2Mur < 0.
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5. Kestabilan Lokal E5(Ms, Ps, S5, I5)
712" J12B Jst 1B

Jaal* 12" 10

Polinomial karakteristik J(E5) adalah

14 + 61/‘{3 + ezlz + 632. + ey = 0,

dengan

er = — (11" + Jop " + Ja5 0

ez = 1122 + J115s 1 + g1, 71, )

S T Ry A R L

_ [517 [5]
J14" a1

] +]4-4-[5])9

)12, B = 15155,
—J [5] J/ [5]
34 43 B

93:]11[5]]34[5]]43 + )12, Bl

2o aa* iz o s
Jan"®

[ ] ]
+]13[ ]]31[5]]44[ : +]14 152114 )
14334, B = 1y, ]22[5]]33[5]
1122 aaP 111 3505 )
122331 = 1135, B
1431 ¥ as"™ = 122155114,

e, =J11 [5]]22 [5]]33 [5]]44[5]

+/12 51]21[5]]34[5]]43[5]
125055, 1)
132234141
S Ty L) L
112254 4
[ [ [
[517 [ [
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5] 123 5154154,

Vo2V, V!

—_
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114525554, )
Jika  J31"* < 0,/5," < 0,]35"
maka e; > 0,e, > 0.
e; > 0jika
J1 sV T o 11 51 5
J12P 21005 + 715155,
51, (517 [5 51, (517 [5
J1331 00+ 71,15,
J1a 55" 141[51 —J11 22 [5]133[51
] ]
1 ]

<0,/,.% <0,

13105 — 15,5055
]12[5 ]23[5 ]31[5 +]13[5] 34[5] 41[5 ,
demikian juga e, > 0 jika
J11 22 53500 B 13,505, 55, 18,5 ) 4
e L L
[ [ [ [

—_

J12 2115 83 — 11,5 g BT 8
T3 221 P4 B = 11, B, B 1, BT >

~J12 251500 = 115105, B, BT 5].
Berdasarkan  kriteria ~ Routh-Hurwitz, Eq.4
memiliki nilai eigen yang bagian realnya negatif
jikae; > 0,e, > 0,e3 > 0,e, > 0, dan

R A, = |e1|>0
®)a, =|3 o ][>0
2
ege 1 0
R3)A;=|e3 e, e >0,
e, e

sehingga, e; > 0,e, > 0,e3 > 0,e, >0, e,e; —
d; > 0 dan e,e,e; — ez —efe, > 0.

Hasil di atas dinyatakan dalam bentuk teorema
berikut.

Teorema 5. Titik ekuilibrium Eg stabil lokal jika
e, >0,e;,>0,e3>0,e, >0, 6,6, —e3 >0 dan
e,e,e; —es —ele, > 0.

Terlihat bahwa kelima titik ekuilibrium dapat
stabil jika memenuhi batas-batasnya. Dalam model
ini yang diinginkan adalah mempertahankan
populasi pemangsa super terinfeksi penyakit
dengan asumsi keberadaannya dapat mencegah
populasi pemangsa dari kepunahan.

D. Analisis Kestabilan dengan Pengaruh Penyakit

Contoh mangsa adalah impala, pemangsa
adalah citah dan pemangsa super adalah singa.
Pengambilan contoh ini, karena diasumsikan
karakteristik masing-masing hewan memenuhi
kriteria kasus ini. Adapun parameter beserta
nilainya disajikan dalam Tabel 2

TABEL 2. NILAI PARAMETER MODEL MANGSA PEMANGSA

Parameter Nilai Referensi

r 0.01342 N. Fairhall, 1983
K 200000 Asumsi

a 0.0001787 Mills dkk, 2004
b 0.00009525 Funston dkk, 2005
c 0.5 Asumsi

e 0.0003 Mills dkk, 2004
f 0.0004 Mbava dkk, 2017
l 0.0001705 Asumsi
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LANJUTAN TABEL 2

Parameter Nilai Referensi

m 0.00027 Asumsi

n 0.00000135 Asumsi

p 0.0004 Asumsi

B 0.16 Keet dkk, 2000

v 0.0667 Workshop report, 2009
) 0.0767 Workshop report, 2009
u 0.0556 Kelly dkk, 2000

Untuk melihat pengaruh dari penyebaran
penyakit dengan menggunakan nilai Tabel 2,
simulasi penyebaran penyakit dibagi menjadi 5
kasus

TABEL 3. PEMBAGIAN KASUS BERDASARKAN NILAI
PENYEBARAN PENYAKIT

Kasus B Kestabilan

1 0 E, stabil, E, tidak stabil

2 0,08 E; tidak stabil, E, tidak stabil, E,
tidak stabil, E stabil

3 0,16 E tidak stabil, E, tidak stabil, E,
tidak stabil, E5 stabil

4 0,5 E tidak stabil, E, tidak stabil, E,
tidak stabil, E5 stabil

5 1 E, tidak stabil, E5 stabil

Berdasarkan Tabel 3, untuk berbagai nilai S
selama nilai § # 0 hanya E5 yang dapat stabil,
sedangkan pada saat § = 0, hanya E, yang dapat
stabil. Dengan kata lain ketika penyakit masih
berada pada sistem maka semua populasi akan
tetap eksis namun ketika penyakit dihilangkan dari
sistem, maka pemangsa akan punah akibat
kompetisinya dengan pemangsa super.

E. Simulasi Numerik

Simulasi  numerik  diharapkan ~ mampu
memberikan gambaran pengaruh dari parameter
penyebaran penyakit. Kurva solusi pada sistem
ketika parameter penyebaran penyakit yang standar
yaitu = 0.16 dibandingkan dengan kurva solusi
pada saat parameter penyebaran penyakit diubah
tanpa merubah nilai parameter yang lain.

Dengan menggunakan nilai awal M(0) =

20; P(0) = 4;5S(0) =1;1(0) =1, diperoleh
dinamika populasi untuk beberapa tingkat
penyebaran penyakit yang berbeda.
204-.... R o
16
Populasi 1
6_ —
24 :,:"'“Hr”:r\“_ e
2 O AL =
0 100 200 300 400 500
t (Tatur)
..... I\iaﬂgsa
— — Pemangsa
=+ = Pemangsa Super Rentan Perryakit
== Pemangzsa Super Terinfeksi Penvakit

Gambar 1. Simulasi model dengan 8 = 0.08.
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e il T
159
Populasi 10
-:"..-———-.._ — e ™ T N e ——
Dh"- _____ i 1 e T e s ey
] 100 200 300 400 500
t (Tatmmn)
..... Mangsa
= = Pemangsa
==+ = Pemangsa Super Fentan Perrvakit
Pemangsa Super Terinfeksi Penvakit
Gambar 2. Simulasi model dengan f = 0.16.
201---..
15
Populasi 10
e o
of : 2 : — ..-I‘ A
0 100 200 300 400 500
t(Takm)
..... Mangsa
— — Pemangsa

— - — Pemangsa Super Rentan Perrvakit
Pemanzsa Super Terinfeksi Penvakit

Gambar 3. Simulasi model dengan § = 0.5.

Berdasarkan Gambar 1, Gambar 2 dan Gambar
3 terlihat bahwa dalam jangka waktu 500 tahun
hanya pada Gambar 1, kurva populasi pemangsa
dan pemangsa super rentan penyakit dapat
berpotongan. Hal ini terjadi dua kali yaitu pada
saat di sekitar t =130 dan t = 160 schingga
populasi pemangsa super pernah sama banyaknya
dengan populasi pemangsa. Dan juga terlihat
bahwa populasi pemangsa super yang terinfeksi
tidak pernah melebihi pemangsa super yang rentan
penyakit. Berbeda halnya dengan Gambar 2 dan
Gambar 3 di mana populasi pemangsa dan
pemangsa super tidak pernah sama, tetapi populasi
pemangsa super rentan penyakit dan terinfeksi
penyakit dapat berpotongan. Hal ini menunjukkan
bahwa dalam jangka waktu 500 tahun, ketika nilai
[ dinaikkan ada suatu waktu populasi pemangsa
super berpenyakit lebih banyak dibandingkan
dengan populasi yang rentan penyakit, namun
ketika diturunkan ke nilai = 0.08 kepadatan
populasi pemangsa super rentan penyakit tidak
pernah kurang dari pemangsa super terinfeksi
penyakit.

Dapat dilihat juga bahwa dengan meningkatnya
tingkat penyebaran penyakit maka osilasi dari
kurva solusi juga semakin berkurang. Hal ini
menunjukkan bahwa jika tingkat penyebaran
penyakit diperbesar maka waktu yang dibutuhkan
masing-masing  spesies  untuk  menaikkan
populasinya akan lebih lama.
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V. KESIMPULAN

Berdasarkan analisis dan pembahasan beberapa
kesimpulan dapat diambil:
1. Pada analisis kestabilan model mangsa
pemangsa dengan penyakit pada pemangsa
super terdapat lima titik ekuilibrium yang
mungkin wujud dan stabil.
Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa
dengan perubahan parameter penyebaran
penyakit selama nilai penyebaran penyakit
tidak nol, semua populasi akan tetap wujud
dan stabil meskipun pada saat nilai parameter
penyebaran penyakit dinaikkan maka osilasi
dai kurva solusi juga semakin berkurang, atau
dengan kata lain semua spesies pada sistem
membutuhkan waktu yang lebih lama untuk
menaikkan populasinya.
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