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Abstrak— Pada artikel ini dikaji suatu dinamika
populasi dua mangsa dan satu pemangsa dengan
usaha pemanenan konstan dan persaingan antar
mangsa. Dinamika itu dinyatakan dalam bentuk
sistem persamaan differensial autonomus. Fungsi
predasi yang diberikan dalam sistem diasumsikan
sama untuk kedua mangsa, yaitu fungsi respon
Holling tipe I. Pada model tersebut diberikan syarat
kewujudan titik keseimbangan non negatif serta
kestabilannya dan pengaruh pemanenan pada
kestabilan titik keseimbangan yang stabil. Analisis
kestabilan dilakukan dengan menggunakan metode
linearisasi, nilai eigen, dan uji kestabilan Routh-
Hurwitz. Dari analisis diperoleh suatu kondisi di
mana wujud suatu titik keseimbangan yang berada
pada oktan pertama dan stabil secara asimptot.Hal
ini menunjukkan bahwa dengan suatu nilai
parameter tertentu dan nilai usaha pemanenan
tertentu diperoleh suatu titik keseimbangan yang
stabil.Hal ini berarti bahwa ketiga populasi tersebut
dapat hidup bersama dan lestari untuk jangka
waktu yang panjang meskipun Kketiga populasi
dieksploitasi dengan usaha pemanenan konstan.Plot
trayektori untuk ketiga populasi diberikan untuk
melihat dinamika populasi terhadap waktu.

Kata Kunci— Model mangsa-pemangsa,
respon Holling, Pemanenan, Kestabilan.

Fungsi

1. PENDAHULUAN

Proses kelangsungan hidup suatu populasi di
alam tidak terlepas dari dinamika, hal ini
disebabkan karena adanya interaksi yang terjadi
antar populasi. Salah satu interaksi yang terjadi
sering terjadi adalah interaksi antara populasi
mangsa dan pemangsa yang dikenal dengan
dinamika model populasipredator-prey.Dalam
model predator-prey juga terdapat interaksi
intraspesifik atau interaksi yang terjadi antar
individu dalam populasi mangsa atau interaksi
yang terjadi antar populasi pemangsa, dan interaksi
interspesifik yaitu interaksi yang terjadi dalam
populasi mangsa ataupun pada pemangsa.Dampak
yang terjadi dari interaksi tersebut dapat
memberikan keuntungan atau kerugian terhadap
suatu populasi.Untuk menjaga kelestarian suatu
populasi, diperlukan adanya campur tangan
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manusia, dalam hal ini dinamika suatu populasi
dikontrol sehingga diperoleh populasi seimbang
yang stabil untuk jangka waktu yang
lama.Disamping  kelestarian ~ yang terjaga,
diharapkan populasi yang dieksploitasi juga dapat
memberikan keuntungan secara ekonomis kepada
manusia.Untuk memperoleh keuntungan dari
populasi, dilakukan suatu usaha pemanenan pada
populasi dengan berbagai metode. Dalam
melakukan pemanenan kepada populasi, dinamika
populasi  dinyatakan dalam bentuk model
matematika sehingga kelestarian populasi mangsa,
dan pemangsa yang dikaji dapat diamati melalui
pendekatan matematika.

II. TINJAUAN PUSTAKA

Penelitian yang terkait dengan dinamika
populasi mangsa dan pemangsa dilakukan oleh
beberapa penulis sebelumnya.Agrawal dan Pathak
(2012) melakukan penelitian dinamika populasi
mengenaipengaruh pemanenan dan pajak dalam
menganalisis kebijakan pemanenan optimal.Daga,
dkk.(2014a)melakukan penelitian mengenai model
dua mangsa satu pemangsa dan mengkaji
kestabilan lokal dan global serta persistensi
sistem.Daga, dkk.(2014b) melakukan penelitian
tentang model mangsa pemangsa dengan fungsi
respon tipe Holling III serta menganalisis
kestabilan titik keseimbangan secara lokal. Gakkhar
dan Naji (2002) mengkaji dinamika dua populasi
mangsa dan satu populasi pemangsa dan
menganalisis kemungkinan terjadinya kondisi
kacau (chaos) dari sistem.Hntsa dan Magesha
(2016) mengkaji model dinamika satu mangsa
dengan dua pemangsa yang berkompetisi dan
menganalisis kestabilan titik keseimbangan.Kar
dan Chauduri (2002) melakukan penelitian
mengenai kestabilam dua mangsa satu pemangsa
dengan fungsi respon Holling tipe [ dan
pemanenan pada mangsa.Kar dan Batabyal (2010)
mengkaji dinamika populasi dua mangsa dan satu
pemangsa dan menganalisis kestabilan global.Rao
dan Rasappan (2015) melakukan penelitian
mengenai dinamika populasi mangsa yang rentan
kena penyakit, mangsa yang terinfeksi dengan
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populasi pemangsa yang mengkaji kestabilan lokal
dan global dari sistem.Srilatha danRavindra (2014)
melakukan penelitian mengenai analisis kestabilan
model tiga populasi yang bersifat mutualisme dan
mengkaji pengaruh pemanenan dan kebijakan
pemanenan optimal. Toaha, dkk. (2014) mengkaji
dinamika populasi mangsa dan pemangsa dengan
pemanenan dan dianalisis kemungkinan diperoleh
keuntungan =~ maksimal. Yeni,  dkk.(2016)
melakukan penelitian mengenai kestabilan model
mangsa pemangsa dengan fungsi respon Holling
tipe II dan pemanenan. Penelitian sebelumnya
yang menjadi acuan dalam penelitian tersebut
adalah model dua mangsa-satu pemangsa dengan
fungsi respon Holling I dan pemanenan pada
mangsa yang pernah dikaji oleh Kar dan Chaudri
(2002) dengan persamaan

dX1 X1
X1 (A4 (1 - K_1> — @12X; — A13X3) — q1Ex;

dar -
de

X2
dt =x(4, (1 - K_z) — (y1X1 — Ua3X3) — G2EX,

dx;

dt
Simbol x4, x,, x3 berturut-turut menyatakan

ukuran populasi mangsa pertama pada waktu ¢,
ukuran populasi mangsa kedua pada waktu z dan
ukuran populasi pemangsa pada waktu ¢. Dalam
model tersebut fungsi respon yang digunakan
adalah fungsi respon Holling tipe I dan pemanenan
yang diberikan pada populasi mangsa pertama dan
mangsa kedua.

= x3(a31%; + azx; — x3).

III. METODE PENELITIAN

A. Tahap Studi Literatur

Untuk  mengidentifikasi masalah, maka
dilakukan studi literatur tentang model dinamika
populasi, titik keseimbangan model, kestabilan
titik keseimbangan secara lokal dan pemanenan
optimal.

B. Tahap Analisis Model

Analisis model dilakukan dengan menentukan
syarat kewujudan titik keseimbangan model yang
bernilai non negatif dan kestabilannya dengan
metode linearisasi dan metode nilai eigen dari
matriks Jacobian yang diperoleh dari model
atupun dengan metode uji kestabilan Routh-
Hurwitz. Titik keseimbangan interior yang stabil
dihubungkan dengan persoalan pemanenan
optimal.Dari fungsi keuntungan yang terbentuk
ditentukan titik kritis dari usaha pemanenan yang
memberikan keuntungan maksimum.Nilai-nilai
usaha pemanenan selanjutnya digunakan untuk
menentukan titik keseimbangan untuk model
dengan pemanenan.Selanjutnya dianalisis
kewujudan dan kestabilan titik keseimbangan
interior untuk model dengan pemanenan.
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C. Tahap Simulasi Model

Simulasi terhadap model dilakukan untuk
melihat titik keseimbangan, kestabilan, dan kurva
solusi dari model.

IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

A. Model

Beberapa asumsi yang digunakan dalam model
dua mangsa-satu pemangsa dengan fungsi respon
Holling tipe 1 dan usaha pemanenan konstan
adalah:

1. Laju pertumbuhan mangsamengikuti laju
pertumbuhan logistik.

2. Fungsi respon yang digunakan pada model
diasumsikan menggunakan fungsi respon
Holling tipe L.

3. Terdapat interaksi interspesifik antar mangsa
pertama dan mangsa kedua.

4. Usaha pemanenan diasumsikan sama untuk
mangsa pertama dan mangsa kedua.

5. Pemanenan dilakukan pada ketiga populasi

6.  TABEL 1. DEFINISI PARAMETER
Param Definisi
eter
X Ukuran populasi mangsa pertama
Yy Ukuran populasi mangsa kedua
z Ukuran populasi pemangsa
K Daya dukung lingkungan mangsa pertama
L Daya dukung lingkungan mangsa kedua
Koefisien interaksi kompetisi interspesifik
aq mangsa pertama dan kedua
Koefisien interaksi kompetisi interspesifik
az mangsa pertama dan keduaJacobian
w1 Efisiensi pencarian mangsa pertama
w5 Efisiensi pencarian mangsa kedua
b, Tingkat efisiensi pemangsaan akibat memangsa
mangsa pertama
bz Til_lgkateﬁsiensi pemangsaan
akibat memangsa mangsa kedua
q1 Laju ketertangkapan mangsa pertama
q> Laju ketertangkapan mangsa kedua
qs Laju ketertangkapan pemangsa
E Usaha pemanenan pada mangsa pertama dan
1 mangsa kedua
E; Usaha pemanenan pada pemangsa
c Laju kematian pemangsa
Laju pertumbuhan intrinsik mangsa pertama
Laju pertumbuhan intrinsik mangsa kedua

Model dua mangsa-satu pemangsa dengan
fungsi respon Holling tipe I tanpa pemanenan
diberikan pada sistem berikut

d

d—’: =rx (1 - %) — A Xy — W1 XZ

d

d—f = sy (1 - %) —a,xy — wyyz (1)
% = byw,xz — byw,yz — cz.

Model dua mangsa-satu pemangsa dengan
fungsi respon Holling tipe I dan pemanenan

diberikan pada sistem berikut
dx

(1 - %) —a1xy — wxzZ — q1 E1x
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d
d—}tl =Sy (1 — %) — Ay Xy — WyyZ — QZE1Y(2)
dz

at
Definisi parameter pada Eq.1 dan Eq.2 diberikan
pada pada Tabel 1.

biw1xz + byw,yz — cz — q3E3z.

B. Analisis Titik Keseimbangan
Untuk penyederhanaan, pada Eq. 2 dimisalkan

B=Dbiwy, H=Dbyw,, 8 =qE, 6, =q,kE,
dan83 e q3E3.
1. Analisis Titik Keseimbangan Model Tanpa

Pemanenan

Pada Eq.1, terdapat tujuh titik keseimbangan
yang mungkin, yaitu:P,(0,0,0), P, (K, 0,0)
P;(0,L,0), P5(x3,¥3,23), P4(0, 1, 23),

C r(KB—c) * * *
Ps (E: 0, KpBaos ,danPg (x5, Vs , Z6),

Ks(r-asL) Lr(s-Kay)
denganx; = 3 = : =
g 3 7 rs—KLajay’”3 ~ rs—KLaja, > 7%

C . _slp=c) . _C . __r(KB=0)
,Z4_ - ) x5 - aZS - )
H HwzL B KBwq

KL(a;cw, + wisp) — K(uw,rL + w,sc)

*6 = KL(Bajw, + pa,w,) — spw, K — pw,rL
. LK(Brw, + caw,) — L(rcw; + Bw,Ks)
y6 B KL(BalCL)Z + uaza)l) - SB(U]_K - uwer
7 = KL(sBai+arpn)+src
i =

KL(Bajwz+uazwq)—spwiK—pw,rL -
sr(BK+Lw)+KLayaqc

KL(Baiwy+pasw1)—spw K—pw,rL

Titik keseimbangan P,(0,0,0),P;(K,0,0), dan
P,(0,L,0)tidak relevan dengan kondisi biologi
sehingga tidak dianalisis. Titik P;wujud jika
r > a,Ldans > a,K. Titik P, wujud jika Lu > c.
Titik Pswujud jika KB > c. TitikPgwujud jika
Llajc+w) <prL+c, K(B+cay)<c+BKs,
dan La; + Ka, + sr <s+r + La,Ka,.

2. Analisis titik keseimbangan model dengan
pemanenan
Pada Eq.2, terdapat tujuh titik keseimbangan
yang mungkin, yaitu:
H,(0,0,0),H,(K,0,0), H,(0,L,0),
H3 (x§15 y;li O)aH4—(0' yZIJ ZZl ):
Hs(x54,0,z51).dan He (X564, Yo+, Z6+) -dengan

x K(sr+La152 —alLs—sﬁl) % _ L(rs+Kap8;—Kra;—s6;)
Y31 = rs—KLayay > /31 rs—KLaja,
) 3 8 8

c+ Lspu—sc—sd3—L
yﬁtl =_33221 ==t P-(Uzz Zuv

« _ C+83 «+ _ TKB-1c-183-K8,8
X51 = »Z51 = T

+ _  LK(w381+cajwy+a1w;383+spwq)

Ye1 = KLa Bwy+KLarzwiu—KsBwq—Lrpw,
LKp(w182+rwy)+Kswq(c+83)
KLaiBwy+KLaywip—KsPwq—Lrpws,’

y* _ LK(rBwi+a;w183+carw 1 +Bwq83)

61 —

KLa Bwy+KLaywqiu—KsBwq—Lrpw,
LKB(w281+swq)+Lrwy(c+83)
KLaiBw,+KLaywiu—KsBwq—Lruws,’

dan
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2_61[(Lsa18 + KsB8; + src + sréz + LKra,p + Lrps,

- KLa,Bw, + KLaywip — KsPw; — Lrpw,

_ Lsrp+ KLcaya, + KLaya,8;5 + Ksrp + KLa,pd; + KLa, B35,
KLa,Bw, + KLayw p — KsBw, — Lrpw, ’

Titik keseimbangan H,(0,0,0), H,(K,0,0),
dan H,(0, L, 0)merupakan titik keseimbangan
yang tidak relevan dengan kondisi biologi
sehingga tidak dianalisis.

Titik H; wujud jika r 4+ La,8, > a,L + s6,,
s+ Ka,8, > Ka, + s8,.TitikH,  wujud jika
Lspu > sc + 583 + Lo, Titik Hswujud
jikarKB > rc+ r&; + K6,B. Titik Hg wujud
jika  memenuhilyw,6; + Lca;w, + La,w,83 +
Lspw; < scw; + sw;63 + Lpw,6, +
Lrpw,,Krfw, + Ka,w,6; + Kca,w, +
KBw,6, < crw, + rw,63 + KPw,6, + KsPwy,
danKLsa,3 + Ks8, + src + sré3; + LKra,p +
Lrud, < Lsrp+ KLca,a, + KLa,a,85 +
KsrB + KLa,ud, + KLa,6,.

C. Analisis Kestabilan

Untuk penyederhanaan, pada Eq. 2 dimisalkanf} =
bilwl, nw=~02w2, 8§1=glf1, 8§2= g2F1, dan
83=q3E3.

1. Analisis kestabilan model tanpa pemanenan
Dari model Eq.1 diperoleh matriks Jacobian
11 ]12 ]13
JP)=\l21 J2z Ja3],
31 Jaz Ja3
dengan/;; = r — Zix -y — w7, Jiz =
—glx, Jiz = —wiX, Jo1 = -y, J» =S—
2[3’ — WX —WyZ, Ja3 =—wyy, Ja1 =Bz,

Jz2 =pz,dan J33 =Bx+py-c.

Teorema 1.Titik keseimbanganP;(x3,y3,0) stabil
asimptotik lokal jikamemenuhi kondisi

Bx; + 1y3 < 6,2+ a)x3 + (ay +2D)y; >

rs

K

r+s, danrs + 4—Lx§y§ +2£a2x§2 +

Z%alygz > y§(2? +sa;) + x3(ra, + 2:{—5).
Bukti: Matriks Jacobi yang dievaluasi pada titik

keseimbanganP;(x3, y3, 0)dapat dinyatakan
sebagai

My, My, Mg

J(P3) = My My, Mzsl,
0 0 My,

denganM,; =1 — 2£x§ - a,y;, M;, = —ayx3,
M3 = —wyx3, My =—ayy;, My =s—
2%3"; — ayx3, M3 = — w,y3, dan

M3z = Bx3 + py; —c.

Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
f(A) =det[J(P;) — Al] = 0, yaitu

(M35 — D[2* = (My; + Map )A+ My My, —

M12M21 =0, atau

(M35 — D[22+ py A+ p,] = 0, dengan



Seminar Nasional Matematika dan Aplikasinya, 21 Oktober 2017

p1 =—(Myy +My,)

o, . s
= ZEx3 +ay; + ZZ)
+ax3—1r—=5

s * %
P2 =My My — Mo My =75+ 4:-x3y5 +
r *2 S %2 TS«
2;a2x3 + 22a1y3 - 27y3 -
ra;x;- ZZ(—ng — 513 .
Menurut uji  kestabilan Routh-Hurwitz, titik
keseimbangan P;(x3,y3,0) stabil asimptotik

lokal jika M35 <0, p; > 0, dan p, > 0. Syarat
tersebut memenuhi Teorema 1.

Teorema 2.Titik keseimbanganP, (0, y;, z;)stabil
asimptotik lokal jika memenuhi kondisi

r<a;y; + wzy, 2%312{ + wyzi + ¢ > s+ Wy,

dany; (sp + 2%) +cwyzy >cs + ZST”yAfZ.

Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik

keseimbanganP, (0, y,, z;)dapat dinyatakan
sebagai
M, 0 0
J(Py) = lM21 My, My l ,
M3, Ms; Mg
denganMy, =ST — 1Yy — w1z, My = —ayyy,
My, =5 — 223’1 — wyZy, My3 = — wyYs,

M3, = Bzs, M3y = pzg, dan Mzz = py; —c
Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
fQ) = det[J(P,) — Al] = 0,yaitu

My — D[A* = (Map + M33 )4+ My M35 —

M23 M32 =0, atau

(My; —A)[A2+ p; A+ p,] =0, dengan

pr = —(Myy +Ms3) =27y + w2+ c—5—
Wys,

P2 = SWy; + Z%y; + cwyzl — cs — 22y

7 Y4
Menurut uji kestabilan Routh-Hurwitz, titik
keseimbangan P, (0, y,,z;) stabil asimptotik lokal
jika M;; <0, p; >0, dan p, > 0. Syarat
tersebut memenuhi Teorema 2.

Teorema 3.Titik keseimbanganPs(xz, 0, z2)stabil
asimptotik lokal jika memenuhi kondisi

s < X5 + WyZ5,X5 (rB + 2 %) +cw zs > cr +
Z%xgz, danZ%xg +wzi +c>r+Bxk.
Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik

keseimbanganPs (xz, 0, zZ)dapat dinyatakan
sebagai

Myy My, Mis
](P5)=[0 M;, Ol,
Ms; Ms, Mss
denganM,; = r —2 %xg —w1zs, M1, = —a;xz,
M3 = — wixg, My =5 — aXs — 0,2,
M3, = Bzg, M3, = pzg, dan M35 = Bxs - ¢.

Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
f(A) = det[J(Ps) — AI] = 0,yaitu
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My, — D[A* — (Myy + M35 )A+ My Mz —
M13 M31 =0, atau

(My, — A)[A% + py A+ p, ] = 0,dengan

pr =—My; +Ms3) = 2£x§+wlz§+c—r—

Bxzdan

P2 =My M3z — M3 M3y =1fxs + Z%xg +
CwiZi —Ccr — er—Bx;Z.

Menurut uji  kestabilan Routh-Hurwitz, titik

keseimbangan Ps(x:,0,z:) stabil asimptotik lokal
jika M,, <0, p; >0, dan p, > 0. Syarat
tersebut memenuhi Teorema 3.

Teorema 4.Titik keseimbanganP, (x¢, y¢, z¢)stabil
asimptotik lokal jika memenuhi kondisi p; <0,
py, <0, p; <0,dan p; p, —p3 <0, di mana
p1 = —(My; +Myp + Ms3),
pz = (Mg Mpy + Myy M3z + Myy M3z —
MI12 M21 —M32 M23 —M31 M13 , dan
p3 = My3 My M3y + Myy Mz M3, +
Myy Myy M3z — My My M33 —
M, My3 M3y — M3 My M3, .
Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik

keseimbanganPg (x¢, y¢, z¢ )dapat dinyatakan
sebagai

My M, My

J(Ps) = [Mm My, M23| 5

M3, Mz, Mss
denganMy; =r — 2 %xg — Ay — W12¢,
M, = _a1xgsa M3 = — wyxg, My = —ayye,
My, =s— 2;)’; — GyXg — WyZg, My3 =

— WyYg, M3y =Bz, M3; =z, dan
M33 = Bxg + pnys — c.
Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
F(2) = det[J(Pg) — Al] = Oyaitu
A = (Myy +Myp + M33)2% + (Myy My, +
M22 M33 +M11 M33 —M12 M21 —M32 M23
—M31 M13 A+M13 M22 M31 +M11 M23 M32
+M12 M21 M33 —M12 M22 M33 —M12 M23
M31 -M13 M21 M32 =0, atau
B+ p A2+ p, A+ p; = 0,dengan
p1 = —(Myy +Myp + M33),
p2 = (Mg Mpy + Myy M3z + Myy M3z —
MI12M21 —M32 M23 —M31 M13 ,
p3 = M3 My M3y + Myy Mpz M3, +
My Myy M3z — My My M3z —
My, Mz M3y — My3 Myy M3, .
Menurut uji  kestabilan Routh-Hurwitz, titik
keseimbangan Pg(x¢, y¢,z¢) stabil asimptotik
lokal jikap; <0, p, < 0,03 <0, dan p, p, —
p3 < 0. Syarat tersebut memenuhi Teorema 4.

2. Analisis kestabilan model dengan pemanenan
Dari model Eq.2. diperoleh matriksJacobian
11 Jiz Ji3 l

J21

31

]22 ]23
]32 ]33

JH) =
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dengan/;; = r- 2£x —a;y — wZ — 64,

Jiz = _alx’s Jiz = —wix, J21 = —ayy,
J22 =s—22y—a2x—a)zz—82, J23 =
— Y, J31 =Bz, J32 =uz, dan J33 =Bx+
Hy — ¢—8s.

Teorema 5.Titik
keseimbanganH; (X34, y3,, 0)stabil asimptotik
lokal jika memenubhi syarat

* * « 2 % 2
B + 3 < ¢+ 853 (r +an) + Y3 (T +a) +
8, +6,>r+s, dan rs + 4%x§y§ +
X327 8, + a8y + 2= ayx3) + y3(278, +
a8, + Z%alyg*) + 616, > y3 (ZrL—S+ sal) +

x3 (2:(—5 + raz) + 56, +716,.

Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik

keseimbanganH; (x3, v3, 0)dapat dinyatakan
sebagai
Hll H12 H13
J(H3) = |Hy1  Hyz  Ha
denganH,; =1 — Zixg‘ - a,y; — 64, Hy, =
_g1x§a Hyz = —wyx3, Hyy = —azy3, Hyy =5 —
22)’; —ayx3 =8, Hyz = —wyy3, dan Hiz =

Bx3 +uys; —c—8;.
Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
f(Q) = det[J(H;) — Al] = 0, yaitu
(H33 - /1)[/12 - (Hll + H22 )A + Hll H22 -
H12 A21 =0, atau
(Hy3s —AD)[A2+p A+ p,] =0, di mana
pr =—(Hyy +Hy )= x;(%r +ay)+ Y;(ZL_S +a)+
61 + 82 -r— S,dan
p2 = Hygs Hyy — Hyz Hyy
=7rs— *(ZE+sa )
Y3 I 1
— 78, —x3 (ZE+ra )
2 3 K 2
rS * * * r
+ 4ﬁx3y3r+ x3(2E82
+a,6,+2 Eazxg‘)
ViR 78 +ar,
+2 %alyg) — 58, + 8,5,
Menurut uji  kestabilan Routh-Hurwitz, titik
keseimbanganH; (x34, ¥34, 0)stabil asimptotik

lokal jika Hz; <0, p; >0, dan p, > 0. Syarat
tersebut memenuhi Teorema 5.

Teorema 6.Titik keseimbanganH, (0, y;;,22,)
stabil asimptotik lokal jika memenuhi syarat

r< @i+ 0175 + 81,27 Vi + w2y + 8, + ¢+
83 > s + Wy, yZ(su+2%+2%)+
Zi(cwy + w,83) + 6,(c + 83) > cs +

vi (22 y; +18,) + 58,

dan
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Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik

keseimbanganH, (0, y;,, z;,)dapat dinyatakan
sebagai
Hiq 0 0
J(Hy) = |Hyy  Hpy Haz,
H3y  Hs; Hss
denganH,; =71 —a,y; — w125 — 84, H,, =

—ayYy, Hyy =s-— 2%3’1 —wyzy — 8y, Hys
— WaYs, Hzy = Bzy, Hzp = pz;, dan
Hyz =pys —c—83.
Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
f(A) = det[J(H,) — Al] = 0,yaitu
(Hyy = M[A* = (Hyp + Hs3 )A+ Hyp Hys —
H23 32 =0, atau
(Hs3 — DA +p A+ p,]=0,
dengan
p1 = —(Hy +Hsyz ) = 2%3’1 + wyzy + 8, +
C+83—5—uys,
* CS  «
p2 = HyppHzy —HpsHyp =suy, +2-ys +
&
2 L
cs—2

Vi +cwyzi + w8325 + 8, + 6,83 —

Sbawy 4

Yi® =583 — 18,y; -

Menurut uji  kestabilan Routh-Hurwitz, titik
keseimbangan  H,(0,y;,, z;,)stabil  asimptotik
lokal jika H;; <0, p; > 0, dan p, > 0. Syarat
tersebut memenuhi Teorema 6.

Teorema 7.Titik keseimbanganHs(x2,,0,2:,)
stabil asimptotik lokal jika memenuhi syarat

S < @pXs +wyz5 + 8y, 275wz + 8y +
83+ ¢ > 7+ Bxgxg(rB+ 27+ 2-83) +
ze(cwq + w163) + 8;(c+83) > cr + 183 +
(22 x: + Bsy).

K

Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik
keseimbanganHs (x<,, 0, z:,)dapat dinyatakan
sebagai

Hy1 Hi; Hiz
](H5) = 0 Hy, 0|,
TH31 Hz,  Hss
denganH11 =T1r— ZE.X; - wlz; - 61, le =
—a1X5, Hiz = —wix5, Hy =5 —ayx5—

wyzg — 8, H3y = Bz, Hizp = pzg, dan Hiz =

Bx:i—c—38;.

Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik

f(Q) = det[J(Hs) — Al] = 0,yaitu

(Hyz — M[A* — (Hyy +H33 )A+ Hyg Hyz —

HA13 A/31 =0,atau

(Hyy — D[A% + p; A+ p,] = 0,di mana

p1 = —(Hyy +Hs3 ) = 2£x§ + wiz5 + 8, +
83 + ¢ —r — Bxidan

pz = Hi1 Hsz —HyzHzy =1Bxs + Z%XE +
2 %83x§ + cwq 1z + w832 +¢cd; +

8,85 — cr — 18, — 2 xi” — B,
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Menurut uji  kestabilan Routh-Hurwitz, titik
keseimbanganH; (xz,, 0, zZ, )stabil asimptotik
lokal jika H,, <0, p; >0, dan p, > 0. Syarat
tersebut memenuhi Teorema 7.

Teorema 8.Titik
keseimbanganHg (x¢q, Vé1, Zo1)stabil  asimptotik
lokal jika memenuhi syaraty; > 0,y, > 0,y; >
0, dany;y, —y3 > Odimanay,,y,,y; adalah
koefisen dari persamaan karakteristik yang
terbentuk dari matriks Jacobian yang bersesuaian
dengan titik Hg(x31, Va1, Ze1), yaitu f(1) = A3 +
Vi +y,A+y;.

Bukti: Matriks Jacobian yang dievaluasi pada titik

keseimbanganHg (X2, Ve1, Ze,)dapat  dinyatakan
sebagai

Hll H12 H13

J(Hg) = |Hy1 Hap Haf,

H3;  Hz, Hi
denganH;; =1 — 2£xg — a1y — w1Z¢ — 84,
Hy, = _a1xZSs Hiz = —wixg, Hy = —ayye,
Hy =s— Zzyg —QyXe — WyZg — 83,  Hpz =
— WY, Hszy =PBzs, Hzp, =pzg, dan Hzz =

Bxe +Wys —Cc— 83

Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik

f(A) =det(J(Hg) — AI) = 0, yaitu

23 = (Hyy + Hyp + Hs3)2? + (Hyy Hyp +

H22 K33 +H11 H33 —H12 H21 —H32 H23

—H31 H13 A+H13 H22 H31 +H11 H23 H32

+H12 H21 H33 —H12 H22 H33 —H12 H23

HA31 —H13 H21 H32 =0,atau

A2 +vy,224+v,1+vy; = 0,dengan

y1 = —(Hy1 + Hyy +Hs3),

Y2 = (Hyy Hay + Hap Hag + Hyg Has —Hyp Hyy —

H32H23 —H31 /13 ,dan
Y3 = Hyy H3y + Hyy Hy3 Hsp + Hyp Hyy Hzz —
Hyy Hyp Hyz — Hyp Hy3 Hyy — Hyz Hyy Hs,

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz,

persamaan karakteristikmempunyai nilai eigen

dengan bagian real negatifjikay; >0, vy, >

0,y >0, dan y; v, —y3 > 0. Syarat tersebut

memenuhi Teorema 8. Dengan demikian titik

keseimbanganHgstabil asimptotik lokal.

D. Usaha Pemanenan pada Populasi

Dengan asumsi bahwa populasi sebagai stok
memberikan manfaat, maka populasi dieksploitasi.
Dalam usaha ekploitasi tersebut diperlukan biaya
dan hasil eksploitasi memberikan penerimaan dan
keuntungan secara ekonomi. Titik keseimbangan
interior yang stabil dihubungkan dengan persoalan
keuntungan maksimum.

Fungsi biaya total diberikan sebagai

TC = ¢ Ey + c,E1 + c3E5

dan fungsi penerimaan total diberikan sebagai
TR = p1x61G:E1 + P2Y6102E1 + P3z61G3Es.
Dengan demikian diperoleh fungsi keuntungan
mn=TR-TC
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T = P1X61G1E1 + P2Y6192E1 + P3Z61G3E5 —
ClEl - C2E1 - C3E3.

Untuk  memperoleh  keuntungan  maksimal,
diperlukan  syarat — =20, 4% —0 dan
dE; dEs

diselesaikan secara simultan untuk mendapat titik

kritisTE, (E{, E3). Diperoleh titik
kritisTE, (E{, E3)dimana

E*:( 2ka + 2ke — 2kd — 2kh — ji — bi — fi )

17 \b2 + 2bf + 2bj + f2 + 2fj + j2 — 4kc — 4kg

Iizf(d+h—a—e)+j(d+h—a—e)+bd+bh+2kci+2kgi—ab—be

(b2 + 2bf + 2bj + f% + 2f] + j% — 4kc — 4kg)
P1q1K(Lcaiwo+Lswqp—scw,— Lrpwy)

dengana =
KLaBwy+KLarw1n—KsBwq—Lrpw,

_ P1q1K(Layw,q3 — sw1qs3)

" KLa,Bw; + KLaywi i — KsBw; — Lruw,

_ P1q1 K (Lpw,q; — Lw,pg,)

" KLa,Bw, + KLaywip — KsBw; — Lruw,
c1(KLaiBwz+KLa,wip—KsBwq—Lruwy)

b

Cc

d= ,
KLa Bwy+KLarwin—KsBwq—Lrpw;
_ D2@2L(KrBwy—crwy;—KsBw+Kcarwq)

KLaiBwy+KLaywipu—Kspw,—Lruw, ’
P2az2L(-Tw2q3+Kaw1q3)
T KLaiBwy+KLaywqp—KsBw,—Lrpws,’
P2q2L(KBw1q2-KBw2q1)
T KLa;Bwy+KLaywqp—KsBwq—Lrpws,’
_ ca(KLa1Bwa+KLaywip—KsBw1—Lrpwy)

KLa,Bw,+KLaywipu—KsBw,—Lrpw,
i = p3q3(KLsaiB—-Lsru—KLcaya,—Ksrf3+src+LKrasp)

KLa Bwy+KLaywiW—KSBwq—Lrpw,
. _ p3q3(KsBqi—KLaypnqi—KLa1Bqy+Lruqy)
- KLaBwy+KLaywi—KsBwq—Lrpw,
P3q3(srqz3—KLazasqs)
" KLa;Bwz+KLazwip—KsPwq—Lriws,’
_ c3(KLa1Bwa+KLa, w1 u—KsBwi—Lruwy)

dan

KLaiBwy+KLaywiu—Kspwq—Lruw,
Dengan nilai titik kritis usaha pemanenan tersebut,
selanjutnya diperoleh titik keseimbangan dan
dianalisis kestabilannya.

E. Simulasi Numerik
1. Simulasi untukModel tanpa Pemanenan
Untuk melakukan simulasi diberikan nilai
parameter K= 3000,L = 3000,w; = 0.03,w, =
0.03,b; = 0.008,b, = 0.009,r = 2.09,s = 2.07,c =
0.09,a,= 0.00065, dana,= 0.0006.
Dengan demikian diperoleh titik keseimbangan
interior P = (252.10084, 109.24369,61.44537).
Matriks Jacobianyang bersesuaian dengan titik
P adalah

—0.17563 —-0.16386 —7.56302
J(P)[-0.06554 —0.07537 —3.27731|.
0.01474 0.01659 —1.10%1
Selanjutnya diperoleh persamaan karakteristik
yang dibentuk dari J (P)

A3 4+ 0.2510084% + 0.168401 + 0.00181,
dan diperoleh nilai eigen
—0.12004 + 0.389061,—0.12004 —
0.38906/,dan—0.01093.Dengan itu titik

keseimbangan Py stabil asimptotik lokal.
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Dengan menggunakan nilai awal x(0) = 200,
y(0) =100, z(0) =50, maka diperoleh kurva
solusi dari Eq. 2 adalah sebagai berikut.

Gambar 1. Plot trayektori populasi mangsa pertama tanpa
pemanenan

Gambar 2. Plot trayektori populasi mangsa kedua tanpa
pemanenan

Gambar 3. Plot trayektori populasi pemangsa
tanpa pemanenan

Dari Gambar 1, Gambar 2, dan Gambar 3
diketahui bahwa dengan nilai awal populasi awal
yang diberikan, maka populasi mangsa pertama,
pemangsa kedua, dan pemangsa akan konvergen
ke titik keseimbangannya. Hal ini berarti bahwa
ketiga populasi akan tetap lestari.

2. Simulasi Model dengan Pemanenan
Nilai parameter yang digunakan dalam
simulasi untuk model Eq.2. adalahK= 3000,L=
3000,w; = 0.03,w, = 0.03,b; = 0.008,b, = 0.009,r
= 2.09,s = 2.07,c= 0.09,a,= 0.00065,a,=0.0006,
p; = 100,p, = 100,p; =900, ¢; = 50,c, = 50,
c; =100, g, =0.6,q, =0.1, dan g5 =0.5.
Dengan itu diperoleh titik keseimbangan
He(x61, Y61, Z61), dengan
X1 = —3781.512E, + 560.224F,
+ 252.101,
Ye1 = —109.24 + 3361.344E, + 1353.87E;,
Zg1 = —5.014E; — 42.343E; + 61.445 .
Fungsi keuntungan diberikan oleh
T = p1X1E1 + P2Ye1Er + p3zgiEs — ¢ By —
CEy — c3E;,
m=—1.932773110 10° + (44895.89169E; +
1611848740£1—19054.62185£32
+27550.42017E;.

110

Surabaya, Universitas Airlangga

Sehingga diperoleh titik kritisE;, = 0.14558 dan
E;. = 0.89444 dengan keuntungan maksimal
m = 13494.37307. Plot permukaan fungsi
keuntungan diberikan pada Gambar 4.

Gambar 4. Plot permukaan fungsi keuntungan

Dengan usaha pemanenan yang diberikan
terhadap ketiga populasi sebesarE;, = 0.14558
dan E;, = 0.89444diperoleh titik keseimbangan
interiorHg = (202.6697, 1809.5526, 22.8416).
Matriks JacobianuntukHg adalah

—-0.14119 -0.13173 —6.08009
J(H)|-1.08573 —1.24859 —54.28658|.
0.00548  0.00617 —1.10710

Persamaan karakteristik yang dari J(H)adalah
f(1) = 23 + 1.389784% + 0.40139 1 + 0.00897,
dengan nilai eigen —0.02437,—0.99571,

dan—0.36969 .

Dengan menggunakan nilai awalx(0) = 200,
y(0) = 1700, danz(0) =50 maka diperoleh
kurva solusi dari Eq. 2. adalah sebagai berikut.

Gambar 5. Plot trayektori populasi mangsa pertama

Gambar 6. Plot trayektori populasi mangsa kedua

Gambar 7. Plot trayektori populasi pemangsa
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V. KESIMPULAN DAN SARAN

A. Kesimpulan

Model dinamika populasi pada dua mangsa-
satu pemangsa dengan fungsi respon Holling I
danusaha pemanenan konstan pada ketiga populasi
memiliki tujuh titik keseimbangan yang stabil
apabila memenuhi syarat-syarat tertentu. Untuk
model tanpa pemanenan, dengan syarat tertentu
titik keseimbangan interior stabil asimptotik lokal.
Hal ini bermakna bahwa ketiga populasi dapat
hidup bersama secara berkelanjutan.

Untuk model dengan usaha pemanenan
konstan, populasi mangsa pertama dan kedua
dieksploitasi dengan usaha pemanenan yang sama
dan populasi pemangsa juga dieksploitasi dengan
usaha pemanenan konstan, tetapi usaha pemanenan
yang digunakan berbeda dengan usaha pemanenan
yang dikenakan pada populasi pemangsa. Titik

keseimbangan interior dihubungkan dengan
persoalan keuntungan maksimal.
Dari hasil analisis untuk model dengan

pemanenan diperoleh suatu nilai kritis usaha
pemanenan yang membuat titik keseimbangan
interior tetap stabil dan juga memberikan
keuntungan maksimum yang berkelanjutan. Hal ini
bermakna bahwa ketiga populasi mangsa dan
pemangsa dapat dieksploitasi dengan usaha
pemanenan konstan yang memberikan keuntungan
maksimal dan ketiga populasi tidak akan punah.

B. Saran

Dalam mengkaji dinamika populasi mangsa
pemangsa dengan pemanenan, beberapa jenis
fungsi pemanenan dapat dipertimbangkan dalam
model. Misalnya fungsi pemanenan dengan laju
bergantung pada waktu pemanenan atau
pemanenan kuota konstan. Demikian fungsi respon
predasi dapat dipertimbangkan fungsi respon
Holling tipe II, Holling Tipe III, maupun Holling
tipe I'V.
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