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Abstrak

Persaingan merupakan interaksi biologi antar makhluk hidup untuk bersaing mendapatkan sumber
energi yang terbatas, misalnya makanan yang dibutuhkan untuk tumbuh dan bertahan hidup. Beberapa
spesies mempunyai strategi tersendiri dalam bersaing, diantaranya adalah kemampuan mengeluarkan
racun. Pada jumal i, dikaji dua model predator-prey yang dipengaruhi oleh adanya toksisitas dan
pemanenan selektif. Model pertama mengkaji model persaingan dua spesies dengan adanya toksisitas dan
pemanenan selektif, sedangkan model kedua mengkaji model persaingan dua spesies dengan adanya
toksisitas dan pemanenan selektif dengan Holling tipe III. Dari model pertama diperoleh 4 titik setimbang
yaitu &;,€5,, €2,,dan €,,. Dari model kedua juga diperoleh 4 titk setimbang, yaitu €3 ,€3,, £2,, dan &5,.
Titik setimbang &, dan &, tidak stabil, sedangkan &,, &, & 4,£2,, £2,,dan &, stabil dalam kondisi
tertentu. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa kedua spesies pada model kedua mengalami
peningkatan dibandingkan dengan model pertama. Hal tersebut dikarenakan adanya kecenderungan untuk
mencari musuh yang lain ketika jumlah musuh mulai berkurang.

Kata Kunci: Mode! Predator-Prey, Kompetisi, Toksisitas, Pemanenan Selektif, Kestabilan.

Abstract

Competition is a biological interaction among organisms for obtaining the limited energy
resources such as food, to grow and survive. Some species have their own type to compete, such as
through toxin production. In this paper, we use predator-prey model which afféct of toxicity and selective
harvesting. This thesis will analyze two models. First, is mathematics model of selective harvesting of two
competing species in the presence of toxicity and second is mathematics model of selective harvesting of
two competing species in the presence of toxicity with Holling tvpe lll. Fromthe first model obtained four
equilibrium point, those are €, €1,, &1, and & 5. From second model also obtained four equilibrium
point, those are €;4,E21,€2,,and €34 The equilibrium point &,y and €, are unstable, while &, &1,
131 €94, €25, and E4, are stable under certain conditions. The numerical insight show that both of species
in the second model are increasing, compared to the first model. It is caused by the tendency to find other
competitor when the competitor number respond to decrease.

Keywords: Predator-Prey Model, Competition, Toxicity, Harvesting, Stability.

corresponding author: miswanto@fst.unair.ac.id




118 Model Matematika Persaingan Dua Spesies dengan Toksisitas dan Pemanenan Selektif

1. Pendahuluan

Tiada kehidupan tanpa adanya makanan. Virus sebagai makhluk hidup terkecil sampai
manusia sebagai makhluk hidup tertinggi pun membutuhkan makanan untuk mempertahankan
kehidupannya. Salah satu cara mendapatkan makanan adalah dengan berkompetisi. Pada
interaksi ini timbul persaingan antarspesies untuk mendapatkan makanan. Persaingan ini timbul
terutama karena terbatasnya sumber makanan. Kompetisi memegang peranan penting dalam
evolusi kehidupan [1]. Layaknya sebuah permainan, dalam berkompetisi mendapatkan
makanannya, sctiap spesics memiliki strategi tersendiri yang didukung olech morfologi, fisiologi
dan perilaku masing-masing spesies [2]. Salah satunya adalah kemampuan mengeluarkan racun
untuk mengalahkan pesaingnya. Ada beberapa organisme yang dapat mengeluarkan racun ketika
berinteraksi dengan spesies lain. Interaksi ini biasa disebut dengan alelopati [3]. Peristiwa
kompetisi dan alelopati terjadi sebagai bentuk aktivitas spesies untuk menjaga keseimbangan
ckosistem. Salah satu aktivitas lain yang juga mempengaruhi keseimbangan ckosistem adalah
adanya faktor pemanenan.

Kajian mengenai model matematika persaingan dua spesies terus mengalami
perkembangan. Jing dkk. (2009) [4] telah mengkaji model matematka predator prey
menggunakan fungsi respon Holling tipe II dengan adanya pemanenan pada predator dan
mangsa. Sedangkan Samanta (2010) [5] melakukan telaah mengenai dinamika persaingan dua
spesies yang dipengaruhi oleh zat beracun. Pada tahun 2017, sebuah penelitian yang ditulis oleh
Pal dkk [6] menjelaskan mengenai model matematika persaingan dua spesies ikan dengan
adanya toksisitas dan pemanenan selektif dan adanya waktu tunda. Selanjutnya pada artikel ini
dilakukan modifikasi model matematika persaingan dua spesies yang telah dikembangkan oleh
Pal dkk (2017) [6] dengan menghilangkan waktu tunda dan menambahkan fungsi respon
Holling tipe III.

2. Formulasi ModelMatematika
2.1. Model Matematika Persaingan Dua Spesies dengan Adanya Toksisitas dan Pemanenan

Selekdif.

Pada subbab ini, dikaji dua model matematka persaingan dua spesies dengan adanya
toksisitas dan pemanenan selektif. Model pertama adalah model sebelum dimodifikasi dengan
Holling Tipe III, dan model kedua adalah model sesudah dimodifkasi dengan Holling Tipe III.
Kedua model memiliki masing-masing dua kompartemen yakni spesies pertama (x;) dan spesies

kedua (x,).
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Asumsi yang digunakan pada model pertama yakni: 1. Kedua spesies beracun. 2. Model
perumbuhan kedua spesies merupakan model pertumbuhan logistik. 3. Pemanenan hanya terjadi
di spesies pertama. 4. Laju kematian alami diabaikan. 5. Laju kelahiran kedua spesies konstan.

Bentuk model pertama sebagai berikut,

dx, . X ’
— =nx| 1= |—a,x;x, — 7% X, —gEX 1
dt 11[ k}]]]?}’]]*q] (1)
dx x 5

2 = x| 1= 22 | =X, Xy — ¥oX X~ 2
dt __[ kz] 2 X)Xy = VaXy Xy (2)

Persamaan (1) menunjukkan laju perubahan populasi spesies pertama per satuan waktu.
Populasi spesies pertama akan bertambah karena laju pertumbuhan secara logistik yang dibatasi
oleh kapasitas maksimum populasi sebesar k . Populasi spesies pertama akan berkurang karena
persaingan dengan spesies kedua dengan laju persaingan sebesar g . Demikian juga, persaingan
dengan spesiesnya sendiri dan spesies kedua dengan laju persaingan sebesar y,, serta pemanenan
sebesar 4 .

Persamaan (2) menunjukkan laju perubahan populasi spesies kedua per satan waktu.
Populasi spesies kedua akan bertambah karena laju pertumbuhan secara logistik yang dibatasi
oleh kapasitas maksimum populasi sebesar k,. Populasi spesies kedua akan berkurang karena
persaingan dengan spesies pertama dengan laju persaingan sebesar g, serta persaingan dengan
spesiesnya sendiri dan spesies pertama dengan laju persaingan sebesar y, .

Pada model kedua, asumsi yang digunakan yaitu: 1). Kedua spesies beracun. 2). Model
pertumbuhan kedua spesies merupakan model pertumbuhan logistik. 3). Pemanenan hanya
terjadi pada spesies pertama. 4). Laju kematian alami diabaikan. 5). Laju kelahiran kedua spesies
konstan 6). Spesies yang cenderung akan mencari populasi spesies musuh yang lain ketika
populasi spesies musuh mulai berkurang, dan 7). Fungsi respon Holling hanya ditambahkan pada
suku ketiga disetiap persamaan pada model. Bentuk model kedua adalah sebagai berikut,

dx X ) 71X %,
—=nx|1-— | —axx; ————= —gEx 3)
dt [ k) ]+I12
dx, . Xy }"}-T]-T':»2
= = X2 I-— |- Ay X Xy ————— (4)
dt [ ky ] 1+,

Persamaan (3) menunjukkan laju perubahan populasi spesies pertama per satan waktu.
Populasi spesies pertama akan bertambah karena laju pertumbuhan secara logistik yang dibatasi

oleh kapasitas maksimum populasi k. Populasi spesies pertama akan berkurang karena

persaingan dengan spesies kedua dengan laju persaingan sebesar a,, dan juga persaingan dengan
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spesiesnya sendiri dan spesies kedua yang dalam persamaan ini, spesies pertama akan cenderung
mencari spesies kedua vang lain, ketika spesies kedua mulai berkurang dengan laju persaingan
sebesar y,, serta spesies pertama juga akan berkurang karena pemanenan sebesar .

Persamaan (4) menunjukkan laju perubahan populasi spesies kedua per satuan waktu.
Populasi spesies kedua akan bertambah karena laju pertumbuhan secara logistk yang dibatasi
oleh kapasitas maksimum populasi spesies kedua sebesar #,. Populasi spesies kedua akan

berkurang saat terjadi persaingan dengan spesies pertama dengan laju persaingan sebesar a,

serta  persaingan dengan spesiesnya sendiri dan spesies pertama yang dalam persamaan ini,
spesies kedua akan cenderung mencari spesies pertama yang lain, ketika spesies pertama mulai
berkurang dengan laju persaingan sebesar y, .
Disumsikan semua parameter dan variabel bernilai positif dengan keterangan sebagai
berikut,
x; : Jumlah populasi spesies pertama,
x, : Jumlah populasi spesies kedua,
r, : Potensi biotk dari spesies pertama,
r, : Potensi biotik dari spesies kedua,
a, : Koefisien kompetisi interspesifik spesies pertama,
a, : Koefisien kompetisi interspesifik spesies kedua,
k, : Kapasitas pendukung spesics pertama,

k, : Kapasitas pendukung spesies kedua,

. Koefisien toksisitas spesies pertama,
¥, : Koefisien toksisitas spesies kedua,
q : Koefisien kemampuan tertangkapnya spesies pertama,

Tingkat pemanenan.

3. Hasil dan Pembahasan
Untuk menganalisis kestabilan dari kedua model di atas, maka yang harus dilakukan adalah

menentukan titik setimbang dari model tersebut.
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3.1,
3.1.1.

Titik Setimbang Model
Titkk Setimbang Model Pertama
Keadaan titikk setimbang merupakan suatu kondisi ketika perubahan jumlah subpopulasi

tertentu sepanjang waktu adalah nol. Model pertama akan memiliki titikk setimbang jika

memenuhi memenuhi %: a:? =0,dengan demikian
t t
dx, . X 2
—=nx|l-—|—ax;x; — y1x, X2 —qEx; =0 5
i 11[ k]]112,1129‘1 ()
% = ;'3_7(3(] —%]—agxl_rz — Xy =0 (6)

Dari persamaan (5) dan (6) diperokh err_lpat titik setimbang, yaitu:

1.

Titik setimbang kepunahan mengindikasikan suatu kondisi ketika populasi spesies
pertama dan spesies kedua dalam keadaan punah (x;,x, = 0). Dari sini diperoleh titik
setimbang kepunahan £, (x4,x,) = (0, 0).

Titik setimbang kepunahan spesies pertama mengindikasikan suatu kondisi ketika tidak
adanya populasi spesies pertama (x;= 0,x, # 0). Dari persamaan (5) dan (6) maka

by

diperoleh =0. Kemudian dengan mensubstitusikan x, = 0 ke dalam persamaan (6)

diperoleh

dx, X,
—= =X 1-—=|=0 7
dt ’_T_[ kz} 7

Karena x, # 0 , maka diperoleh x, =k,. Dengan demikian diperoleh ftitik setimbang
kepunahan spesies pertama &;  (x;,%,) = (0,k;).

Titik setimbang kepunahan spesies kedua mengindikasikan suatu kondisi ketika tidak
adanya populasi spesies kedua (x, =0,x;# 0). Dari persamaan (5) dan (6) maka

diperoleh a:': =0. Kemudian dengan mensubstitusikan x, = 0 ke dalam persamaan (6)
diperoleh

b R

% =r]_r][] —;—j]—qﬁr] =0 (8)

k(r —qE)
_?(] =7] ]r q .
1

Karena x, #0, maka diperokh Dengan demikian diperoleh titik

. . _ k(r—gE) :

setimbang  kepunahan spesies kedua & ,(xy,x;) = (———,0) yang akan eksis
i

apabila memenuhi 7 >gFE .
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4. Titik setimbang koeksistensi mengindikasikan suatu kondisi dimana kedua spesies hidup
berdampingan dalam suatu ekosistem (x,,x, # 0). Dari persamaan (5) dan (6) diperokh

tik  setimbang koeksistensi &, (xy,x,) = kG +a +6E) ,k3 Crta) | Kemudian
4 -1 —kiyx -1 —kyyax
1 17142 2 2724
dengan mensubstitusikan x, ke x,, diperoleh persamaan kuadrat berikut,
mx]: +mx +p=0 (9)

dengan

m=rikyyy —kiykya,

n=ne +kiykor —nkiky, —aasks +qEksy,
p=—kinr +ak,r+gkr,

Titk setimbang ¢,, akan eksis jika x,x, >0 schingga akan ditentukan syarat agar x,
bernilai positif. ~ Persamaan (9) akan diselidiki apakah persamaan tersebut memiliki akar
bilangan real positif.

Misalkan x, dan x, adalah akar-akar persamaan (9), sehingga berlaku sifat -’ﬁ,-’fh:ﬁ

. - m

Berdasarkan sifat akar persamaan kuadrat, suatu persamaan kuadrat memiliki tepat satu akar real

—knr, +akyr +gEr
il TG g 2 0.

positif jika hasil kali akar-akarnya bemilai negatif. Dari sini diperoleh

1ikyys =k yikaay
Dengan demikian titik setimbang £, akan eksis jka memenuhi syarat ak,m +gEr <k, dan
Kkayy > knkeay , @A akyry +gBr, > kinr, dan nkyy, <kykoa, .

ky(=ry +ayx)

Titk setimbang &,, juga akan cksis jka x, = >0, karena semua paramecter

= (ry+kypaxy)

bernilai  positif, —maka  —(5+ky,x)<0. Dengan demkian agar x, >0 maka

”
kg (—fz + HE_T]) <0< X < =2 .
2

Dengan demikian titkk setimbang &, akan eksis jika memenuhi syarat:
i a) ak.r, +qEr, <k, dan nk,y, > kyka, , atau

b) a/kor, + gEr, >k, dan rk,y, <kpik,a,

ce I
ii. O0<x <2
a

3.12. Titk Setimbang Model Kedua

@ _dn

Model kedua akan memiliki titk setimbang jka memenuhi memenuhi @ R

dengan demikian,
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e o 0%

i=}j.’(] - — XX, — 71 1;2 —qEx; =0 (10)
dt ky 1+x°

dx X o

-—2=}‘2_T2 ]—i — a XXy —héa:[} (l l)
dt ky 14x,°

Dari persamaan (10) dan (1 l)dipcmk:i; empat titk setimbang sebagai berikut:

1. Titik setimbang kepunahan mengindikasikan suatu kondisi ketika populasi spesies
pertama dan spesies kedua dalam keadaan punah x,,x, = 0. Dari sini diperoleh titik
setimbang kepunahan szu(xl,xz) =(0,0).

2. Titik setimbang kepunahan spesies pertama mengindikasikan suatu kondisi ketika tidak
adanya populasi spesies pertama (x; = 0,x, # 0), maka diperokh %:0. Kemudian

dengan mensubstitusikan x, = 0 ke dalam persamaan (11) maka diperoleh

dx x
2=px,|1-22=0 12
dt }'T'[ k } (12)

2

Karena x, # 0, maka diperoleh x, = k,. Dengan demikian diperolh fitik setimbang
kepunahan spesies pertama &, (X4,%;) = (0,k;).

3. Titik setimbang kepunahan spesies kedua mengindikasikan suatu kondisi ketika tidak
adanya populasi spesies kedua (x; # 0,x, = 0), sehingga diperoleh %:0. Kemudian

dengan mensubstitusikan x, = 0 ke dalam persamaan (10) maka diperoleh

d ;
%:;‘]x}[]—%’]}]—qﬁr] =0 (13)

Karena x; # 0, maka diperoleh x =

M Dengan demikian diperoleh titik setimbang

n
ky (1 — gE)
-,

1

kepunahan spesies kedua &;,(x1,%;) = ( ,0) yang akan eksis apabila memenuhi

n>gk.
4. Titik setimbang koeksistensi mengindikasikan suatu kondisi dimana kedua spesies hidup
berdampingan dalam suam ekosistem (x,,x, # 0). Dari persamaan (10) dan (11) diperoleh

titk setimbang koeksistensi (&,,) yang memenuhi persamaan

x>+ Ax 4+ By + A=0 (14)
Xy +0x" +Dx, +C=0 (15)
Dengan
A=k +k1‘11-’(2+k1‘?5
A=k, :

H h
B=1+ kyy X,
i
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. a,xk
(=—k2+—2 172
n
kyyax
D =14 )%

I

Menurut Aturan D_cscartcs, persamaan (14) dan persamaan (15) akan memilki paling tidak satu
akar real positif jika variasi perubahan tanda koefisien polinomnya lebih dari satu atau sama

dengan satu. Karena pada persamaan (14) , B >0, maka agar ada perubahan tanda pada

koefisien polinomnya, A harus bernilai negatif sehingga ,AI=—k1+k]a;T3+'J€]i<()@x2 <
i " 9

—qE+n

Begitu pula dengan persamaan (15), karena D > 0 maka agar terdapat perubahan tanda koefisien

polinomya, C harus bemilai negatif sehingga C=-k, +ﬂ<0@x} <22 Dengan demikian
I a,
.. . . . . . Py —qE +1
titik setimbang koeksistensi akan eksis jika memenuhi syarat 0<x <—= dan 0<x, <——1L .
a; a

32. Kestabilan Model
32.1. Kestabilan Model Pertama

Langkah untuk menentukan kestabilan dari titik setimbang model pertama adalah dengan
mensubstitusikan  titik setimbang &, , £, ,€, dan &;, ke dalam matrks Jacobian dari persamaan

(1) dan (2), yakni

n (" —ﬂ—xaa] = 2yxx, —qF -x [a] +y]x])
J= k] k] ) )
—xy(ay +7,1,) ) -2 —ﬁ—az-’ﬁ = 2y2%X,
ky k

1.  Kestabilan Lokal Titik Setimbang Kepunahan (510)

Berikut matriks Jacobian setelah disubtitusikan dengan titk setimbang kepunahan
€14 (x1,x2) = (0,0) -
_|m—q
}(Elo) - [ 0 TQ ]

Selanjutnya, didapat persamaan karakteristikk melalui |}L.!' —j(£10)| =0 sebagai berikut

A-n+qgE)(d —1,)=0 (16)
Dari persamaan karakteristik (16) diperoleh nilai eigen
A, =ndand, =1 —qE.

Berdasarkan Teorema 2.9, syarat agar titikk setimbang kepunahan stabil asimfotis adalah
semua nilai eigen harus negatif. Karena terdapat nilai eigen A, = 7, > 0 mmka titikk setimbang
kepunahan (&, ) tidak stabil asimtotis.
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2. Kestabilan Lokal Titk Setimbang Kepunahan Spesies Pertama (511)
Berikut matriks Jacobian setelah disubtitusikan dengan titk setimbang kepunahan spesies

pertama &, (x,x,) = (0,k,)

_ n —k,a, —qE 0
](Ell) =

—ayk, — ?’1;‘11 -1

Selanjutnya, didapat persamaan karakteristikk melalui |)h' —j(£11)| = 0 sebagai berikut

(A=n +k,a, +qE)(A+ 1) =0. (17

Dari persamaan karakteristik (17) diperoleh nilai eigen

Ay =1 —k,a,—qEdand, = —1,.
Dengan cara yang sama seperti sebelumnya, maka diperoleh 1, =7, < k,a,;+ qE dan
A, =—-1, <0. Titik setimbang kepunahan spesies pertama (&) akan stabil asimtotis jika

n < k,a, +qE.

3. Kestabilan Lokal Titik Setimbang Kepunahan Spesies Kedua (&, )

Berikut matriks Jacobian setelah disubtitusikan dengan titik setimbang kepunahan spesies kedua

Elz(xl!xZ) = (_ k](E?_r]) ,0)

n

—n +gF ak, (-1, + gE)a 2
— ]—r] AR i o+ gE)’

r][]+ -
J(a,)= i

0 ry

n
L, @k (-n +4E)

n

Selanjutnya, didapat persamaan karakteristik melalui |,U —j(512)| =0 sebagai berikut

(A—r{]+ﬂ]+r]Il—rz—M]=() (18)

i i

Dari persamaan karakteristik (18) diperoleh nilai eigen

i —askn + axkgE

Ay =-1n+gE dan A4 = .
i

Dengan menggunakan cara yang sama seperti sebelumnya, diperoleh A, =-#+gE<0 dan

Ay = iy — aykyn + a)k gE -

0. Titik setimbang kepunahan spesies kedua (&;,) akan stabil asimtotis
hi
bk (1 —gE)

n ’

jika r; > gE dan r, <
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4.  Kestabilan Lokal Titk Setimbang Koeksistensi (g, 3)

Kestabilan lokal pada titk setimbang koeksistensi (g, ) diperoleh dengan cara
mensubstitusikan nilai titk setimbang yaitu &, =(x,,v,) ke dalam matriks Jacobian, sehingga
diperoleh

ny 2
171 2
—k_—}’]-’(l-’(z i TN
= 1

J(*"]‘)- o
A7

,
—axXz; —YaXy — —Y2Xi X2

Ca

Selanjutnya, matriks Jacobian J(g,) tersebut dibentuk menjadi persamaan karakteristk
melalui det (A — J(z,) ) = 0 sebagai berikut
A+ml+n=0 (19)

dengan

kyyaxixoky +nxks + kinx, +yixxokk,
Jeykes

2 2 2 2 2
_NXinXy X paXaky — ok kyy X Tay +yiaxyT ke —xokikya xiay +xyTkikya gy

Kk,

n

Titik setimbang ¢, akan stabil asimtotis jika dan hanya jika persamaan (19) memiliki akar-
akar negatif. Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar persamaan (19) akan memiliki tanda

bagian real negatif jika dan hanya jika, m,n > 0 dan mn > 0. Berdasarkan syarat-syarat tersebut
diperoleh beberapa hal sebagai berikut :

i Jelas bahwa &, .k, .5, %) ,%5.,,2.a,,a, >0, sehingga nilai m dijamin positif atau m > 0.
Koefisien n akan dijamin positif dengan syarat :

2 2 2
RX X, + 10XV, X0k, =Xk kyyxTa, + yxx, ke —x,k khaxa, +

-Yz_klkzarv]}’l >0

kk,

o x> (klkz?’]al _f"]}’lkl)x] +k]k1a]a2 —nr,

(7kyry +k1k1“1?’1)

ii. Selanjutnya, akan ditentukan syarat agar mn > 0.
mn >0
& (k2 X, Xaky + 12Ky + K015 + ¥, X, Xk o V(X Py Xy + 1% P2 Xaks —
-rzklkz}’l-rlzaz + }’1-‘(1-‘(21‘{‘1"1 — X,k kya0xa, +_r11k]kza]_r]}/1)

T >0
k)t

Karena (ky,x,x,k, +nxk, +krx, +yxx.kk,) .k zkzz > 0 maka
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2 2 2
X 1yXy + 11X Ty Xky —xakikyy i Cay +y 0 X, kr - xokka xgay +

2 2
Xy kykyay

>0
keykes

oy (kykayyay —nyoko)x + kjkyaa, —nr

(¥1ky7 "';‘1;"1"1?’1)

Dari uraian di atas, dapat disimpulkan bahwa titkk setimbang koeksistensi stabil asimtotis

.. . kikayyas —nyaks )xy + kikaayas — i
jka memenuhi _T2>(12,12 12k )Xy +kkoaias i

(y]k]rz+k]k2a]y2)
321 Kestabilan Model Kedua
Langkah untuk menentukan kestabilan dari titk setimbang model kedua adalah dengan
mensubstitusikan itk setimbang &, ,&,, &,,dan &, ke dalam matrks Jacobian dari

persamaan (5) dan (6), yakni

w, —x1w2]
= 20
J= ey w, (20)
dengan
W. =7 (1_ﬂ)_?’1x1_x a _Znxx 2y, x,°x, —OE
AT T, T T T T (0
Y1y
w, =a,; +
20 1 4x,?
V2 X2
w, =d, +
S

w, =1 (1—_)_%_(1 x 2 XX, 2y, %,%,°
4 2 k, k, 271 1+x22 (1+x22)2

. Kestabilan Lokal Titk Setimbang Kepunahan Spesies Pertama (&, )

Berikut matriks Jacobian setelah disubtitusikan dengan titk setimbang kepunahan
spesies pertama &, (xy,x,) = (0,k,)
n, —k,a, —qF 0
yoks”
1+k,°

](821) - —ayk, = |

Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik melalui |M —j(£21)| = 0 sebagai berikut

(A—n +k,a, + qE)(A+T1,). (21)
Dari persamaan karakteristik (20) diperoleh nilai eigen A, = r, —k,a, — qE dan 1, = —1,.
Dengan cara yang sama seperti sebelumnya, diperoleh 4, = n, <k,a, + gE dan 4, = -1, <0.
Titik setimbang kepunahan spesies pertama (&,,) akan stabil asimtotis jika r; < kya; + qE .
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2. Kestabilan Lokal Titk Setimbang Kepunahan Spesies Kedua (522)

Berikut matriks Jacobian setelah disubtitusikan dengan titik setimbang kepunahan

EZZ(xpxg) = (— M,U)

i

R
},][H—rﬁqﬁ"]_r] k(-n+gE)a,  yik’(-n +gE)*

% h 21 k(=1 + gE)*
"!(‘912) = i 7}‘ 3

1
0 n +azk1(—f'1 +4qE)

h

Selanjutnya, diperoleh persamaan karakteristik melalui |/U —j(£22)| = 0 sebagai berikut

(,1_,.](,+ﬂ]1,1_,3_w]_ 23)
n n

Dari persamaan karakteristik (21) diperoleh nilai eigen

o1 —askyry + ask gE
Jy=-n +qE dan 4, = 2T DINTORAE

h

Dengan cara yang sama seperti sebelumnya, diperoleh 4 =—+g9E<0  dan

i — sk + askgE <

A = 0. Titik setimbang kepunahan spesies kedua (822) akan stabil asimtotis

h

jika ; > qE dan r, L @k (i —gE)
}‘]

3. Kestabilan Lokal Titikk Setimbang Koeksistensi (e, 3)

Berdasarkan urian titik setimbang yang telah di dapat, untuk mengetahui kestabilan dari
titk setimbang koeksistensi (€;,) secara analitk melalui analisis nilai eigen sulit ditentukan.
Dengan demikian penulis menggunakan netode numerik untuk menentukan kestabilan dari fitik
setimbang koeksistensi dengan menggunakan software Matlab 7.0. Simulasi ini dilakukan
dengan memberi nilai parameter dan tiga nilai awal untuk x,(0) dan x,(0) yang diketahui
Berikut adalah tabel nilai awal dan nilai parameter yang digunakan (Tabel 1 dan Tabel 2).

Simulasi ini dilakukan pada waktu t = 0 hingga t = 200.
Tabel 1. Nilai awal

Nilai Awal x,(0) x,(0) Warna
1 100 10 Merah
2 150 20 Biru
3 190 30 Hijau
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Tabel 2. Nilai parameter model matematika persaingan dua spesies dengan

adanya toksisitas dan pemanenan selektif

Parameter Nilai

Sumber

rl 308
7, 486
a, 0.004
a, 0,002
k, 300
k, 250
n 0.0002
% 0,0002
q 0,05
E 14

Pal dkk (2017)
Pal dkk (2017)
Pal dkk (2017)
Pal dkk (2017)
Pal dkk(2017)
Pal dkk (2017)
Asumsi

Asumsi
Pal dkk (2017)
Pal dkk (2017)

Berikut ini adalah hasil simulasi numerik dari bidang fase titik setimbang koeksistensi

250
200 \ N
(10010
—— 150 20]
[190 3q]
150 T
I.
=
100 / .‘
‘___-—-—""_.".___.-'
oo 120 140 160 180 200 220

x1it}

Gambar 1. Grafik bidang fase populasi x, dan x, pada model matematika persaingan dua

spesies dengan adanya toksisitas dan pemanenan selektif dengan Holling tipe III.

Gambar 1 menyajikan grafik bidang fase populasi spesies pertama dan spesies kedua

pada model matematika persaingan dua spesies dengan adanya toksisitas dan pemanenan selek tif

dengan syarat eksistensi (823). Berdasarkan gambar tersebut dengan ketiga nilai awal yang

digunakan menunjukkan bahwa semua grafiknya cenderung menuju ke titkk setimbang

koeksistensi spesies pertama dan spesies kedua yaitu titik (177, 231), dengan kata lain grafik

tersebut konvergen. Dengan demikian model tersebut cenderung stabil asimtotis pada ftitik

setimbang kocksistensi.
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4. Simulasi Numerik

Pada subbab ini, disimulasikan perbandingan model pertama dan model kedua menggunakan
bantuan program MATLAB 70. Simulasi dilakukan dalam t = 10, dengan nihi awal
(x,(0),x,(0)) = (30,30) dan nilai parameter yang digunakan sama dengan nilai parameter

untuk simulasi bidang fase. Berikut merupakan hasil simulasi numerik model pertama.

|7s|:ssiss|:sr|ama
120 | spesies kedua

populasi

waktu

Gambar 2. Dinamika populasi spesies pertama (x;) dan spesies kedua (x,) pada model

matematika persaingan dua spesies dengan adanya toksisitas dan pemanenan selektif

Gambar 2 menyajikan grafik antara spesies pertama dan spesies kedua selama t = 10.
Dari gambar ferlihat bahwa spesies pertama dan spesies kedua sempat mengalami kenaikan
selama beberapa waktu karena ada pertumbuhan alami dari kedua spesies tersebut. Namun
setelah itu, jumlah spesies pertama nmengalami penurunan yang menyebabkan peningkatan pada
spesies kedua akibat adanya persaingan antar kedua spesies. Kemudian kedua spesies cenderung
konstan pada suatu titik yang menunjukkan jumlah populasi di akhir pengamatan, yakni spesies
pertama sebanyak 62 spesies dan spesies kedua sebanyak 148 spesies. Pada Gambar 3 disajikan
hasil simulasi dari model kedua. Gambar ini menyajikan grafik antara spesies pertama dan
spesies kedua selama t =10. Dari gambar terlihat bahwa spesies pertama dan spesies kedua
sempat mengalami kenaikan selama beberapa waktu karena ada pertumbuhan alami dari kedua
spesies tersebut. Kemudian kedua spesies cenderung konstan pada suatu titk yang menunjukkan
jumlah populasi di akhir pengamatan, yakni spesies pertama sebanyak 177 spesies dan spesies
kedua sebanyak 231 spesies. Selanjutmya pada Gambar 4 disajikan hasil simulasi numerik
perbandingan dari kedua model.
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250
-
200
150 /
8 spesies pertama
E]
§ spesies kedua
100 /
N
[i]
1] 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10

wakiu

Gambar 3. Dinamika populasi spesies pertama (x,) dan spesies kedua (x,) pada model
matematika persaingan dua spesies dengan adanya foksisitas dan pemanenan selektif dengan

Holling Tipe 111

jumiah papulssi spasias partama (x1)

2 8
iy

53
L ?%‘

wakiu

Gambar 4. Dinamika populasi spesies pertama (x,)

Gambar 4 di atas menunjukkan perbandingan jumlah populasi spesies pertama sebelum
dan setelah dimodifikasi dengan Holling tipe 1II. Terlihat adanya perbedaan pada model pertama
dan Perubahan jumlah populasi spesies pertama pada model kedua mengalami peningkatan yang
cukup besar dibanding pada model pertama. Begitu pula di akhir waktu pengamatan, jumlah
populasi spesies pertama cenderung lebih tinggi daripada jumlah populasi spesies pertama pada
model pertama (Tabel 3). Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa dengan adanya fungsi
respon Holling tipe III, dapat meningkatkan jumlah populasi spesies pertama karena adanya
aktivitas pencarian spesies kedua yang lain ketika spesies kedua mulai berkurang.
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Tabel 3. Perbandingan jumlah populasi spesies pertama (x,) saat waktu t = 10

Kondisi

Jumlah Populasi Spesies Pertama

(x,)
Model Pertama 62
Model Kedua 177

260
- 200
=
@
2
2
P 150
0
-3
@
o
2 10}
g
]
g
= 50

modal partama
maodal kadua

wakiu

Gambar 5. Dinamika populasi spesies kedua (x,)

Grafikk pada Gambar 5 menunjukkan perbandingan jumlah populasi spesies pertama
sebelum dan setelah dimodifikasi dengan Holling tipe IlI. Terlihat bahwa adanya perbedaan pada
model pertama dan model kedua. Perubahan jumlah populasi spesies kedua pada model kedua
mengalami peningkatan yang cukup besar dibanding pada model pertama. Begitu pula di akhir
waktu pengamatan, jumlah populasi spesies kedua cenderung lebih banyak daripada jumlah
populasi spesies kedua pada model pertama (Tabel 4). Dengan demikian, dapat disimpulkan
bahwa dengan adanya fungsi respon Holling tipe III, dapat meningkatkan jumlah populasi

spesies kedua karena adanya aktivitas pencarian spesies pertama yang lain ketka spesies

pertama mulai berkurang .

Tabel 4. Perbandingan jumlah populasi spesies kedua (x,) saat wakm t = 10

Kondisi Jumlah PO[III':I;SCI )Spesms Kedua
2

Model Pertama 148
Model Kedua 231
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5.

1.

Simpulan
Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh simpulan sebagai berikut:
Model matematika persaingan dua spesies dengan adanya toksisitas dan pemanenan selektif
memiliki empat titkk setimbang, yakni :
a. Titk setimbang kepunahan &, (x,,x,) = (0,0). yang bersifat tidak stabil
b. Titik setimbang kepunahan spesies pertama sll(xl,xz)z(l}, k,) yang bersifat stabil
asimtotis jikkary < kya,—qE

r"1("17‘*‘?"5),(]) yang bersifat stabil

c. Titik setimbang kepunahan spesies kedua &4, (x1,x;) = (

ayk, (r,—qk)

n

asimtotis jikka r; > gFE dan <

(= +axs +gE)  ks(—r +asx,

d. Titk setimbang koeksistensi &, (x1,x5) = ( ))cc:nclerung

»
-1 —kiyx; —r —kyyax

stabil asimtotis jika x> (kyky yray —rypaks )x) +kikaaga, —hr .

=
(mkiry +kkaa y~)

. Model matematika persaingan dua spesies dengan adanya toksisitas dan pemanenan selektif

dengan Holling tipe III memiliki empat titik setimbang, yakni :

a. Titlk setimbang kepunahan &; (x,,x,) = (0,0), yang bersifat tidak stabil

b. Titk setimbang kepunahan spesies pertama &; (x1,%;) = (0,k;) yang bersifat stabil
asimtotis jika r, < k,a;— qE

M,O) yang bersifat stabil

1

c. Tiik setimbang kepunahan spesies kedua &, (x1,%x3) = (

ayk, (n—qgk)

asimtotis jikka r; > qE dan » <
n

d. Titk  setimbang  koeksistensi &, (xy,x,) = (x3,x,) yang memenuhi persamaan

r ' '
kax, kgE| 5 kyyyx, kayx, kqgE
X +[_kl+L+Llﬁ-+[|+L]xl+[_kl+ﬁ+i1:g
n no) hnoy n hoy

xk k xk

22
sy I I

yang cenderung stabil asimtotis pada titk setimbang kocksistensi &, , .

. Pada perbandingan simulasi numerik model matematika persaingan dua spesies sebelum dan

sesudah dimodifikasi dengan Holling tipe III, nampak bahwa terjadi peningkatan jumlah
populasi spesies pertama (x;) dan spesies kedua (x,) pada model dengan Holling tipe III
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dibandingkan dengan model sebelum modifikasi yang cenderung lebih sedikit dan tidak ada
peningkatan yang cukup pesat pada jumlah populasi kedua spesies.
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