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Sumber - Biaya

Matriks jarang adalah matriks vyang mempunyai sedikit
ellemen yang tidak nol. Misalnya matriks n x n dengan n
esar, mempunyai dua sampai sepulub elemen tidak nol pada
setiap barisnya

Untuk menyelesaikan sistem persamaan linier Ax = b ,
digunakan metode eliminasi Gauss. Eliminasi Gauss adalah
atu metode untuk mereduksi sistem persamaan linier ke
alam bentuk segitiga melalui operasi baris elementer.

Permasalahannya adalah bagaimana menyelesaikan sistem
ersamaan linier dengan metode Doolittle

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui dekomposisi
ar)y matriks jarang dengan metode Doolittle.

Dalam sistem persamaan linier Ax = b , A adalah
atriks non singular dan merupakan matriks jarang n x n ,
gedangkan x dan b adalah vektor kolom orde n.
enyelesaian sistem persamaan linier ihi dengan variasi
liminasi Gauss yang didasarkan atas faktorisasi matriks A
enjadi matriks segitiga A = LU yaitu metode Doolitte.

Dengan metode Doolittle, matriks L dan U dapat
fiselesaikan secara langsunqg, tidak perlu menyelesaikan
Adersamaan simultannya seperti pada metode Eliminasi Gauss.

ii
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I PENDAHULUAN

1. tatar Belakang Masalah.

Suatu matriks dapat digunakan dalam berbagai cabang
matematika terapan. Dalam banyak hal matriks itu membentuk koe-
fisien transformasi linier atau muncul dalam sistem persamaan
linier, misalnya masalah—-masalah jaringan listr;k, kerangka
makanika, menggambar kurva dalam statistika, transpnriasi dan
sebagainya. Matriks berguna karena matriks memungkinkan kita
untuk mengamati suatu susunan dari banyak bilangan sebagai satu
kesatuan, yang dinyatakan oleh suatu simel dan melakukan
penghitungan dengan simbol tadi dalam bentuk yang sangat rapi.
Jalan pintas matematik yang diperoleh ini sangat baik dan ampuh
serta cocok untuk berbagai masalah praktis. Matriks memasuki
matematika rekayasa lebih dari enam puluh tabun yang 1lalu dan
bhertambah pepting dalam berbagai cabang.

Matriks yang hanya mempunyai sedikit "elemen tidak nol
disebut matriks jarang (sparse matrics). Misalnya matriks n x n
dengan n besér, mempunyai dua sampai sepufuh elemen tidak nol
pada setiap barisnya. Sebagail contob matriks yang menggambgrkan
garis komunikasi dari karyawan-karyawan dalam organisasi besar
merupakan matriks jarang, dengan elemen baris ke i dan elemen
kolom ke j adalah tidak nol, jika dan hanya Jjika karyawan i

dan karyawan j saling mempengaruhbi.

‘ FA7 N PRV
PERPUSTAKAAN
UNIVERSITAS AIRLANGG.
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Seringkali, persoalan-persocalan yang menarik dan sangat
penting tidak dapat diselesaikan; karena matriks berukuran
besar. Untuk matriks semacam ini dapat digunakan komputer dalam
packed form. Untuk penggunaan komputer ini, hanya elemen-elemen
vang tidak nol dari matriks jarang tersebut vyang dimasukkan

dalam komputer.

Sistem persamaan linier Ax = b dapat diselesaikan dengan
eliminasi Gauss. Eliminasi Gauss merupakan metode baku
(standar) untuk menyelesaikan sistem persamaan linier. Metode

ini merupakan proses eliminasi vyang sistematik dan sangat
penting dalam praktek serta metode ini pantas aiterapkan
terhadap penghitungan waktu dan permintaan penyimpangan.

Penyelesaian sistem persamaan linier merupakan tugas pokok
yang penting dalam aljabar linier karena sistem semacam ini
sering muncul sebagal model dari berbagai masalah seperti
misalnya jaringan listrik, arus lalu lintas, produksi dan
konsumsi, laju pertumbuhan penduduk, statistik, metode numerik
dan sebagainya yang memerlukan prosedur eliminasi Gauss beserta
variasinya.

Eliminasi Gauss mereduksi sistem persamaan linier ke dalam
bentuk segitiga melalui operasi baris elementer vyang tidak
mengubah penyelesaian. Modifikasi dari eliminasi Gauss adalah
metode Doolittle, metode Crout dan metode Cholesky yaitu metode

yvyang mendasarkan pada gagasan pemfaktoran A = L U
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2. Permasalahan.
Permasalahan dalam penelitian ini, bagaimana menyelesaikan

sistem persamaan linier dengan metode Doolittle

A Tujuan Penelitian
Tujuan Penelitian ini adalah untuk mengetahui dekomposisi

matriks jarang dengan metode Doolittle.

q, Manfaat Penelitian
Manfaat dari penelitian ini adalah memberi wawasan bahwa
sistem persamaan linier dapat diselesaikan dengan metode

Dovlittle selain dengan metode Eliminasi Gauss.
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II. TINJAUAN PUSTAKA

Suatu sistem n persamaan linier (himpunan n

persamaan
linier simultan) di dalam n  unsur Xos eveee 3 X yang tidak
™
dikeetahul ialab suatu himpunan persamaan
a X * Liesees + a X = b
11 1 in n 1
a I - X = b (2.1)
214 1 2n ‘n 2
a I - X = b
ni 1 nn n n '
dengan koefisien—koefisien aij dan b adalah bilangan yang

diketahui. Dengan menggunakan perkalian matriks, (2,1) dapat

ditulis sebagai satu persamaan vektor

Ax = b (2.2)
dengan matriks koefisien A = [ aij ] adalah matriks n x n
[ a a cessnsse @ )
11 12 in
3,y 9y, rrerrees 3
A = "
a a3 s aaseecee A
[ "m Tn2 o
8
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¥ = ® dan b = b

adalah vektor kolom. Matriks gandengan (augmented matriks) A

bagli sistem (2.1) adalah

(& - a b
11 in 1
8 e a b
21 2n 2
[ab] =
- a b
L ni nn n o

Penyelesaian sistem (2.1) adalah suatu himpunan xl, eee g X
n

vang memenuhi semua n persamaan tersebut.
Metode untuk memecahkan sistem ini melalui determinan

(kaidah Cramer) adalah sangat tidak praktis untuk sistem vyang

besar, meskipun dengan metode penghitungan determinan vyang
efisien sekalipun.

Metode praktis untuk memperoleh satu penyelesaian bagi
suatu sistem persamaan linier adalah apa yang dinamakan metode
eliminasi Gauss. Eliminasi Gauss adalah wmetode baku untuk
memecahkan suatu proses eleminasi yang sistematik yang
mereduksi (2.1) ke bentuk segitiga sehingga sistem ini dapat

dipecahkan secara mudah dengan substitusi langkah mundur

{(Kreyszig 1988).
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MBtode Eliminasi Gauss teriri dari 2 bagian yaitu substitusi
langkah maju dan substisusi langkah mundur. Substitusi langkah
maju adalah transformasi baris elementer dari matriks A
untuk mereduksi ke bentuk segitiga, sedangkan substitusi
langkah mundur adalab menjadikan mairiks segitiga tersebut ke
dalam bentuk invers (Tewarson 1973)

Modifikasi eliminasi Gauss yang didasarkan atas - faktori-
sasi matriks A menjadi matriks segitiga

A=1LU
seperti metode Doolitte, metode Crout dan metode Cholesky akan
populer dalam bidang numerik modern.
Untuk matriks bujur sangkar yang non singular, baris—-barisnya
depat disusun kembali sehingga menghasilkan matriks A vyang
mempunyal L U - faktorisasi dengan L adalah matriks segitiga
bawah dan U matriks segitiga atas {(Kreyszig , 1988).

Matriks non singular adalah matriks yang mempunyai invers.
Matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar vyang
elemen-elemen di atas diagonal utama adalabh nol sedangkan
matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar yang

elemen—-elemen di bawah diagonal utama adalab nol.(Jeffrey 1990)
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III. METODE PENELITIAN

Metode dari penelitian ini adalah dengan studi literatur

melaluil content analisis :

1.

Mengkaji sifat-sifat matriks jarang yang berhubungan dengan

penelitian ini.

Memahami metode Eliminasi BGauss untuk menyelesaikan sistem

persamaan linier.
Menganalisis hasil yang diperoleh Reginald P. Tewarson.
Mengetahui dekomposisi matriks jarang dengan metode

Doolittle.
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IV. PEMBAHASAN

Substitusi langkah maju dari Eliminasi Gauss terdiri dari
n langkah. Andaikan A(k) menunjukkan matriks vyang dimulai

pada langkah ke k . dengan

all)

(4.1)
A(n+1)

L]

dan

(k) adatah aij(k) s yaitu

Baris ke i dan kolom ke §j dari A

a.. = e. A e. (4.2)

dengan e adalah kolom ke i dari matriks identitas I
Q(k)

n s
matriks membentuk matriks segitiga atas untuk (k-1)

kolom. (Gambar 4.1) Proses dilanjutkan sehingga menghasilkan

matriks alk*1)

% baris ke k

T
Kolom ke k

Gambar 4.1 : Matriks A&)
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Dalam substitusi langkah maju dari Eliminasi Gauss akan

dilakukan penghitungan

; ) ‘
alkrl) L, P T (4.3)
dengan Lk adalah matriks segitiga bawah yang diketahui sebagai
— = (k) _ .
Lk = In (n Ek) e, (4.4)
2 )
dan elemen—-elemen vektor kolom n(k' didefinisikan sebagai
(":.) - . - .
n, O « 1 <k
(kY _ 1 -
O (3 a1 =
kk ,
(k)
a
(ky . ik o
et T Tm Ptk
“kk
Jadi elemen-—-elenan Lk pada diagonal ntama adalah 1 dan pada
(k)

kolom ke k , di bawah dan di atas diagonal utama adalah N

sedangkan elemen—elemen lainnya adalah nol.(Gambar 4.2)

o

€——baris ke k

’

Hx- - - =

kolom ke k

Gambar 4.2 : matriks Lv
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Dari persamaan

k=1, 2’ s 0000
untuk k =1
untuk k =2
sehingga
A(n+1) -
Andaikan
L =

dan karena Acl)

menjadi

IZA‘POIéAN PENELITIAN

II:\;-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

(4.3) wvyaitu A(k*l) Lk A(k)
n
maka
A(Z) = L A(1)
1
= L1 A
maka
{3) - (2)
A L2 A
- (1)
= L2 L1 A
= L2 L1 A
. (1)
Ln Ln-1 sr e L.2 L.1 A
Ln * 9 ® 8 v e L2L1
A dan A(n+l) =
L A
10

- DERKOMPOSISI MATRIKS JARANG...

(4.5)

(4.6)

U , maka persamaan (4.5)

(4.7)
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Pada sistem persamaan linier Ax = b s Jika kedua sisi

dikalikan dengan L , maka

L Ax = Lb

sehingga persamaan (4.7) menjadi

Ux = Lb (4.8)
Penyelesaian dengan substitusi langkah mundur dari

Eliminasi Gauss untuk menyelesaikan (4.8) adalah sebagai

berikut :

Andaikan X menunjukkan elemen ke i dari x , elemen terakhir Xn
sama dengan elemen terakhir dari vektor kolom Lb, karena baris
terakhir dari U adalah nol semua kecualli pada, elemen
terakhir. Nilai X0 disubstitusikan dalam persamaan sebelumnya

Kemudian x_ dan x disubsti-

dan diperoleh X, dan  x__ .. n n-1

tusikan dalam baris ke (n-2) , diperoleh xn—2

Substitusi dilanjutkan ke baris-baris sebelumnya sampai

diperoleh x1

Dalam notasi matriks, substitusi langkah mundur dapat

dinyatakan sebagai berikut

Elemen (i,J) dari U adalah aij(l+1)' Dalam persamaan (4.3)
vyaitu
palk+sldy  _ o ftk)
k
11
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diselesaikan sampai k = i , sehingga baris ke i dari A(l*l) dan
U identik

Substitusi langkah mundur dapat ditentukan sebagi berikut

Uu, ..... U Un q = I (4.9)

dengan U, =1 + F e’ sy k=n, n-1, ... , 2 (4.10)

(k)

dan elemen dari vektor kolom ¢ diketahui sebagai

(k) _ _ (i+1)
fi = aik s 1 < k
S , iz Kk
i
Jadi elemen-elemen Uk pada diagonal utama adalah 1 dan
fik)di atas diagonal wutama dalam kolom ke k , sedangkan
elemen—-elemen lainnya adalah nol.
kolom ke k
|
( %
{ X

X ' % baris ke %

Gambar 4.3 : Matriks Uk

12
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Substitusi langkah maju dan substitusi langkah mundur dari

Eliminasi Gauss pada ‘A dapat diuraikan sebagai berikut

Dari persamaan (4.9) s yaitu

U™ = Uy wea U u (4.11)

dan dari persamaan (4.8)

e = Lb
=1 . -
o= U Lb (4.12)
karena L =Ln ..... L, L, , maka persamaan (4.12) menjadi

= Ug weens U UL weees Ly Ly b (8.13)

k3

Modifikasi dari metode Eliminasi Gauss vyaitu metode
Doolittle. Metode ini didasarkan pada faktorisasi-LU matriks A.
Untuk matriks non singular A, baris—baris matriks tersebut
dapat diuruthkan kembali sehingge matriks A vyang dihasilkannya

mempunyai faktorisasi LU, vaitu

[N
[
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A = LU (4.14)
dengan L 4&dalah matriks segitiga bawah, sedangkan U adalah
matriks segitiga atas. 1Ini dapat dihasilkan dari Eliminasi

Gauss. Ternyata L adalah matriks pengganda lij dengan dia-

gonal utama 1, ..... ,1 ; sedangkan U adalah matriks dari
sistem segitiga di akhir proses Eliminasi Gauss. Gagasan
krusialnya adalah bahwa L dan U di dalam persamaan (4.14)

dapat dihitung secara langsung, tanpa menyelesaikan persamaan
simul tannya (tanpa menggunakan Eliminasi Gauss).

Persamaan (4.14) dapat digunakan untuk memecahkan sistem

persamaan linier Ax = b.
Karena A = LU , maka sistem persamaan linier Ax = b menjadi
AXx = L Ux = b (4.15)

sehingga dapat dituliskan sebagai

Ly = b . (4.16)
dengan Ux = vy . (4.17)
Untuk metode Doolittle ini, mula-mula diselesaikan

persamaan (4.16), kemudian persamaan (4.17) untuk memperoleh x,

Dekomposisi dari (4.14) diperoleh dari

14
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r a11 a12 ...a1n r i O ..... O ( u11 u12 coe u1n 9
321 a22 ...azn _ 121 1l ..... 0 0 u22 ave u2n
L anl an2 "'ann ) L 1nl ln2 vee 1 ) L 0] 0 ..... Unn )
Secara umum unsur—-unsur matriks L = 1.. ] dan U = [ u. . ]
ij ij

pada metode Doolittle dapat dihitung dengan rumus—rumus berikut

ulj = aij s J = 1, .ves N
i-1
= - = 3 H >
Uij aij = 115 sj * J 1, ceee o N0 3 122
s=1
a.
il
1 = — y 1 = 2, cieaaey N
1l 3.
L i-1
1 = ' [ a - )N 1 ], i=j+1, ... n,j =
ij Ujj ij s=1 is " sj

Sebagai contoh akan diselesaikan suatu sistem persamaan
linier dengan metode Eliminasi Gauss dan dengan metode
Doolittle. Di sini diberikan matriks non singular 3' x 3 ,
karena jika matriks dengan n besar, tidak dapat dikerjakan
secara manual, melainkan dengan menggunakan komputer.

Contoh : Sistem persasan linier

L'APQRAN PENELITIAN . DEKOMPOSISI MATRIKS JARANG... . RINI SEMIATI




IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

X, ~- 4 xo = 2
Xl + 3 X2 - 2 X3 = q
2 Xy + 5 Xy = 7 LN 6

1. Metode Eliminasi Gauss :

Untuk memperoleh persamaan yang mengandung Xy pada

persamaan pertama, maka persamaan pertama ditukar dengan

persamaan kedua, yaitu

xz + 3 xz - 2 x3 = 4
Xy ~ 4 Xy = 2
2 xl + 5 xz - 7 x3 = &

Dengan menggunakan perkalian matriks, persamaan linier

atas dapat ditulis sebagai satu persamaan vektor

1 3 -2 1 4
A = 0 -4 ] X = xz H b = 2
2 S5 -7 - &

1 3 -2 4

[Ab] = 0 1 -4
2 S -7 6
16
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. Langkah ke dua. Eliminasi x

Untuk menghilangkan x

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

ybstitusi langkab maju

ngkah pertama. Eliminasti xl

tuk menghitung x1 dari persamaan ketiga, maka baris ketiga

kurangi 2 kali baris pertama, hasilnya '

L 3 -2 q
0 L -4 2
0 -1 =3 -2

xl + 3 x2 - 2 Xz = 4
x2 - 4 x3 = 2
T Xy 3 e =S 2

2

> dari persamaan kedua dan ketiga, maka

balris ketiga dijumlahkan dengan baris pertama, hasilnya

17
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Persamaan liniernya menjadi

+ 3 u - =
Xy 3 %, 2 X 4
o T 4 Xy = 2 ,
- 7 x3 = O
fernyata menghasilkan sistem segitiga dan inilah akhir

bubstitusi langkah maju.

bubstitusi langkah mundur. Penentuan Xy %oy Xy

Dari sistem segitiga yang diperoleh pada langkah kedua, maka

dengan pertama-tama mengambil persamaan terakhir, kemudian

bersamaan kedua dan akhirnya persamaan pertama, dapat

diperoleh penyelesaian

x3 = 0

xz = 2

¥, = ~2
18
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2. Metode Doolittle

Dekomposisi persamaan (4.14) untuk sistem persamaan

vang diketahui diperoleh dari

1 3
o 1
2 9

A = LU

-

2 1 0 Q “11 U12 ul3
-4 = 121 1 Q 0 u22 u23
-7 131 132 1 0 0] u33

Pengan rumus-rumus pada metode Doolittle diperoleh

Y11 T %y
L= 221
L, = 2L
21 ull
R 331
< =

31 ull
15 = ul

32

Y22 T 850
Yoz = 853 ~
Y3z T 833 7

{APORAN PENELITIAN

. DEKOMPOSISI MATRIKS JARANG...

linier

=l v, E v, = 3 5 U= an,
- .;%_ = ©
- _%_ = 2 |
(85, - 831 ujg) = 105 - 2.3) = -4
I, Uyp = 1 - 0.3 = -t
121 Uiz = -4 - 0.-2 = -4
3y Y4z l32 Uyg = = 7 - 2.(-2) ‘.(-1)(—4) =
19
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Jadir faktorisasi A = LU adalah

1 A -2 1 0 (8] 1 3 =2
(¢ 1 =} = 0 1 (0] 0 1 -4
2 s’ = 2 =1 1 0 0 =
Pertama, diselesaikan Ly = b
O
1 Q : yl 4
) =
; 1 0 y2 2
2 =3 1 Y ()
diperoleh v o=
' 2
(8]
Selanjutnya diselesaikan Ux = y , dengan menentukan Xz
kemudian xz dan xl
T iy 4
£ -4 " - 2
0 =7 R
— 2
diperoleh » = 2
0

20
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V. KESIMPULAN

Modifikasi dari Eliminasi Gauss yaltu metode Doolittle

yang mendasarkan pada gagasan pemfaktoran

A = L U
dengan L matriks segitiga bawah dan u matriks segitiga
atas, menggunakan Ux = y dan kemudian menyelesaikan
Ax = LUx = Ly = b dengan mula-mula menyelesaikan Ly = b  untuk
y dan kemudian Ux =y untuk x
Dalam metode Doolittle, L dan U dapat dihitung secara
langsung, tanpa menyelesaikan persamaan simultannya (tanpa

menggunakan Eliminasi Gauss).
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