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RI:\GKASA:\ 

Oi dalam bidang matclll3tika. dikcna! su31 u leori ya ng dapa! Il1cmodclkan SunIl! 

pennasalalml1 dalam bClllilk lilik d?n garis Isisi). tcori lcrschul adalah IPori grar. Sa lah salu 

yang bt.:rkcmbang sanga t pCS3I dalam leori graf ada lah konscp t'::: lltang dirnensi mctrik . Disl:!but 

dimcnsi J11clri. karena konscp ini Illclibatkan jarak. Konscp jarak bcrka itan era! dcngan masalah 

Iransportasi. Elisiens i dan opt imalis..Isi (ransparlns i dapa\ dipcrolch dcngan menctapkan titik­

;itik scbagai ",asis untuk rncrancal1g alur transportasi. Salah snlll aplikasi dari kOll scp ini adalah 

ulll uk Il1 cncnlukan kola-kola PU S,I\ \Vilayah sehingga seliaI' kola lain clapa\ didclCksi olch pusal 

wimyah dan kOla-bla pusal wilnyah tCr<:cbut tcrhu uulIg yang Illcllllldahkan seliap komunikasi 

dan transportasi. 

Pcr~:!l it ian mcrupakan kelanjutan da ri penc li tian-pcnc li tran yang slldah dilakukan oleb 

penulis dan parJ. penclili lainn ya. Pcnclilian ini mempunY'li target pllb likasi karya ilmiah pada 

jumal inlemasio.lal bcrcputasi dan peIllClb:,lh pada seminar nas ionCiI maupun intemasional. 

Untuk mCl1unjang targci yang lii canangkan. per .cli tian ini juga mcnycdiaka n maleri lugas akhir 

mahasiswa. scbagai bagian dari pcnd ilian. schingga pcncli lian ini mclibalkan bcbcrapa 

mahasiswa. I-Ial ini mcmbcrikan kontribusi d:1Iam mcmbangun atmostir akadcmik kampus, 

karena meningkatkan pcngcmbangan penclilian kc1ompok yang mc1ibatkan mahasiswa dCln 

lerbcl11l1k dis kusi-diskusi ke ihnllan di tingkungnn kampus. Lcbih lanj ut. up<lya dcsiminasi hasi l 

juga dilakukan bcrsi.lrtla tim mnhasiswa pada scminar-seminar nasional alau seminar 

interll<ls ionaL Hat ini senada dalam mcncapai RCllstra Lcmbaga Pencl itian UNA IR, yai tu 

upaya Illcnjatin jejnring kcilmuan dcngan pcrguruan linggi lain. Penclitian ini juga sejalan 

dcngan peta jalan penelitian pcrguruan linggi . yang salnh satunya mcnjadikilll pubtikasi ilmiah 

sebagai olllpll tn ya. Penctilian ini juga rncrupakan baginn riset unggulan pcrguruan tinggi di 

bidang Matcmalika dan IImu Pcngetahuan Alam dcngan Icma ri set lInggulan Pemodelan di 

bidang life science, ckonomi dan industri bcrbasis iet. 

Pada whun pcnarna, capaian dari penclilian ini adnlah publikasi paper di jllrnal 

int t:rll u:, ional bl.: r~puta$i yait u di Journa l of Mathematical and Fundamental Sciences scrta 

rn~njadi pcmakal.ah pada dua seminar nasional da n I pcmakalah pada seminar inl crnasional. 

lIasil pada tnhun J.... eduJ. adalah submit dua publikasi pada jurnal intcrnas iona l bcrcputasi sena 

mcnjadi pc:makalah pada s!"'minar na:iional mn upull scmirlar in ll:rnasional. 
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PRAKATA 

Dengan menyebut asma Allah Subhanahu wa ta'ala yang Maha Pengasih dan Maha 

Penyayang. Segala puji syukur kami panjatkan kehadirat Allah Subhanahu wa ta'ala yang 

menguasai jagat raya, }ang telah melimpahkan rahmat dan karunia-Nya kepada penulis, 

sehingga penulis dapat menyusun Laporan Akhir P~ne1itian Unggulan Perguruan Tinggi yang 

berjudul Hubungan Dimensi Metrik dengan Pengembangan Konsep Dimensi Metrik Tahun ke-

2 inL Sha!awat serta salam semoga senantiasa tercurahkan kepada jurJungan kita, Nabi Besar 

Muhammad Sholallahu alaihi wassalam, pemimpin :,ekaligus sebaik-baik suri tauladan bagi 

kehidupan umat manusia, yang telah membimbing manusia dari kegelapan menuju kehidupan 

yang penuh petunjuk. 

Terima kasih kepada Prof. Drs. Siamin, M. Compo Sc. Ph.D dan Dr. Moh. Imam Utoyc, 

M.Si sebagai tim peneliti serta para mahasiswa sebagai tim pendukung penelitian ini. Terima 

kasih juga disampaikan kepada Menristekdikti dan LPI Universitas Airlangga atas kepercayaan 

dan kesempatan yang diberikan kepada peneliti. 

Harapan penulis, semoga Laporan Kemajuan ini dapat segera disempumakan menjadi 

Laporan Akhir penelitian dcngan luaran publikasi intemasional sebagaimana yang telah 

direncanakan. 

Surabaya, 
Penulis. 
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.-
BAil I. PEN DAHULUAN 

1.1. Latar BI..' l:lkang 

Di dalam bidan g Illatt:malika. dikl!l1a l SlIillU Il!ori yang dapal 1l1CI1lodcJknll sualll pcnnasalahan 

da la:11 ~enluk ti lik dan garis (sisi) . tcori h!l scbul adalah !Cori graf. Grafdari konsep dan aplikasin ya 

mengalamai perkcmbangan yang sangat pcsaL Salah salu yang bcrkcmbang sangat pesat adalah 

konscp tcntang dimcnsi mClrik. Dimcnsi Illctrik mcnjadi scsua lu yang sangat mcnarik karcna 

aplikns inya yang s::: " gal banyak, anl ara lain pada navigas i robot , sliulu robot h:::. rus dap,u 

memindahkan diri nya dari salu titik kc tit ik Jainnya lanpa adunya kcrancuan dcngan 

mencrjemahkan petunj~lk ya ng ~idapal dari titik- titik ya ng bcrbcda. Pcmilihan koordinal tit ik -

tilik yang bcrbeda dan paling efi sien ilU lah ya ng Illcmbutuhkan kOllscp himpunan pcmbcda yang 

merupakall cikal bakal dari basis. dimana kardinalitas dari basis tcrscbut disebul dengan dimensi, 

scdangkan basis adalah himpunan pcmbcda dcngan kardinali tas minimum. Karcna pcmbahasan 

bas is pada graf ini mclibatkan dcfinisi jarak (mctrik) maka dimclisinya di scbut dimcnsi mctrik . 

Konscp jarak bcrkaitan cnlt dcngan masala h transportasi. Efisiensi dan oplimalisasi transpoI1asi 

dap.l.t diperolch dcngan Il1cn~tapkan titik-titik s~bagai basis unluk merancang alur transpoI1asi. 

Aplikasi lainnY"1 ada lah pada graf kimia yaitu !l1olckul kimia yang dapat disajikan dalam bentllk 

grdf. Molck ul -molck ul kimia seringkali m~m~ rllIkan data base untuk mcnyimpan struktumya, 

dcngan mcncmukan basis dan diml:llsi mctriknya, maka struk lul' molcklli (iuilK perl u disimpan 

SClllua, tetapi cukup hanya dcngan mcnyimpan basisnya sudah dapallllcwakil i SClllua struktum ya. 

Dcngan dcm ikian maka akan Icrjadi c fi sicllsi data. 

Sa lah satu hal ya ng mcna rik lag i da lam tcori grafad.l lah tcrkai l himpunan pcmbcda tcrhubung 

dan dimensi partisi. Jik:! dalam pcmbahasan dit1l~nsi Ill ctri k, cukup ditcntukan himpunan titik 

Ilembeda dengan kardinalitas minimal yang nwnycbab:'-ml selia]> titik pada graf mempunyai 

rcprcsentasi jarak yang bcrbcda, rnaka d:l lam himpunan pClll bcda tcrhu bung hams dipastikan 

himpunan titik pembcda tcrsebut hanls mClllbcnluk graftcrhubullg. Aplikasi dari konscp ini ada lah 

tlmuk IllcncnlUkan kOla-kOla pusa! wilaY:lh schingga setiap kOla lain dapat didcleksi olch pusal 

wilayah da n kala-kala pusal wila yah 1\!l'scbul t~rhLlbllng yang rncllludahkan seliap komunikasi dan 

Iran:-poI1asi. 

Dari sisi dimcnsi rani si, jika dalam pClIlba hasan dimc nsi metrik dan himpunan pembeda 

tcrhubung. yang dilibalkml dalam basis adalah titik. maka dalam dimcnsi paI1is! yang dilibatkan 
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adalah himpunan titik yang membentuk partisi sehingga setiap titik dalarn graf mempunyai 

penyajian yang berbeda terhadap partisi tcrsebut. Pembahasan y&J1g meuarik oisini adalah 

menentukan partisi dengan kardinalitas minimum. Salah satu aplikasi dari dimensi partisi ini 

adalah menentukan pembagian wilayah yang optimal sehingga setiap bagian yang lebih kecil dari 

wilayah dapat dengan mudah dideteksi, yang akibatnya j ika ada tempat yang membutuhkan 

pertolongan dapat segera ditangani. 

PeneIitian tentang beberapa sifat dimensi metrik untuk graf secara umum, sudah dilakukan 

oleh Klein, 0.1., Vi, E. (2012) yang meneliti perbandingan dimensi metrics antar~ suatu graf 

dengan graf barn bentukk:mnya, Kousar, I. dkk. (2010) meneliti graf-graf yang mempunyai 

dimensi metrik yang sarna., penelitian Glenn G. Chappel di atas banyak membantu Ulituk 

pengembangan penelitian lebih lanjut, terutama untuk penel!tian dimensi metrik dari graf khusus. 

Oalam teori graf terdapat banyak jenis graf khusus, antara lain graf lintasan, graf siklus, graf 

lengkap, grafbipartit, dan grafbintang. Sebagaimana dalam matematika secara umum, dalam teori 

grafjuga dikcnal adanya operasi dua graf. Operasi pada grafyang rnenggunakan istilah yang sarna 

dengan operasi pada aljabar antara lain adalah gabungan, penjumlahan, perkalian. Lebih lanjUl 

operasi pada graf berkembang, antara lain corona dua graf dan amalgamasi graf. Oalam hal 

dimt!nsi metrik. pada grafyang merupakan hasil kali dua graf, telah dilakukan oleh I. G. Yero and 

Juan A. Rodr'1guez-Vel' azquez (2010), Iswadi (2010) untuk amalgamasi graf siklus, sedangkan 

i.O. Yero (20W) menditi dimel1~i lllt!trik untuk grafhasil corona. 

Penelitian tentang berbagai sifat graf-graf hasil opcrasi dari graf-graf khusus juga ban yak 

ciilakukan baik dari sisi pelabelan ataupun dimensi metrik. Juan A~ Rodr'lguez (2011) rrieneliti . 

dimensi partisi dari grafyang tidak mernuat siklus. Dari sisi dimensi metrik, penelitian grafsebugai 

hasil operasi dua grafkhusus telah dilakukan oleh lswadi H. (2010) untuk arnalgamasi graf siklus, 

Khalil, A.A., dan Khalil, O.A. (2010) meneliti tentang grafbuku (yang merupakan hasil kali graf 

bintang dengan graf lintasan dcngan panjang 2). Iswadi (2011) meneliti dimensi metrik hasil 

corona dua graf dengan membandingkannya terhadap dimensi metrik graf-graf penyusunnya dan 

b'Taf-b'Taf yang sudah diketahui dimensi metriknya. 

Dari sisi pengernbangan konsep, jika konsep dimensi metrik diperoleh dengan memandang 

setiap titik mempunyai penyajian yang berbeda terhadap suatu himpunan titik, maka dengan 

memandang setiap dua titik yang bertetangga (membentuk garis) mempunyai penyajian yang 

berbeda terhadap suatu himpunan titik, Okamoto. et 01. (2010) mendefinisikan dimensi metrik 

2 
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lokal. Okamoto mendefinisikan himpunan titik dengan kardinalitas minimum yang mengakibatkan 

setiap dua titik yang b<!rtetan!:;ga mcmpunyai pcnyajian yang berbeda terhadap himpunan titik 

terseb1lt, sebagai basis lokal dan kardinalitas:iya disebut dim\!nsi metrik lokal. Dalam 

penelitiannya, Okamoto berhasil menemukan karakterisasi dimensi metrik lokal sarna dengan satu. 

Rodriguez, et al. (2013) juga meneliti dimensi metrik lokal untuk graf hasil operasi korona. 

Rodriquez, el al. (2014) melanjutkan peneli~iannya untuk graf hasil kali akar, dengan 

menggunakan defmisi opcrasi kali akar yang dibangun oleh Godsil dan McKay (1978). Grafhasil 

kali akar merupakan pcrumuman dari operasi kali comb. Dalam peneiitiannya ini, ~IJdriguez 

(2014) juga meneliti dimensi metrik lokal graf perumuman hasil operasi korona. Cynthia dan 

Ramja (2014) meneliti dimensi metrik lokal untuk graf hasil IJperasi dengan graf siklus yang 

disebut cyclic Sp/u Graph. 

Konsep dimensi metrik dikembangkan lebih lanjut oleh Rodriquez dan Fernau (2013), yang 

membangun defmisi dimensi metrik ketetanggaan dan dimensi metrik lokal ketetanggaan. Definisi 

ini dibangun dengan memandang jarak dua titik hanya 0, I, dan 2 yang secara berturut-turut 

menyatakan jarak titik terhadap dirinya sendiri, dua titik yang bertetangga, dan dua titik yang tidak 

bertetangga. Salah satu pengembangan konsep dimensi metrik juga dilakukan oleh Sebo dan 

Tannier (2004), yaitu dimensi metrik kuat (strong metric dimension), yang ditindaklanjuti 

aplikasinya pada graf hasil kali kuat (strong products of graph) oleh Kuziak, D., et al. (2l) 15). 

Ramirez-Cruz et al. (2015), mengembangkan konsep dimensi metrik untuk keluarga graf, yaitu 

dimcnsj metrik simultan. Konscp dimcnsi mctrik simultan mclibatkan keluarga graf yang 

mempunyai himpunall titik yang sarna. 

Dari sejarah perkembangan konsep dimensi metrik, merupakan hal yang mcnarik untuk dikaji 

adalah hubungan dimensi metrik dengan pengcmbangan konsep dimensi mettik, yang meliputi 

dimensi metrik lokaI, dimensi metrik ketetanggaan. dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi 

metrik simultan dan dimensi mctrik kual. Rodriguez, V., et al. (2013) tclah meneliti hubungan 

dimensi metrik dengan dimensi metrik ketetanggaan dan lokal ketetanggaan. Hubungan yang 

diperolch oleh Rodriguez adalah hubungan lcbih besar sarna dengan antara dimensi metrik suatu 

graf dengan dimensi metrik ketanggaan dan ketetanggaan lokal Sllatu graf. Susilowati, L., et al 

(2015) meneliti hubungan dimensi metrik dan dimensi metrik loka!. khususnya graf hasil operasi 

akar. 
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Berdasarkan uraian di atas. penulis tertarik untuk menindaklanjuti penelitian ten tang hubungan 

antara dimensi mctrik dengan pcngembangan konsep dimcnsi mctrik. Hubungan antara dimensi 

r.letrik dengan pengembangan konsep dimensi metrik ini dikenakan pada grafatau pada grafhasil 

operasi. Lebih jauh. diteliti kapan dimensi metrik suatu graf sarna dengan dimensi metrik 

ketetanggaan. dimen~i metrik lokal ketetanggaan. dimen~i metrik simultan atau dimensi metrik 

kuat. 

1.2. Rumusan Masalah 

Yang menjadi rum~san masalah ~aiam penelitian ini adalah: 

1. Apa syarat suatu graf agar dimensi metrik suatu graf tersebut sarna dengan dime!lsi metrik 

ketetaJlggaan, dimensi metrik lokal ketet&nggaan, dimensi melrik simultan atau dimensi 

metrik kuatnya. 

2. Bagaimana membangun konsep dimensi metrik fraksional lokal dan dimensi metrik kuat 

lokal. 
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BA B 2. TlNJAUAN PUSTAKA 

Pcnclitian in; mcrupakan pcnclitian bcrkelanjut:lIl. yakni sejak dallllll pcnciilian SKJ M PUPT 

(2014-2016) dan bl.!rlanj ll l pada pcnc lilian SK IM PDUPT (20 17-201 9). Pcnclitian ini \cnnasuk 

da lam pcnclitian da sa r yang Icrcakup dalam layanan bida ng pcncl itian Lcmbaga Pcncli:ian dan 

[novasi (LPI) UNA IR, scrta scslla i dcngan arah pcnei ili an UNA IR yaitu pcnguatan penclil ian 

d<lsar. Target luarau pcndi lian in j adalah publ ikasi pada jumal in tcrnas ional bf!fCputasi , scrta 

discminas i husi l pcnclitiall pada seminar nas ional atau ill lcrnas io:ull. hal ini scsua i (lengan ren<:lra 

pencli tiun UNAJR. Lcbi h lanju t. pcnclit ian lIl i j uga mcmbangun atillosfi r akadcmi k yang kondusif 

karcna mclibatk nn mahas iswa untuk bahan lu~as akhir (skripsi), scrta mcningkalkan kemampuan 

kominikasi mahasiswa da!a m fonlm yang rclcv.m dcngan matcri pcnclitian . Semua ini mcrujuk 

pada tercapain Y<l visi misi Un iversitas Airlangga. 

Hasi ! pellcl ilian ini adalah d ilcmukannya konsc~ dan rumusan baru tcrkai t dimensi metric. 

dan bcrpolcnsi dit clllukalltlya al goritma alau pcmrograman computcr Icrkai t leori yang dihasi lkan. 

Olch brena ilU, malcr; penciitian in i j uga mcnjadi b~gian dari risc! unggul an Uni vers itas 

Airlangg.:. yaill! bidang Malcmalika dan 1I1ll 1l PengclalHian Alam dcnglllJ lema rise! pcmode lan di 

bidang life SC il!l1l.:('. I.:konomi dan industry bcrbasis ict. 

KOllscp gra f pl!i'1 ama ka li d ikcnalkan oleh Leonh ard Eul cr, ahl i matematika Swiss pada 

whlln 1736. Dal alll sa lah salu bukunya, Chartrand dan Ocllcnnan ( 1993) mcnd ifi nisikan Graf G 

scbagai slialU slrllklur yang Icrdiri dari himpunan bcrhingga yang tidak kosong yang discbul 

sebagai himpunan lit ik (vertex) dcngan scbuah hi mpunan (mungki n kosong) dari pasangan yang 

tidak terurul yan g bcrbcda pada himpunan titik (ver/ex) dari G yan g d iscbut dengan himpunan sisi 

(edge). J-l impunan lit ik (l'erre.\") dnri G dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisin ya 

dinotasikan dcngan E(G). Dalam buku tersebut juga dijclaskan beberapa istilah dalam graf yang 

digunakan dalam pcnclilian ini . Peljalrl1l(1II (l1'alk) adalah barisan bergantian ti ti k dan garis yang 

diawa li dan diakhiri olch l iti k schingga set iap sisin ya insiden dengan dua titik tcrdckat scbclum 

d;Ul scsudahnya. yang dinolasikan dcngan \"/. \':. "" \'" . scdangkan Ptllljtlllgflya peljalallDn ada lah 

b<lny~lkn)'a sisi d:1lam pcrjal:man tcrscbui. LilltaS(l1l (path ) adalah pcrja!anan yang semua titiknya 

bcrbeda . Sikllls ((\It:le) adalah perjalal1:tn " fl,\'/, .... l'" • dcngan n ~ 3 dimana vo = v" dan scmun 

titiknya bcrbcda, siklus c1cngan panjllng 11 dinolasikan dcngan C" Jnrak (dis tance) dari tilik lL kc 

tilik v pada grafe. yang dinotasikan dcngan d(Il , v) adala h panjang path tcrpcndck dan u kc v. 
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Khalil, A.A dan Khalil,O.A (20 I 0) mendefinisikan graf buku BII sebagai graf yang 

merupakan ha:;il kali kartesian dari graf bintesng SIt dan grar lintasao Pl. Sedangkan grar buku 

bertumpuk BII•m grafyang merupakan hasil kali kartesian dari grafl.,intang SII dan graflintasan Pm. 

Chartrand dkk (2000) menjelaskan definisi dimensi metnc dan definisi himpunan pembeda. 

Misalkan V(G) = {WI' W2, W3, ... , Wn } merupakan himpunan titik - titik pada graf G, W = 
{WI' W2, ••• , Wk} b V(G) merupakan himpunan terurut dan v aclliah sebuah titik pada graf G. 

Representasi dan v terhadap Wadalah pasangan berurut k - tuple, r(vIW) = 
(d(v, wI).d(!'. W2), •..• d(v. Wk» 

deogan d(v, WI) adalahjarak antara titik v dan titik WI' Himpunan W disebut himpunan pembeda 

dari G jika setiap titik di G memiliki representasi yang b::rbeda. Himpunan pem,",cda yang 

mempunyai kardinalitas pal.ing minimal disebut himpunan pembeda minimal atau basis. 

Banyaknya titik. pada basis dan graf G discbut dimcosi. dilambangkan dim(G). Lebih lanjut, 

karena konsep dimensi dibangun dengan menggunakan konsep jarak, disebut dengan dimensi 

metric. Misalkan S ~ V(G) dan titik v E V(G).jarak anlara v deogan S yang dinotasikan 

d(v,S) didefinisikan sebagai d(v.S) = min(d(v,x)lx E 5}. Misalkan Si. ;=1.2 •.... k adalah 

himpunan partisi dan V(G), 1C = (S1,S2, ... ,S,,} dan v adalah vertex di G, maka representasi v 

pada 7C didefinisikan sebagai : 

r(vll£) = (d(V,Sl)' d(V,S2)' ...• d(v,S,,)) 

Partlsi 1C disebut sebagai partisi resolving jika r (v 11£), v E V(G) mempunyai representasi yang 

bcrbeda. Dimeosi partisi pada graf G adalah kardinalitas minimum dan resolving partisi dan V (G) 

dan diootasikan dengan pd(G). Herolistra (2009) mendefinisikan" sebuah himpunan pembeda W 

dari G terhubung jika subgraf yang dibangun oleh W adalah sebuah subgraf terhubung dari G. 

Banyak anggota minimum darisebuah himpunan pembcda tcrhubung di graf G discbut bilangan 

pembeda terhubung. 

Hasil penelitian sebelumnya yang dirujuk oleh Iswadi anlara lain: Misalkan G adalah graf 

terhubung yang non trivial, maka berlaku 

(i) dim ( G) = J jika hanya jika G = PII' 

(ii) dim(G) = 11 - 1 jika hanyajika G = K,," 

(iii) untuk 11;:= 4. dim(G) = 11 - 2 jika hanya jika G = K," ,: (r: s ;:= 1 ). 

G =Kr + Ks. (r;:= 1; s;:= 2). or G = K,· + (K/ UK;). (,.: s ~ I). 

(iv) untuk n;:= 3, dim(CII ) = 2. 
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lswadi (20 II) menemukan dimensi mertrik graf hasil operasi korona, seperti yang disajikan di 

bawah ini. 

Misalkan G adalah graf terhubung dan f/ ndalah graf dcngan ordo paling scdikit 2, maka 

dim G 0 Ii) = {IGI dime H), jika H memuat titik dominan 
( IGldim(K1 + H), untukyang lain 

3aputro, S.W. et 01. (2013) meneliti dimensi melrik grafhasil kali comb dua graf. Untuk. 

menentukan dimeasi metrik grafhasil or-erasi kali comb, Sap~tro mcmbaginya dalam dua kasus, 

yaitu apakah titik yang direkatkan merupakan clemen basis atau bukan. Hasil yang diperoleh . 

berlaku untuk graf sceara umum, yang disaj ikan di bawah ini. 

tviisalkan G dan H adalah graf tf'rhubung dengan ordo paling sedikit 2. Jika IV(G)! = m dan H 

bukan graf Iintasan, makJ 

d· (G If) = {m (dim(H) - l),jika basis H memuat titik 0 

1m 0 m dim(H), untuk yang lain 

Okamoto, F., et 01. (2010) mendefinisikan tentang himpunan pembeda lokal dan dimensi 

metrik lokal suatu graf. Dengan mengacu definisi representasi titik terhadap suatu himpunan 

seperti yang sudah disajikan di atas, didefinisikan himpunan pelllbeda lokal sebagai berikut. 

Misalkan G adalah graf terhubung, dan W £; V (G) merupakan himpunan terurut, W discbut 

himpunan pembeda lokal jika untuk sctiap dua titik yang bcrtctangga pada G mcmpunyai 

representasi yang berbeda terhadap w, yaitujika diambil scbarang dua titik II, v sehingga uv (£(G) 

maka r(ul W) * r( vi W). Himpunan pembeda lokal dari graf G dengan kardinalitas minimum disebut 

basis lokal dari graf G dan kardinalitasnya disebut dimensi metrik lokal dari graf G, dinotasikan 

dengan dim/(G). Hasil utama penelitian Okamoto ini merupakan karakterisasi graf yang dimensi 

metrik lokal 1 dan 11 - I, dengan 11 adalah ordo grafnya. 

Studi pendahuluan yang mcndukung pcnclitian ini adalah: 

I. Hubungan c!imensi metrik ketetanggaan dan dimensi metrik kctetanggaan lokal suatu 

graf(Rodriguez, 2013). 

2. Dimensi metrik kuat grafhasil kali kuat (Kuziak, 2015). 

3. Dimensi metrik simultan (Ramirez-Kruz. 2015). 

Studi pendahuluan yang sudah dilaksanakan oleh peneliti adalah: 

I. Kesamaan dimensi metrik dan dimcnsi metrik lokal grafhasil kali akar (Susilowati, dkk. 

2015). 
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2. Membangun definisi perumuman operasi korona, operasi kali comb dan operasi kali akar 

dan menentukan dimcnsi ml'trik tokal grafhasil operasi dan pemmumannya (Susilowati, 

dkk.,20!6). 

Menentukan syamt gmf sehingga operasi korona dan kali comb komutatif secam dimensi metrik 

(Susilowati, dkk., 2017). 
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BA B 3. TU.JUA N DAN MANFAAT PENELlTI AN 

3.1. T uj u:ln [)cnclili a n 

Yang mcnjadi lujuan da lam pc nd itian ini ada lah: 

1. Me nclltukan syaral suatu grafagar di mcnsi melrik sualu graf lcrscbul sama dcngan di mcn:; i 

;nctrii<l: kClclanggaan, dimcnsi mctrik lakal kctclanggaan d imcnsi Ill clrik simu lt an atau 

d imcnsi mClrik kuatnya. 

2. Mcmbangu n konsc;> di mcnsi mClri k fraks ional lokal alau di l ~~cns i Illclrik kual loca l. 

3.2. Manfa:lt I'cnclitian 

Manfaa t dari pcnei ilian ini ada lah Illcngembangkan teori graf dari sisi konscp d imclls i 

metrik. 
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BAB 4. \I ETO DE I' ENELIT IAN 

Metode penelitian ini r.,cliputi liga lahap. Tahap penama mencnrukan hubungan dimcnsi 

melrik SlIalU gra fatau gr:l fhasi! opl!rJsi dcngan dimensi mClrik ketctanggaan. dimcnsi mctrik loka l 

kctctanggaan. dimcnsi mClrik simuli:JIl alau dimc!lSi mctrik kual. Tahap kedua mCllcntuknn syarat 

sualu graf ag:lf dimcnsi Il'ctri k suatu graf lersebul sam a dcngan dimcnsi mctri k kClctanggaan , 

dimcnsi mClrik lakal kClctanggnan, dimcnsi Jl1ctrik simu ltan aIau dimcnsi mctrik kuatnya. Tahap 

kctiga Illcncntubm syarat sun lu agar dimcnsi mClrik sualu gra! hasil opcrasinY<l 5ama dcngan 

dimcnsi mctrik ketctanggaan, dim~nsi mctrik lakal kctctanggaan. dimensi mctrik simuitan alau 

dimcnsi mctrik kuat nya. Ilenclitian di laks:lnakan di prodi Matemali ka FST Ur. ivcrsitas Airlangga, 

khususnya di kelompok kcahlian bidang mi nm aljabar. dcngan melibatkan mahasiswa untuk materi 

skripsi. 

Adapun langkah-langkah pcnclili:mnya pada masing-masing lahap di sajikan sCbagai bcriku t: 

Tahap I ; Mcncnlukan syarat sual u graf agar dimcnsi mctrik suatu graf tcrscbut sam3 dcngan 

dil1lcnsi mctri k kctct3ngg'Hln. dilllcnsi metrik loka l kctctanggaan, di mensi mClrik simultan, 

di mcnsi mctric fraksional atau dimcnsi rnct rik kualn ya: 

I. Dcngan mengacu pada langkah kcrja penclitian I"hun 1. dikelom pokkan gmf-graf yang yang 

mClll ungkinkan dimcnsi mctriknYil SiIIll<l dengan dimcllsi metrik k~telallggaall . dirncllsi mc trik 

loka l kctctanggaan. di mcil si mctrik s imultan atnu dimc nsi 11lclrik kuatnya . 

2. r."icnganalisa hasH pada Jangkah 1 . 

. 3. Diduga syarat gla f schiugga dimcnsi mClriknya SLlma dl.:ngan dimensi mctrik ketelanggaan, 

dimcnsi mClrik lokal kctetanggaan. dimcnsi IllclTik s:multan atau dimensi mctrik kuatn ya. 

4. Mcmbuktikan langkah 3. 

Tahap II : Menentukan sy.u·at sliatu agar dimensi mctrik suaIU graf hasi l operas in ya :;ama dcngan 

dimcnsi mctrik kClclanggaan. dimcnsi mctrik loka l kctctanggaan, di mcnsi mctrik simu ltan atall 

dimcnsi mClrik kllatnya: 

I. Mcngkaji hasil p..:neli ti:lI1tentang dimensi mctrik simullan , dimcnsi Illctrik kuat. dimcnsi 

mct rik kdclanggaan dan dimensi mCl rik kClctanggaan 1oka1 grafhasi l operasi. 

2. Mcncllwkan dimcilsi fllctri)..: simuhan. dimcnsi Illctrik kuat. d imcnsi mct rik ketctanggaan 

atau dimensi mClrik kcteumggaan loka l dari grafhasi1 opemsi graf-gra fkhusus. 

3. Dicari pola hubungan 3n1ar dimcnsi yang dipcro lch dari langkah 2. 
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4. Merumuskan pola hubungan pada Jangkah 3. 

5. .Membuktikan rumusan pada langkab 4. 
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BAH 5. BASIL DAN L UA RA N YANG DICAPAI 

5. 1. DIMENSI METR IK K UAT LOKAL 

Lemma 5. 1 Misalkan G adalah gaftc rhubung dan 5 E V(G). Jika u, 11 E VeC) dengan deu,s) = 

d(lI,s) maka s hukan pcmbcda kllat pasallgan tilik u, v. 

Bukti. Misa lkan G adalah gar tt.:rhubung dan s. u, v E V(G ) dcngan 

d (u,s) = d(v,s) = k, k E 1\1. 

Andaikan s ad<iJah pcmbcda hat pasangan titik u, v maka u E Ilu.s] atau 

v E f lu, s] schi ngga Icrdapal liga k"ISlI S yai tu (i) E f[v,s], ve flu,s ), (ii) u Ii I[v,s], 

tJ E f lu,s], d:m (iii) It E I [v,s]. v E I[u,s). 

(i) Misalka n E I[v,s ). ve f[u.s], dan I(v.s] = { v = VOl v;. liZ_ v3 • ••• , Vk = s}. Karena u E 

I[v,s] maka Icrdapat Vi E l[v.s1 dcngan i E (l,2,3, ... ,k-l) schingga Vi = u. Akibatnya 

dell,S) < d (v,s). l-I aJ ini kOlltrad iksi dcnga n pcmyataan deu,s) = d(v,s). 

(ii) Misalkan u e /lv, s], v E fl u.s] , dan f (u.s) = {u = uo. u t • Uz. tl J ' ...• Uk = s} . Karcna v E 

flv.s ] ma ka tc rdllpat U j E 1 [1.1.5] dcngan i E (1,2.3, ... • k - I} schi ngga Uj = v. Akibat nya 

d(v.s) < d(u, s ) . l-I al ini kontradiks i dcngan pcmyat aan d(u ,s) = d (v, 5). 

(i ii ) M isa lkan tI E l[ v,s l dan v E flu, s"! . Bcrdasarkim kasus ( i) dan kasus (ij) maka dipcroleh 

d(lI, s) < el (v, 5) da n el(V,5) < eI (u , s) . Karcna d(u, s) < d(v,s), 

d(v, s) < d(u, s) maka kasus ( iii ) t ic1ak pcmah dillmngkinkan tcrjadi . 

Berdasarkan uraian dialns ma ka kctiga kasus tcrscbut tidak dimungk inkan tcljad i schingga 

s bukan pcmbcda kual pasangan lilik u, v. Jadi apabi la u, v E V(C) 

d(u, s) = d(v,s) maka s bukan pcmhcda kuat pasangan titik u, v. 

Lemma 5.2 Misil lkall G adillah ga rtcrh ubu ng. s, u, v E V(C), dan uv E £(C). 

d(ll.S) < d(v,s) maka 11 E f (v.s). 

dcngan 

Jika 

Bukli. Misalkan C adalah gar lcrhubun g. s, U, v E V(G). uv E E(G). d ( ,·, s) = I. 

d (u,s) = k dl.!llgan k < 1 dan 

Uti E £(C) maka terdapat ]inlasan V,ll a. UI.llZ, .. . • uk dengan panjang linlasannya yaitu k + 1 :5 

I . Dcngan demikian tcrdapat dua kasus yaitu ( i ) k + 1 < 1 

(i i)k+I=I. 
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Kasus (i) tidak dimungkinkan terjadi karcna apabila k + 1 < l maka lintasan 

v, uo, Uv Uz, ••• , Uk = s mempunyai panjang lintasar kurane d"ri I yapg mengakiblttkan d(v,s) < 

l. Hal ini kontradiksi dengan d(v, s) = l. 

Kasus (ii) misalkan k + 1 = I maka v, Uo, Ul' Uz, ... , Uk = s merupakan lintasan terpendek 

titik v ke titile s sehingga [[v,s} = {v, U = UO, Ul' uz, .... Uk}. Akibatnya 

U E I[v,s]. Jadi apabila d(u,s) < d(v.s) muka U E I[v,s]. 

Lemma 5.3 Misalkan G adalilh gaf terhubung. Jika untuk setiap W ~ V(G) dengan 

IWI = k bukan himpunan pembeda kuat graf G maka untuk setiap S!;;; V(G) 

dengan lSI < IWI juga bukan himpunan pembeda kuat onf G. 

Bukti. Misalkan untuk seliap W !;;; V C G) dengap I W I = k bukan himpunan pembeda kuat graf G. 

Andaikan terdap:t S ~ V(G) dengan lSI < IWI dan 5 adalah himpunan pemhedz kuat graf G. 

Misalkan 151 = I maka untuk setiap dua titik di G mempunyai pembeda kuat di S. Akibatnya 

terdapat W' = S U {viii = 1,2, .... k -l} dengan v, E V(G) \ S 

sehingga IW'I = k yang merupakan himpunan pembeda kuat graf G. Hal ini kontradiksi dengan 

pemyataan untuk setiap W ~ V(G) dengan IWI = k bukan himpunan pembeda kuat graf G. 

Jadi untuk setiap W ~ VCG) dengan IWI = k buka:t himpunan pembeda kuat gr'df G maka 

untuk setiap 5 ~ V(G) dengan 151 < IWI juga bukan himpunan pembeda graf G. 

Teorema 5.4 dims[(Pn) = 1. 

Bukti. Misalkan VCPn ) = {vdi = 1,2, ... , n}, ECPn ) = {ViVi+lli = 1,2, ... , n - I}, graf Pn 

mempunyai lintasan Vii V2, ... , vn- l , Vn dan dipilih S = {vII deg VI = 1}. 

Dibuktikan bahwa S adaiah pembeda kuat lokal graf Pn . Diambil sebarang dua titik 

bertetangga Vi' Vi+1 E VCPn), ViVi+1 E ECPn) dengan i = 1,2, ... , n - 1, maka 

vi E [[VI. Vi+l] sehingga VI merupakan pembeda kuat titik Vi' Vi+l E VCPn). Dengan demekian 5 

merupakan himpunan pembeda kuat lokal graf Pn . 

Himpunan pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka 

himpunan 5 merupakan himpunan pembeda k"Uat lokal dengan kardinalitas minimal schingga S 

adalah basis metrik kuat lokaI graf Pn. Jadi dimsl(Pn ) = 1. 

jika n genap 
jika n gasal 
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Bukti. Misalkan graf Cn mempunyai ordo n maka tcrdapat dua kemungkinan yaitu n bilangan 

genap atau n bilangan gasal. 

Kasus 1. lintuk 11 genap yaitu n = 2k, k ~ 2. 

Misalkan V(Cn) = CUi' vdi = 1,2, ...• k}, 

{UiUi+1. UkVk. ViVi+l.UlVlli = 1.2 • .... k - l}, grat' Cn mempunyai siklus 

Ut. U2, .... uk-I' Uk, Vk. Vk-l • ... , VI' Ul dan dipilih S = {utI. Dibuktikan bahwa S adalah pembeda 

kuat lokal grafCn dengan. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga u. V E V(Cn), UV E E(Cn) 

~aka terdapat empat kemungkinail pa:;angan yaitu (i) U = Ui. V = Ui+1 untuk ~ E {I,2, ... , k - I}, 

(U) U = Uk' V = vk, d"n (iii) U = Vi. V = Vi+l' untuk i E {I,2, ... , k - I}, (iv) U = Ult V = VI' 

Selanjutnja, ditunjukkan bahwa seiiap kcmungkinan pasangan titik tersebut mcmpunyai pembeda 

kuat di S. 

(i) Diambil sebarar.g Ui,Ui+l E V(Cn) dengan i E {1,2, ... ,k -I}, maka 

ui E I[Ul, Ui+1] schingga Ut mcrupakan pcmbeda kuat pasangan titik 

Ut, Ui+l E V(Cn)' 

(ii) Diambil U/(Vk E V(Cn) maka Uk E I[Ul' Vk] schingga Ul merupakan pembeda kuat 

pasangan titik Uk' V/(. 

(iii) Diambil sebarang Vi, Vi+t E V(Cn ) dcr:gan i E {1.2 •... , k - I}, maka 

vi E I[Ut. Vi+tl schingga Ul mcrupakan pcmbcda kuat pasangan titik 

Vi. Vi+l E V(Cn)' 

(iv) Diambil Ut,V1 E V(Cn) maka Ut E I[ut. Vl] sehingga Ut merupakan pembeda kuat 

pasangan titik Ut. Vt. 

Berdasarkan uraian diatas, Ul merupakan pembeda kuat untuk setiap pasang titik yang 

bertetangga di Cn, schingga S mcrupakan himpunan pcmbcda kuat lokal graf Cn. Himpunan 

pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka himpunan S 

merupakan himpunan pl!mbeda kuat lokal dengan kardinalitas minimal, akibatnya S adalah basis 

metrik kuat lokal graf Cn. Jadi dimsl (Cn) = 1 untuk n genap. 

Kasus 2. Untuk 11 gasal. yaitu 1t = 2k + 1, k ~ 1 

~1isalkan V(Cn) = (w. Hj. vdi = 1.2 ..... k}. 

{WUI • uiUiH, ukvk, Vivi+l, vtwli = 1,2, ... ,k -I}, graf Cn mcmpunyai siklus 

W,Ut,U2"",uk-t,Uk,Vk,Vk-t, ... ,vt ,w dan dipilih S = {w,utl. Dibuktikan bahwa S adalah 
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himpunan pcmbcda kuat lokal graf Cn dcngan n gasal. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga 

u, v E V(C:'l)' uv E E(Cn ) maka terdapat lima kemungkinan pasangan yaitu G) U = w, v = Ulo 

(ii) U = Ui. V = Ui+l. i E {l,2, ... ,k -1} (iii) U = Uk' V = Vk. (iv) U = Vi, V = Vi+t, i E 

(1,2, ... , k - l) dan (v) U = Vt, v = w. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa setiap kcmungkinan 

pasangan titik tersebut mempunyai pembeda kuat di S. 

(i) Diambil Ut, w E V(Cn) maka we l[ut> w] sehingga w rnerupakan pembeda kuat pasengan 

titik Ut, we V(Cn). 

(ii) Diambil sebarang Ui, Ui~t E V(Cn) dengan i E {l,2, ... , k - 1}, maka U/ E l[w, Ui+l] 

sehingga w merupakan pembeda kuat pasangan titik Uj, Uj+1 E V(Cn). 

(iii) Diambil Uk. Vk E V(Cn ) maka Uk E l[ut> Vk] sehingga Ul merupakan pembeda kuat 

pasangan titik Uk, Vk E V(Cn). 

(iv) Diambil sebarang Vi' Vi+1 E V(Cn ) dengan i E {1,2, ... , k - 1}, rna!,a Vi E l[w, Vi+l] 

sehingga w merupakan pembeda kuat pasa~gan titik Vi, Vi +1 E V(en ). 

(VI Diambil Vv We v(en) maka we ![VlI w] sehingga w merupakan pembeda kuat pasangan 

titik Vt, w E v(en). 

Berdasarkan uraian diatas diperoleh bahwa setiap dua titik yang bertetangga di Cn dapat 

dibedakan kuat olch titik w atau titik Ut, sehingga S rnerupakan hirnpunan pembeda kuat lokal 

grafen_ 

Selanjutnya. ditunjukkan bahwa S merupakan himpunan pernbeda kuat lokal minimal. 

Diambil scbarang S' f; V (Cn ) dengan IS'I < S, mala- S' adalah singglelon. Karena Cn adalah graf 

siklus dengan ordo n gasal, maka terdapat dua titik bertetangga yang rnasing-masing mempunyai 

jarak n;1 kc s E S'. Tanpa mengurangi kcumuman bukti dipilih S' = {w}. Dengan demikian 

d(Uk, w) = d(Vk' w) = k sehingga berdasarkan Lemma 5.1 w bukan pembedan kuat titik Uk' Vk' 

Akibatnya pasangan titik Uk, Vk tidak mempunyai pembeda kuat di S' dan S' bukan himpunan 

pembeda kuat lokal graf Cn - Jadi S merupakan himpunan pembeda kuat lokal minimal atau basis 

metrik kuat lokal graf en dan dimsl (en) = 2 untuk n gasal. 

Teorema 5.6 dimsl(Sn) = 1. 

Bukd. Misalkan V(Sn) = {viii = l,2, ... ,n}. degvn = 1, E(Sn) = {vnvili = 1,2, ... , n -l}. 

dan dipilih W = {Vn}. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga vn,vi E VeSn) dengan i = 
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1,2, ... , n - 1, maka vn E 1 [Vn , Vi] sehingga Vn mcrupakan pcmbcda kuat titik Vn' Vi' Akibatnya 

W merupakan himpunan pembeda kuat lukal graf 5n. 

Himpunan ;>embeda kuat lokal suatu graf lidak dimullgkinkan himpunan kosong. maka 

himpunan W merupakan himpunan pembeda kuat lokal dengan kardinalitas minimal sehingga W 

adalah basis metrik kuat loka} graf 5r.' Jadi dimsl (5n) = 1. 

Teorema 5.7 dimsl (Kn) = n - 1 dengan n ;:: 2. 

Bukti. Misplkan V(Kn) = {vdi = 1,2, ... ,n}. E(Kn) = {vft'll i =1= j dan i,j = 1,2, ... ,n}. dan 

dipilih S = {viii = 1,2, ... ,n-l}. Diambil sebarang dua titik yang bertetanBg~ Vi,Vj E V(Kn) 

dengan i =I: j dan i = 1,2, ... , n maka Vi E 5 alaH Vj E S sehingga vi E I["i, VI] atau Vj E f[vi, VI]' 

Dengan demekian setiap dua titik pada graf Kn mempunyai pcmbeda kuat di S dan 5 merupakan 

himpunan pembeda kuat lokal graf Kn. 

Selanjutnya. ditunjukkan bahwa 5 merupakan himpunan pemoeda kuat lokal minimal. 

Diambil sebarang 5' S;;; V(Kn) dengan 15'1 < 5 maka terdapat dua titik pada graf Kn yang bukan 

anggOla dari 5' dimisalkan u dan v. Diambil sebarang s E S' maka d(u,s) = d(v,s) :: 1 

sehingga berdasarkan Lemma 5.1 s bukan pembedan kuat titik U,V. Akibatnya pasangan titik U,V 

tidak mcmpunyai pcmbeda kuat di 5 f dan 5 f bukan himpunnan pcmbeda kuat lokal graf Kn. Jadi 

5 merupakan basis metrik kuat lokal graf Kn dan dimSI(Kn) = n - 1. 

Teorelda 5.8 Misalkan G adaIa~ graftehubung berordo n ;:: 2, maka 

dims,(G) = 1 jika dan hanyajika G adalah grafbipartit 

II dims,(G) = n -ljika dan hanyajika G = Kn 

Bukti. Misalkan G adalah graf tehubung berordo n ;:: 2 

(i) (<=:) Misalkan G adalah graf bipartit dengan V(G) dipartisi menjadi V1 =1= 4> dan 

V2 =1= 4> serta dipilih S = {u} dengan u E V2• Diambil sebarang x,y E V(G) dengan xy E 

E (G) maka x E Vt. Y E V2 atau y E V1 , x E V2 • Karcna G adalah graf tehubung dan xy E 

E(G) maka terdapat lintasan terpendek x - u dan lintasan terpendek y - u dengan d(x, u) < 
dey, u) alau dey, u) < d(x, u). Berdasarkan Lemma 5.2 maka diperoleh x E f[y, u] atauy E 

[[x. u] sehingga u adalah pembeda kuat titik x. y. Dengan dcmikian S adalah himpunan 

pembeda kuat lokal graf G. 
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Himpunan pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka 

himpunan 5 mempakan himpunaJ"l pembeda kUlt lokal dengan kardinalitas minimal sehingga 5 

adalah basis metrik kuatlokal graf G. Jadi dints:CG) = 1. 

C==» Misalkan dims/CG) = 1 dan andaikanG bukan grafbipartit. maka terdapat V1' Vz E V1, 

Ut. Uz. U E Vz dengan VtUl.V2k2 E ECC) dan :LlU2 E fCG) sehingga terbentuk sebuah siklus 

gasal uz. ~·z, U, ••• , V10 U1, U2' Berdasarkan Teorema 5.5 maka dimsl (G) ~ 2. Hal ini kontradiksi 

dengan dims,(G) = 1. Jadi C adalah grafbipartit. 

(ii) (<=:) Misalkan G = Kn maka berdasarkan Teorema 5.7 dimslCG) = n - 1. 

(==»Andaikan dimSICG) :..: n - 1 dan (; ~ Kn. maka terdapat u, v E V(G) dengan uv E 

f(G). KarenCl uv E f(G) maka degu S n - 2dm degv :5 n - 2 sehingga V(G) - {u, v} adalah 

himpunan pembeda truat lokal grafG. Hal 'ni kootradiksi dengan dimsl(G) = n-1. 

Teorema 5.9 Misalkan G, H adalah grafterhubmg dengan ordo nl dan n.:. 

dims/(G0H) = :V(G)I. dims/(H). 

Bukti. Misalkan VCG) = {udi = 1,2, ... , nl}' V {H) = {vdi = 1,2, ... , nz}. Hi merupakan salinan 

graf H ke-i d~ngan i = 1,2, ... , nl. V (Hi) = {vij Ij = 1.2, ... , n2}, E(G0H) = 

E(G) U~l E(Hi) U (UiVjj I Uj E V(G). Vij E V(H j )}, dims,CHj ) = k. 5i = (VijV = 1,2, ... ,k} 

merupakan basis metrik kuat lokaL graf Hi> dan dipilih 5 = U~l 5t • 

I)iambi! seharang dua titik bertetangga ~,y E V(G0H), xy E E(G0H). Tcrdapat tiga 

kemungkinan pasangan titik yaitu (i) x.y E V(G), (ii) x E V(G) dan y E 

V(Hj ), dan (iii) x,y E V(Hj). Selanjutnya, ditunjukkan bahwa setiap kcmungkinan pasangan 

tersebut mempunyai pembeda kuat di S. 

(i) Jika x,y E V(G) maka terdapat i,j E {1.2 .... , nll dengan i =1= j sehingga x = Ul dan y = uJ. 

Dipilih Vii E S. Karcna Ui E f[uj' Vii] mala Vil adalah pembcda truat titik Uj, Uj. Dengan 

demikian pasangan titik Uj, Uj mempunyai pembcda kuat di 5. 

(ii) Jika x E V(G) dan y E V(Hj ) dengan xy E £(G0H) maka terdapat iE(1,2 .... ,n1 }, 

j E {1.2 ....• n2} sehingga x = Uj dan y = vij< Dipilih Vml E 5 dengan m =1= i, mE 

{l.2 .... ,nl }. Karena Uj E f[vjj,vmtl makavml adalah pembeda kuat titik Uj,Vij' Dengan 

demikian pasangan titik Uj, Vjj mempunyai pembeda kuat di S. 
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(iii) Jika x. y E V(Hi) maka tcrdapat j, m E {1,2, ... , n2} dengan j =1= m sehingga 

x = vii dan y = Vim. Karena 5i merupakan basis metrik kuat lokal graf Hi maka terdapai: V E 

5i yang Iilerupakan pembeda kuat pasangan titik vii' Vim' Karena 5i ~ 5 maka pasangan titik 

Vii' Vim juga mempunyai pembeda kuat lokal di 5. 

Berdasarkan urclian diatas, 5 merupakan himpunan pembeda kuat lokal. Selanjutnya, 

ditunjukkan bahwa 5 merupakan himpunan pembeda kuat lokal minimal. Diambil seharang 5' ~ 

V(G0H) de:1gan 15'1 < 151, maka terdapat x E 5f dengan i E {1,~, ... , nt} dan x E 5' yang 

mengakibatkan terdapat W ~ 5i , W ~ 5' de:1gan IWI < 5i . Karena 5i merupakan basis :netrik 

kuat lokal graf Hi dan IWI < 5i maka W bukan himpunan pembeda kuat lokal graf Hi dan terdapat 

dua titik Va, Viy E V(Hi) yang tidak mempunyai pembeda kuat di W. 

Selanjutnya. ditunjukkan bahwa Vix. Viy juga tidak mempunyai pembeda kuat di S'. Di~mbil 

sebarang V E 5' \ W maka d(Vix, v) = d( Viy' v) sehingga berdasarkan Lemma 2.1, V bukan 

pembeda kuat titik Vix, Viy dan pasangan titik Va' Viy tidak mempunyai pembeda kuat di S' \ W. 

Karcna Vix, Viy tidak mcmpunyai pcmbcda kuat di W maupun 5' \ W maka 5' bukan himpunan 

pembeda kuat !oka! graf G0H. Jadi 5 merupakan basis metrik kuat lokal graf G0H dan 

dims,(G0H) = IV(G)I.dims,(H). 

Akibat 5.10 Misalkan G, H adalah graftcrhubung berva!v paling sedikit dua maka 

dimS l(G0k H) = IV(G0k -
tH)I. dimSlCH). 

Bukti. Misalkan G. H adalah graf terhubung berordo paling sedikit dUd dan 

G' = G0k - 1H, maka (G0 k H) = G'0H. Berdasarkan Teorema 5.9 yang menyatakan bahwa 

dims,CG'0H) = IV(G')I.dims,(H) maka diperoleh dimSl(G0k H) = W(G0 k - t H)I.dimsICH). 

5.2. DIMENSI METRIK KETETANGGAAN 

Lemma 5.11 Misalkan graf G adalah graf lintasan dan graf siklus berordo n, 5 ~ V(G) dengan 

5 = {vnt I i = 1, 2, ...• k dengan nj < ni +l}' J ika terdapat vni' Vnt+ 1 E 5 sehingga I (Vn/ - vni+) > 

4 maka 5 bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan. 

Bukti. Misalkan 5 ~ V(C) dengan 5 = {vnl I i = 1,2 •...• k dengan ni < ni+l}' Terdapat vnt' 

Vni+1 E 5 schingga l(vni - vni+l) > 4. Bcrdasarkan himpunan titik pada graf G diperoleh 

himpunan titik v(n,)+j E V(G) - 5 dcngan j E {l, 2 •...• t}. t ~ 5. Terdapat dua kasus, yaitu: 
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Kasus t. Untuk graf G adalah graf lintasan (P1l). Misalkan V(PIl ) = 
{vdi = 1,2, ... , n} dan E(Pn ) = {vivi+1li = 1,2, ... , n - I}. Diambil sebarang s E 5 maka 

terJapat 4 kemungkinan yaitu s = vnl' S = VIlH1 ' S =;; vni' atau s "* Vlli+!. Jika s = Vnj maka 

N(s) = (v(ni)+1) untuk ni = 1 atau N(s) = (V(nj)+l' V{llj)-tl untuk n yang lain. Jika s = v nj+1 

maka N(s) = (V(:11+1)-tl untuk ni+1 = n atau N(s) = (VClli+1)+1' V(Il/+1)-1) untuk n yang lam. 

Sedangkan jika s "* VIlI atau s '* Vnl+1
' maka terdapat 1lp < ni sehingga s = vnp atau terdapat 

nq > l1iH sehingga s = vnq • Diambil sebarang titik x,y E V(PIl ) - 5, maka terdapat x = V(Il/)+2 

dan y = VCIlI)+3 dengan V(llj)+2, VCn l)+3 E N(s). Diperoleh, I (V(nj)+2, V(llj)+3} n N(s)1 = 0 '* 1 

Kasus 2. Untuk graf G adalah graf siklus (CIl). Misalkan V(Cn ) ': {vdi = O,1,2, ... ,n} dan 

E(en ) = (Vt vi +1 Ii = 1,2, ... ,n-l}n{VIlVI}.Diambil sebarang s E 5 mak" tcrdapat 4 

kemungkinan yaitu s = Vnj' S = Vn'+1 ' S '* VIlI' atau s '* Vnl+1 • Jika s = vnl maka N(s) = 
{V(nD+I' v n ) untuk nf = 1 atau N(s) = (V(nj)+1' venil- l ) untuk n yang lain. Jika s = v nj+1 maka 

N(s) = (vCnl)-1> VI) untuk "!+1 = n atau N(s) = {v(ni)+l' V(ni)-l) untuk n yang lain. Jika s '* 
Vlli' atau s '* VIl /+1 maka tcrdapat np < ni sehingga s = Vllp atau terdapat nq > ni+1 schingga 

s = Vllq. Diambil scbarang titik x,y E V(Cn ) - 5, maka terdapat x = VCnjl+2 dan y = v(n/)+3 

dcngan V(nj)+2, v(nj)+3 fl N(s). Diperoleh, l(v(ni)+2' Venj)+3} n N(s)1 = 0 '* 1. 

Berdas~:-!~::~ :.:raian di ntas, S bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan _ 

Teorema 5.12 dimA(Pn ) = l2Il
S
+2J, untuk n ~ 2. 

Bukti. Misalkan V(Pn ) = (vdi = 1,2, ... , n), E(Pn ) = {V(!7i+lli = 1,2, .... n - 1}. Terdapat tiga 

kemungkinan nilai n yang terjadi, yaitu n = 2, n = 3, atau n ;::: 4. 

Kasus 1. Untuk n = 2. Dipilih W = {VI)' Karena V(Pn ) - W hanya memuat satu titik, maka 

bcrdasarkan Dcfinisi W mcrupakan himpunan pcmbcda ketetanggaan graf Pn dengan IWI = 
l2n

s
+2J = l2.~+2j = 1. 

Kasus 2. Untuk n = 3. Dipilih W = (vIl. Tcrdapat titik V2' V3 E V(Pn) - w. Karena V2 E N(vt ) 

dan V3 fl N(vt) diperoleh I{V2. v3}nN(vl)1 = l{v211 = 1.01eh karena itu. W merupakan 

. l2n+2J l2.3~2J hlmpunan pembeda ketetanggaan graf Pn dengan I W I = -s = ---s- = 1. 
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Kasus 3. Untuk n ~ 4. Dipilih W = {vz} U{V4+S(k-l):k E N,4 + 5(k - 1) ~ 

n} U{ V7+S(k-l): kEN. 7 + 5(.', - 1) :5 l!}. Diambil sebarang x.}" E V(Pn) - W r.laka tcrdapat 

empat kemungkinan yaitu: 

(i) Untuk x = Vt dan y E {V3} U{vp:P =1= 3}. Jika y = V3' maka dipilih V4 E W schingga 

diperolch I{vt. v3)nN(V4)1 = I{V3}1 = 1. sedangkan jika y = vp dengan p =1= 3, maka 

dipilih Vz ~ W. Karena VI E N(vz) dan vp It N(V2) maka I{VI' vp}nN(V2)1 = I{vtll = 1. 

(ii) Untui< x = V3 dan y =- Vq dengan q =1= 1. O;pilih V2 E W. Karena V3 E N(V2) dan Vq e 
N(vz) maka I{V3' vq}nN(vz)1 = I{v3}1 = 1. 

(iii) Untuk y E {V7+SU-l)-l:j E N}U {V4+S(j-l)-l:j = 2.3 .... } dan x = V4+S(k-I)+lo k E 

N. Jika y = V1+SU-t)-ltj I: N. maka dipilih v-HS(k-l) E W. Kar\!na V4+S(k-l)+1 E 

N(V4+S(k-l)) dan V7+S(j-l)-l ~ N(V4+S(k-l» maka 

I{ V4+S(k-l)+I. V7+S(J-I)-I}nN(V4+S(k-l)! = I{V4+S':k-l)+dl = 1. Jika y = 

V4+SU-l)-1 denganj = 2.3, .... maka dipilih v7+S(k-l) E W. Karena V4+S(k-l)-l = 
V1+S(k-l)+1. maka V4+S(k-O-l E N(V1+S(k-l» dan V4+SU-l)+1 It N(V7+S(k-l»' Oleh 

karen a itu, !{V4+S(k-O-t, V4+SU-l)+1}nN(v7+S(k-l)1 = I{V4+S(k-I)-l}l = 1. 

(iv) lInluk yE{V1+S(k-l)+1:kEN}U{V4+S(k-l)-1:k=2.3 .... } dan X=V1+S(j-l)-1. jE 

N. Jika y = V7+S(k-l)+l' kEN. maka dipiHh v 4+S(k-l) E W. Karl!na V1+S(k-l)+1 = 

V4+S(k-l)-1 maka V7+S(k-l)+1 E N(V4+S(k-l) dan V7+SU-l)-l It N(V4+S(k-l)' Oleh 

karena itu, I{ V1+SU':1)-1,V7+S(k-l)+1}nN(V4+S(k-l»)1 = I{V7+S(k-l)+1}1 = 1. Selanjutnya, 

jika y = V4+S(k-l)-1 dengan k = 2,3 .... , maka Jipilih V4+S(k-l) E W. Karena V4+S(k-l)-1 

E N(V4+S(k-t) dan V7+SU-l)-1 (£ N(V4+S(k-l» maka 

I{V4+S(k-l)-l' V7+sU-l)-dnN(V4+S(k-l»1 = I{V4+S(k-l)-dl = 1. 

Bcrdasarkan uraian di alas, W mcrupakan himpunan pcmbcda kctetanggaan graf Pn dcngan IWI = 

l2n
s
+2j. 

Selanjutnya. diambil sebarang W' ~ VePn) dengan IW'I < IWI. Maka tcrdapat tiga kasus yaitu: 

(i) Untuk n = 2 alau n = 3. IW'I < IWI = l2ns+2J = 1 maka IW'I = 0 dan W' = 0. 

Berdasarkan Definisi maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketctanggaan. 
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(ii) Untuk 4 ~ n < 7, !W'! < !W! = l2n
S
+2J = 2 maka !W'I = 1. Misalkan W' = (vel dengan 

t = 1.2 •...• n. Maka tcrdapat dUil titik x.y t: V(Pn ) - W' schingga I{x,y} n N(ve)!:.= 

o atau I{x.y} n N(ve)! = 2. Oleh karena itu. lex, y} n N(ve)! =1= 1. Berdasarkan Definisi' 

maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan. 

(iii) Untuk n ~ 7, !WI = l2~+2J > 2 maka IW'I ~ 2. Terdapat tiga kemunglinan jarak antara 

anggota W' yaitu jika Vi, VJ E W', i < j maka d( Vi. Vj) ~ 2, 2 < d( Vi. Vj) ~ 4, atau 

d( vi> vJ) > 4. Untuk W' yang setiap dua titiknya berjarak kurang dari atau samll ol!ngan dua, 

maka W' = {Vi, Vi+1t Vi+2} dengan i = 1.2 •... ,1;' - 2. Terdapat dua titik x.y E V(Pn) - W' 

sehingga untuk setiap z E W', d(x,z) > 1 dan d(y.z) > 1. Oleh karena itl!, I{x.y} n 

Nez)! = 0 ¢ 1. Bcrdasarkan Dcfinisi 2.4.1 W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan. 

Untuk W' yang setiap dua titiknya betjarak antara dua sampai empa f , maka W' = 
{Vi. Vi+3} dengan i = 1,2 •... , n - 3. Terdapat dua titik x,y E V(Pn) - W' st:hingga untuk 

setiapz E W',x.y E N(z)ataux.y E N(z).Akibatnya,l{x,y}n Nez)1 = O.2.0Iehkarena 

itu, I{x.y} n N(z)1 =#= 1. Berdasarkan Definisi 2.4.1 W' bukan himpunan pembeda 

ketetanggaan. Selanjutnya, untuk W' yang setiap dua titiknya betjarak lebih besar empat, 

berdasarkan Lemma 5.11 maka W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan. 

Oleh karena itu, W mcrupakan basis ketctanggaan. Terbukti bahwa dimA(Pn ) = l2n
s
+2J • 

. 12M2J Teorema 5.13 . dlmA(Cn ) = L-s- ,.untuk ~ ~ 4. 

Bukti. Misalkan V(Cn) = {vdi = 1.2, ...• n}. E(en) = (ViVi+11i = 1.2 •...• n - I} n (vnVt}. 

Terdapat dua kemungkinan nilai n yang letjadi yaitu n = 4 atau n ~ 5. 

Kasus 1. Untuk n = 4. Dipilih W = (VI' V2}' Terdapat titik V3. V4 E Veen) - W. Karena V3 E 

N(V2) dan V4 E N(V2) diperoleh I(V3. v4}nN(v2)1 = I(V3}1 = 1. Oleh karena itu, W merupakan 

himpunan pembeda ketetanggaan grafe dengan IWI = lzn;2J = l2.4
S
+2j = 2. 

Kasus 2. Untuk n ~ 5. Dipilih W = {V1,v3} U{V7+5(k-l): kEN, 7 + 5(k -1) ~ 

n} U{V9+S(k-t): kEN, 9 + 5(k - 1) $ n}. Diambil sebarang x,y E V(Cn ) - W maka tcrdapat 

en am kemungkinan yaitu: 
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(i) Untuk x = V2 dan y E {vp:p:j:. n} U{vn }. Jikay = vp dengan P =1= n, maka dipilih VI E W. 

Karcna V2 € N(vl ) dan vp E N(vl ) diperoleh l{v2, vp}nN(vtJl = HV2l1 = 1, sedangk:lO 

jika y = Vn' maka dipilih V3 E W. Karena V2 E N(V3) dan Vn E N(V3) dipcrolch 

HV2, v n }nN(V3)1 = I{V2ll = 1-

(ii) Untuk x = V4 dan y = Vq dcngan q =1= 2. Dipilih V3 E W. Karcna V4 E N (V3) dan vp E 

N(V3) diperoleh I {V4' vp }nN(V3)I = I{V4}1 = 1. 

(iii) Untuky E {V7+li(k-l)-l:k E N}U {V7+S(k-l)+l:k E N}U {V9+S(k-I)+1;k E N} dan x = 
Vs. Jika y = V7+S(k-l)-1,k E N, maka dipilih V7+5(k-l) E W. Karena V7+5(k-l)-1 E 

N(1J7+S(k-l» dan Vs E N(V7+S(k-:» diperoleh I{vs, V7+S(k-l)-1}nN(V7+S(k-l»1 = 

I{V7+S(k-O-l}1 = 1. 

Jika y = V7+S(k-l)+l> kEN, maka dipilih V7+S(fC-l) E W. Karena V7+S(k-l)+1 E 

N(V7+S(k-l» dan Vs E N(V7+S(k-l» diperoleh I {vs, V7+S(k-l)+1}nN(V7+S(k-l» I = 

I(V7+S(k-O+l}1 = 1. Sclanjutnya,jikay = V9+S(k-l)+1,k E N, makadipilih V9+S(k-t) E W. 

Karena V9+S(k-l)+1 E I'!(V9+S(k-l» dan Vs E N(V9+S(k-l) dipcrolch 

I{vs, V9+S(k-l)+1}nN(V9+S(k-l»I = I{V9+S(k-l)+1}1 = 1. 

(iv) Untuk y = {V7+S(k-l)+1: kEN} U{V9+S(k-l)+1: kEN} dan x = V7+5U-l)-t, j E N. Jika 

y = V7+5(k-l)+1' kEN. maka dipilih V~+S(k-l) E W. Karena V9+S(k-t)-1 = v7+S(k-l)+1 

maka V7+S(k-I)+1 E N( V9+S(k-l») dan V7+SU-l)-l e N( V9+S(!.:-1»)' Diperoleh 

I{ V7+SU-l)-1' V1+S(k-l)+1}nN( V9+S(k-l»)1 = I{V7+S(k-l)+l}1 = 1. J;ka' Y= 

V9+S(k-l)+1tk E N, maka dipilih V9+S(k-l) E W. Karena V9+S(k-l)+1 E N(V9+S(k-l» dan 

V7+S(j-l)-l E N(V9+S(k-l» diperoleh I{V7+5U-l)-V V9+S(k-I)+tlnN(V9+S(k-l»1 = 

I{ V9+S(k-l)+tll = 1. 

(v) Jika x = V9+S(k-l)-1 dan y = V9+SU-l)+1 dengan j. kEN. Dipilih v7+S(k-l) E W. Karena 

v7+S(k-l)+1 = V9+S(k-l)-1 maka V9+S(k-l)-1 E N(V7+S(k-l) dan V9+5(j-l)+1 ~ 

N(V7+S(k-1) diperoleh I{V9+S(k-l)-V V9+SU-l)+1}nN(V7+S(k-l)1 = I{V9+S(k-1)-1}1 = 1. 

(vi) Jika x = vn dan y = vs, s =1= 2. Dipilih VI E W. Karena Vn E N(Vl) dan lis e N(t.·I ) 

diperoleh I(vn' VS }nN(v1)1 = I{vnll = 1. 
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Berdasarkan uraian di alaS, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf Cn dengan 

IWI = l2~+2J. 

Selanjutnya, diambil sebarnng W' ~ V(Cn ) dengan IW'I < IWI. Maka terdapat dua kasus yaitu: 

(i) Untuk 4 S n < 7.IW'1 < IWI = l2ns+2J = 2 maka IW'I = 1. Misalkan W' = {vt } dengall 

t=1,2, ... ,n. Maka terdapat dua titik x,yEV(Pn)-W' sehingga I{x,y}nN(vt)l= 

o atau I{x.y} n N(vt)1 = 2. Olch karcna itu, I{x. y} n N(vt)1 :1= 1. 

(ii) Untuk n ~ 7, IWI = lzns+2J > 2 maka IW'I ~ 2. Terdapat vi. VJ E ~V' dengan i < j. 

leVi -Vj) > 4. Berdasarkan Lemma 5.11 W' bukan himpunan pembeda kctetanggaan. 

Berdasarkan uraian di atas, W' b:Jkan himpunan pcmbeda ketetanggaan. Oleh karcna ItU, W 

merupakan basis ketetanggaan. Terbukti banwa dimA(Cn) = l2~+2J • 

Teorema 5.14 dimA(H) = n - 1 jika dan hanyajika H == Kn. untuk n ~ 2. 

Bukti. (<=) Misalkan V(Kn) = {VI. V2 .... vn}. E(Kn) = (vivjli = 1.2 ..... n. j = 1.2 ..... n. i :1= 

j) dcngan n ~ 2 dan W = (Vl.V2 • .... vn- 1} schingga IWI = n - 1. Karena udak tcrdapat 

pasangan titik x,y E V(Kn) - W, maka W adalah himpunan pembeda ketetanggaan. 

Selanjutnya, diambil scbarang W' ~ V(Kn) dengan IW'I < IWI. Terdapat tiga kasus yaitu: 

(i) Unt.lk n = 2, IW'I < IWI = n - 1 = 1 sehingga diperoleh IW'I = 0 dan W' = 0. 

Berdasarkan Definisi 2.4.1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan. 

(ii) Untuk -n = 3, IW'I < IWI ='n - 1 ;.: 2 3ehingga diperoleh lUI = 1. Tanpa mengurnngi 

keumuman bukti misalkan W' = {Vt}. Karena pasangan titik V2' V3 E V(Kn) - W' dan 

I(V2.V3} n N(VI)I = 2 :1= 1, maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan. 

(iii) Untuk n > 3, untuk seliap Vi E W'maka untuk setiap pasangan titik vp. Vq E V(Kn) - W', 

vp• Vq E N(Vi) sehingga I( Vp. V'll n N(Vi)1 = 2 :1= 1. Berdasarkan Definisi maka W' bukan 

merupakan himpunan pembcda kctctanggaan. 

Oleh karena itu W merupakan basis ketetanggaan. Terbukti bahwa dimA(Kn ) = n - 1. 

(:=» Misalkan dimA(H) = n - 1, andaikan H == Kn. maka terdapat VI' vn E V(H) dengan 

v1t vn E E(H). Dipilih W = (VI} U{ ~'i: i = 1, 2, .. , m - 2}. Terdapat dua titik vn ' Vn-l V(H)­

W. Karena 11n E N(vI ) dan V n- 1 e NevI) . maka I{vn , Vn-l} n N(IlI)1 = 1. Berdasarkan Definisi 
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W adalah himpunan pcmbcda kctctanggaan, diperoleh IWI = n - 2. Hal ini kontradiksi dengan 

dimAH) = n - 1-

Berdasarkan uraian di alas. terbukli bahwa dimA (/I) = 11 - 1 jika dan hanya jika H == Kn, uotuk 

11 2: 2. 

Teorema 5.15 dimA(Sn) = 11 - 1, untuk n 2: 2. 

Bukti. Misalkan V(Sn) = (viii = 0,1, 2, ... , n), E(Sn) = (VOVj I i = 1.2.3, ...• n), dan deg(vo) = 

11.Misalkan vp sebarang el~:nen dari (vdi=1,2, ... ,n) dan W=(vtJi=1,2, ...• n,i"*p}. 

Diarnbil sebarang x, y E V(Sn) - W. Tanpa mengurangi keumuman bukti, x = va dan y = vp. 

Dipilih Vi E W. Karcna N(Vi) = {va}' maka I{vo, Vp}nN(Vi)1 = l{vo}1 = 1 

Berdasarkan uraian di atas dipcrolch bahwa W rncrupakan hirnpunan pernbeda ketetanggaan graf 

Sn· 

Misulkan U £; V(Sn) dengan va E U. Karena 171.172 E V(Sn) - U dan 

I{VI ,172 }nN(vo)1 = 2 "* 1 maka U bukan himpunan pembeda. Selanjutnya, rnisalkan 

Vq sebarang elemen dari W dan W' = {Vi E WI i "* q}. Karena vP' Vq E V(Sn) - W' rnaka 

I{vp , Vq }nN(Vj)1 = 0 "* 1. Bcrdasarkan Dcfinisi W' bukan himpunan pernbedaketetanggaan. 

Olch karcna itu. W mcrupakan basis kctctanggaan. Tcrbukti bahwa dimA(Sn) = n - 1. 

Teorema 5.16 Misalkan G ad:tlah grafterhubung berordo 11 2: 2 dan reG) merupakan hilangan 

dominasi pada graf G. Jil(a m 2: 3, makd 

dimA(GoKm ) = W(G)I (dimA(Km ) - 1) + reG) 

Bukti .. Misalkan D = (vnlclk = 1,2, ... , y(G)} merupakall hirnpunan 

dorninasi dari graf G. Bcrdasarkan penamaan titik hasil kali comb, Dl = (vnlc1lk = 

1,2, ... , y(G)} £; B. Sclanjutnya, bcrdasarkan Tcorerna 5.12, hirnpunan Wi = 

{Vij I j = 1,2, ... , m - 1} merup~kan basis metrik ketetallggaan graf Km(i) dengan i = 1, 2 .... , n. 

~1isalkan W = Dl Uf:l( Wi - Vii)' 

Diambil sebarang dua titik x,y E V(GoKm ) - W. Terdapat tiga kernungkinan pasangan titik 

tersebul, yaitu x = vp1 dan y = Vq l dcngan p, q e {n 1, "2' ... , 1ty(G)}, x = V p l dan y = vpm 

dcngan p e {nt, "2'"'' It.y(G)}' atau x = vpm dan y = Vqm dengan p "* q. 
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(i) Jika x = vpl dan y = Vq1 dengan p.q E {n1.nZ' ...• 1ly(G)}. Dipilih W = {vpz}· Karena 

vpl E N(Vp2) dan V41 E N(~'P2) m~ka IN( Vp2) n{ :Jpl' vqdl = I[ vptll = 1. 

(ii) Jika x = Vpl dan y = vpm dengan p E (nl' nZ ..... l1Y(G)}' Karena Dl merupakan himpunan 

dominasi dari induk. maka terdapat V'lk l E Dl sehingga d(vnkll Vpl) = 1. Sehingga Vp1 E 

N(Vnk l) dan vpm E N(vnkt) maka IN(vnkl) n (vpl• vpm}1 = l{l'Pl}1 = 1. 

(iii) Jika x = vpm atau x = Vqm dengan p =1= q. Dipilih W = (Vp2). Karena Vpm E N(Vp2) dan 

Vqm E N(vrz) maka IN(vp2) n{vpm• vqm}1 = 1{l'prn}1 = 1. 

Berdasarkan uraian di atas, maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoKm. 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoKm yang 

mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang W' ~ V(GoKm)' IW'I < IWi. Misalkan 

W' = D' U W', terdapat dua kemungkinan yaitu D' ~ 8,ID'1 < y(G) dan IW'I = IUt=l(Wj -

(vil})1 atau D' !;; 8, ID'I = reG) dan W' ~ Ur=l Hi .IW·I < IWi - (vull· 

(i) Misatkan W' = D' U W' dengan D' ~ 8.ID'1 < reG) dan IW"I = IUi=l(Wj - (vjt})l. 

Karena D' bukan merupakan himpunan dominasi minimal terdapat titik vp1 E 8 maka 

d( Vnkl' Vpt) > I. Vnkt E D' dengan k < reG). kEN. Terdapat dua titik Vplo Vph E 

V(GoKm) - W'. he {2, 3, ...• m}. Selanjutnya. terdapat dua kemungkinan we W' yaitu 

untuk wED' atau w E W·. 

a. Untuk WED', maka terdapat w = Vnkl dcngan k < r(G), kEN. Karena vpll vph E 

N(vnkt). Sehingg~ I{VVI' Vph} n N(Vnkl)1 = 0 =1= 1. 

b. Untuk W E W·, maka terdapat w = Vit dcngan t E (2,3, ... , m} dan t =1= h maka 

terdapat dua kemungkinan yaitu jika Vp l, Vph E N(Vit) dengan i =1= P dan jika 

Vpt, Vph E N(Vil) dengan i = P . Jika Vpt, Vph E N(vit) dengan i =1= P maka 

I{Vpl' Vph} n N(vu)1 = 0 =1= 1. Scdangkan,jika v ,l1. Vph E N(vjt) dcngan i = P maka 

I {Vplo Vph} n N(vit)1 = 2 =1= 1. 

(ii) Misatkan W' = D' U W' dengan D' ~ B.ID'I = y(G) dan W' ~ Ut=1 Hi .IW·I < 

IWj - {Vjdl. Maka terdapat Hi schingga maksimal IWi - (vjl}l- 1 titik yang menjadi 

anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti. misalkan HI sehingga maksimal 

IWl - {VllJl- 1 yang menjadi anggota W'. Akibatnya. tcrdapat dua titik VIZ, Vl3 E 
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V(GoKm) - W'. Sclanjutnya, tcrdapat dua kcmungkinan we W' yaitu untuk wED' atau 

wE W·. 

a. Unluk WED'. maka terdapal W = Vnkl,k = 1,2, ... ,y(G). Karena VI2'vU E 

N(Vnkl) untuk nk =1= 1 sehingga I{VI2, V13} (l N(vnkl)1 = 0 =1= 1 alaa V12, V13 E 

N(Vnkl ) untuk nk = 1 sehingga I{VI2, V13} (l N(w)1 = 2 =1= 1. 

b. Untuk wE W', maka terdapat w = Vzt der.gan t *" 2 dan t '* 3. Karena VI2.1113 E 

N(vzt ) untuk z =1= 1 sehingga I(VI2, V13} (l N(vzt)1 = 0 *" 1 atau V12' V13 e:: N(vzt ) 

untuk z = 1 sehingga I{VI2, V13} (l N(vzt)1 = 2 *" 1. 

Berdasarkar. uraian di alas, diperoleh bahwa jika terdapal Vip E Wi - {~1i1} atau terdapat Vnlc1 E 

Dl yang tidak mcnjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis ketctanggaan. Oleh karena 

itu. W merupakan basis ketetanggaan dengan dimA(GoKm) = W(G)I (dimA(Km) -1) + 
y(G)_ 

Tcorema 5.17 Misatkan G adalah grafterhubung bcrordo n ~ 2 dan y(G) merupakan bilangan 

dominasi pada gmf G. Jika m ~ 2, maka 

dimA(GoSm) = (W(G)I dimA(Sm)) - 1 + y(G) 

dengan titik cangkok 0 bukan merupakan titik dominan pad a graf Sm. 

Bukti. Misalkan D = (vnlclk = 1,2, ... , y(G)} merupakan himpunan 

dominasi dari gr..tf G. Berdasarkan pcnamaan titik hasil kali comb. Dl = (vnkllk = 
1,l, ... , y(G)} ~ B. Karena berdasarkan Teorema 5.15 maka dipilih Wi = {viol U{Vi}:j = 

2.3, .... m - I} mcrupakan basis metrik kctctanggaan graf Sm(i) dengan i = 1,2 .... , n. Misalkan 

W = DI Ur=l Wi - Vnto dengan t E (l.2 .... , reG)}. 

Diambil sebarang dua titik x,y E V(GoSm) - W. Terdapat liga kemungkinan pasangan titik 

tersebut. }airu (i) x, y E B (ii) x E B dan y E V(Sm(l)), dan (iii) x,y E V(Sm(i»). 

(i) Jika x.y E B. maka terdapal x = vpl dan = Vql • P '* q. Dipilih vpo E W. Karena Vpl E 

N(vpo) dan Vqt E N(vpo) maka HVpt, Vqt} n N(vpo)1 = IV1'11 = 1. 

(ii, Jika x E B dan y E V(Sm(i})' maka terdapat x = Vpl dan y = vpm , X = V1'l dan y = Vqm 

dengan P '* q. alau x = V1'I dan y = vnro dengan t E (1,2, ... , y(G)}. Karena Dl merupakan 

himpunan dominasi dari induk, maka terdapal Vnkl E Dl sehingga d(vnklr V1'l) = 1. 
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Karena vpl E N(Vnlcl) dan vpm' Vqm Il N(Vn/cl) diperoleh !{Vpl' vpm } n N( Vn/cl)! = 
I{vplll = 1 atau HVpl' Vqm } n N(Vn/cl)! = I{vp!}!' Jika x = Vpl dan y = vnlo dengan t E 

(1,2, ... , y(G)}, maka dipilih vpO E W. Karena Vpl E N(vpo) dan vnto e N(vpo). maka 

I{vPt' VIIIO} n N(vpo)! = I{Vpl}! = 1. 

(iii) Jika x,y -= V(Sm(I»), maka x:= vpm dan y = Vqm atau x = vpm dan y = vnlo dengan 

vnto Il Wi' Dipilih Vpo C W. Karena Vpm E N(vpo) dan Vqm Il N(vpoJ diperoleh 

I {vpm, vqm} n N(vpo)! = l{vpm}1 = 1 atau I{vpm, Vnto} n N(v1'o) I = I {Vpw }I = 1. 

Berdasarkan uraian diatas maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoSm. 

Sclanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda kctctanggaan graf GoSm yang 

mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang W' ~ V(GoSm), IW'I < IWI. Misalkan 

W' = 0' U W·, terdapat dua kemungkinan yaitu 0' ~ B, 10'1 < y(G) dan IW"I = IUr=l Wi -

Vnlol, t E (l,2, ... , y(G)} atau 0' ~ B, ID'I = y(G) dan W· ~ Uf=l Hi' IW"I < !Ur=l Wi -

VnIO!, t E (1.2, ... , y(G)}. 

(i) Misalkan W' = 0' U W· denga.l 0' £; B,IO'I < y(G) dan IW·I = Iur=t Wi - vnlol, t E 

(1,2, ... , y(G)}. Karena 0' bukan merupakan himpunan dominasi minimal t~rdapat titik 

Vpt E B maka d( Vn/cl' vpt ) > 1. Vn"l E 0' dengan k < y(G). kEN. Terdapat dua titik 

l1plo 111'h E V(GoKm) - w', hE {2, 3 •...• m}. Selanjutllya, terdapat dua kemungkinan wE 

W' yaitu untuk wED' at3u w E W·. 

a. Untuk wED', maka terdapat w = Vn/c1 dengan k < y(G),k E N. Karena ,vpl , Vph Il 

N(Vn/cl)' Sehingga I{Vpl' Vph) n N(vnIe1)1 = 0 :1= 1. 

b. Untuk wE W·, maka terdapat w = ViC dengan t E {OJ U(2, 3 •... , m} dan t:l= h maka 

terdapat tiga kemungkinan yaitu jika Vpl, vph E N(vit) dengan i :1= p, jika Vpl' Vph E 

N(ViO) dengan i = p, dan jika Vpl' v1'h E N(Vit) dengan i = P dan t:l= O. Jika 

Vpl' Vph e N(vtt ) dcngan i :1= P. maka I{Vpl' Vph} n N(vit)1 = 0 :1= 1. Jika Vpl' Vph E 

N(ViO) dengan i = p, maka /{vPlt Vph} n N(Vit)I = 2 :1= 1. Sedangkan. jika 

Vpt. vph e N(Vit) dengan i = P dan t:;: 0, maka I{Vpl' Vph} n N(Vit)1 = 0 ~ 1. 

(ii) Misalkan W' = 0' U W' dengan 0' ~ B.ID'I = y(G) dan W' ~ U~l Hi .IW·I < 

IU~l Wi - vnlol, t E (1,2 .... , y(G)}. Maka terdapat dua kemungkinan yaitujika terdapat Hi 
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sehingga maksimal IWi - vntol- 1 titik yang menjadi anggota W' dengan t E 

(l,2, ...• y(G)} ataujika terdapal H; sehingga maksim::ll!l}l- 1 titik yang menjad: anggo!a 

W'. Terdapat Hi sehingga maksimal I Wi - VntO 1- 1 litik yang menjadi anggota W' dengan 

t E (l,2, ... , y(G)}. Tanpa mengurangi kcumuman bukti. misalkan Hl sehingga maksimal 

IWt - vtol- 1 yang menjadi anggota W'. Akibatnya, terdapat due titik V12' v13 E 

V(GoSm) - W'. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinall wE W' yaitu untuk wED' atau 

wE W·. 

a. Untuk wE D', maka terdapat w = Vnkl,k = 1.2 .... ,y(G). Karena VIZ,VI3 E 

N(Vnlel) sehingga 1 {VtZ, V13} n N( Vnlet)1 = 0 *" 1. Beroasarkan DefinisiD' bukan 

mcrupakan himpunan pembeda ketetanggaafl. 

b. Untuk wE W·, maka terdapat w = vzt dengan t '* 2 dan t'* 3. Karena VIZ' Vn E 

N(vzt) untuk z *" 1, VIZ' V13 E N(vzo ) untuk z = 1, atau VIZ' vn E N(vzt ) untuk 

t *" 0, maka I{vlz, V13} n N(vzt)1 = 0 *" 1 alau HVIZ, V13) n N(vzo) I = 2 *" 1. Oleh 

karena itu, I{vtz, Vn} n N(vzt)1 -;: 1. Berdasarkan Definisi W·bukan merupakan 

himpunan pembeda ketetanggaan. 

Sedangkan, jika terdapat Hj sehingga maksimal I~I- 1 titik yang menjadi anggota W'. 

Tanpa mengurangi k~umuman bukti, misalkan HI sehingga maksimal IW11- 1 yang 

menjadi anggota W'. Akibatnya, terdapal dua litik VIZ' V13 E V(GoSm ) - W'. Selanjutnya. 

terdapat dua kemullgkinan wE W' yairu unruk wED' alau w E W·. 

a. Untuk wED', maka teniapal W = Vnkl,k = 1,2 .... ,y(G). Karena VI2,V13 E 

N(vnkl) sehingga I{VIZ,VI3) nN(Vnkl)1 = 0 *" 1. Berdasarkan Definisi D' bukan 

merupakan himpunan pembeda ketelanggaan. 

b. Untuk w E W·, maka terdapat w = vzt dengan t :;: 2 dan t '* 3. Karella V12' Vn E 

N(vzt ) untuk z *" 1, V12. vn E N(vzo ) unruk z = 1, alau VIZ, V l 3 E N(vzt) untuk 

t *" 0, maka I{vlz. V13} n N(vzt)1 = 0 '* 1 atau I{Vt2. V13) n N(vzo)1 = 2,* 1. Olch 

karen a itu. I{VI2. V13} n Nevzt)1 ~ 1. Berdasarkan Definisi W' bukan merupakan 

himpunan 'pembeda ketetanggaan. 

Berdasarkan uraian di alas, diperoleh bahwajika tl.!rdapat Vip E Wi - Vltto. t E {1,2, ... , yeG)} 

alau lerdapat Vn"l E DI yang tidak menjadi anggota W. maka W bukan merupakan basis 
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ketetanggaan. Oleh karena itu, W merupakan basis ketetanggaan dcngan dimA(GoSm ) = 
(W(r.)1 dimA(Sm») - 1 + y(G) • 

Teorcma 5.18 Misalkan G adalah sebarang grafterhubung berordo n ~ 2 dan H adalah grafnon­

trivial. Jika terdap~t basis ketetanggan B dari H dan mcrupakan himpunan dominasi, danjika untuk 

setiap v E V(H) - B yang memenuhi B ~ NH(v), maka 

dimA(G0H) = n.dimA(H). 

Pukti. Misalkan Bi adalah basis uari :Il' 

Pilih W = U~l Bi Diambil sebarang dua titik x, y E V (G0H) - W maka terdapat empat 

kemunfkman yaitu ( i ) x,y E V(Hi) ( ii ) x E V(Hi) dan y E V{Hj ) dengan i :I: j dan i,j E 

{l.2,3 ..... n}. ( iii) x E V(Go) dan y E V(Hi), dan ( iv ) x,y E V(Go). 

( i ) Misalkan x. y E V (Hi)' Karena Hi adalah basis keletanggaan dari Hi> terdapat t E Sj 

sehingga tx E H(G0H) dan ty fl E(G0H) alau tx fl E(G0H) dan ty E H(G0H) m~a . 
IN(lli) n (x,yll = 1. Oleh karena ilU x,y mcmiliki pcmbcda ketetanggaan di W. 

( ii ) Misalkan x E V(HJ dan y E V(Hj) dengan i :I: j. Karcna Hi adalah himpunan dominasi 

dari Hi. terdapat t E Sj schingga tx E H(G0H) dan ty fl E(G0H) maka IN(t) n 

(x,y}1 = 1. Oleh karena itu x.y mcmiliki pcmbcda ketctanggaan di W. 

( iii) Misalkan x E V(Go) dan y E V(H;). Terdapat t E Sj sehingga tx fl E(G0H) dan 

ty E E(G0H) maka IN(t) n (x,y}1 = 1. Olch karena itu x,y memiliki pembeda 

ketetanggaan di W. 

(iv) Misalkan x.y E V(Go). Terdapat i,j E {1,2,3, ...• n} dengan i :I: j sehingga x = Vi dan 

y = vJ' Dipilih t E Bi . Karena tvi E H(G0H) dan tVj fl E(G0H) maka 

IN(t) n {Vi. Vj}1 = IN(t) n (x.y}1 = 1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda 

ketetanggaan di W. 

Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan 

G0H . 

. Selanjulnya. ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan G0H dengan 

kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W. maka tcrdapat i E {l.2,3, ...• n}, schingga x E Bi • 

Akan ditunjukkan bnhwa W\(x} bukan himpunan pembeda ketetangaan. Karena Hi adalah basis 

dari Hi' maka Bi \ (x} bukan himpunan pcmbeda ketetanggaan dari Hi' Akibatnya terdapat dua 
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titik Vir. Vit E V(Hi) - Bi \ {X} dengan r"* t sehingga untuk setiap s E Bi\{x}, IN(s) n 

{Vir. Vit}1 "* 1. Diambil sebarang s E W\{X}. Karena liir. Vit E V(Hi) - Bi \ {X} maka Vir. ViC E 

V(G0H) - W\{X}. Terdapat dua kemwlgkjnan 5 E Bi \ (X} atau s E Bj denganj "* i. 

l) Misalkan 5 E Bi \ {X}, berdasarkan uraian sebelumnya IN(s) n (Vir, vitll "* 1. 

2) Misalkan 5 E Bj dan vir' ViC E V(Hi) - Bi \ {X} dengan i "* j, maka IN(s) n (Vi" Vit}1 = 0 "* 
1. 

Rerdasarkan kasus di atas, diperoleh bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan. Oleh 

karcna itu, W mcrupakan basis Jretetanggaan dengan dimA(G0H) = n.dimA~H). 

Teorema 5.19 Misalkan G adalah sebarang grafterhubung berordo n ~ 2 dan H adalah grnf non­

trivial. Jika tcrdapat basis ketetanggan dari H yang merupakan himpunan dominasi, untuk setiap 

basis kctctanggaan B di H terdapat v E V(H) - B yang memenuhi B ~ NH(v)~ maka 

dimA(G0H) = n.dimA(H) +r(G). 

Bukti. Misalkan Bi adalah sebarang basis ketetanggaan lokal dari Hi' D = {vnklk = 

1.2,3, ...• r(G)} mcrupakan himpunan dominasi daTi grafG. Bcrdasarkan penamaan titik-titik hasil 

kali korona, Do = {vnkolk = 1,2,3, ...• reG)} ~ Go. 

Pilih W = uf=t Bi U Do. Diambil sebarang dua titik x,y E V(G0H) - W maka terdapat 

tiga kcmungkinan yaitu ( i ) X E V(Hi) dan y E V(Hi) dengan i "* j dan i,j E {l,2,3, ...• n}, ( ii ) 

X c: V(Go) dan y E V(Hi) dengln i E {l,~.~ •...• n}, dan ( iii) x,y E VeGo). 

(i) Misalkan x e: V(Hi) dan y E V(Hj ) terdadat i,j E {1,2,3, ... , n} dan r,S E {1,2.3, ... , m} 

dengan i"* j dan r"* s sehingga x = Vir dan y = Vjs' Terdapaf Vit E W sehingga 

vilvir E E(G0H) dan vitVjs E E(G0H) maka IN(Vit) n {Vir' Vjs}1 = IN(Vil) n 
(x.y}1 = 1. Olch karcna itu x,y mcmiliki pcmbeda ketetanggaan di W. 

(ii) Misalkan X E V(Go) dan y E V(Hi) dengan i E {1.2,3, ... , n}. Terdapat Vnko E Do 

sehingga Vnkox E E(G0H) dan E E(G0H) sehingga IN(vnko) n {x.yJl = 1. Oleh 

karcna itu x. y memiliki pcmbcda kctctanggaan di W_ 

(iii) Misalkan x.y E V(Go) maka terdapat i,j E {nt. nz, n3, ... ,1ly(G)} dengan i =#: j sehingga 

x = Vi dan y = Vj_ Dipilih vnko E Do- Karcna VnkOVj E E(G0H) dan VnkOVj rt E(G0H) 

maka IN(vnko) n {Vi' Vj}1 = IN(vnko) n {x,yJl = 1. Olch karena itu x.y memiliki 

pcmbeda kctctanggaan di W. 
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Berdasarkan uraian di atas diperolch bahwa W mcrupakan himpunan pembcda kctctanggaan 

G0H. 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan G0H yang 

mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W. Akan ditunjukkan bahwa W\(x} 

bukan himpunan pembeda ketetaP-ggaan. Terdapat dua kemungkinan yain. terdapat i E 

{1,2,3, ...• n), sehingga x E Bi atau x E Do. 

(i) Misalkan terdapat i E {1.2,3 ..... n}, sehingga x E Bi • Karena Bt adalah basis dari Hi> maka 

Bi \ {x} bukan himpunan pembeda dari Hi' Akibatnya terdarat dua titik Vir. Vit E V(Hi ) -

Bt \ {X} dengan r '* t sehingga untuk setiap U E Bi\{x}, INtu) n {Vir, vf~}1 '* 1. Diambil 

sebarang s E W\{x}. Terdapat tiga kemungkinan, yaitu s E 8 i \ {x}. s E 8j denganj '* 
i atau s E Do. 

a. Misalkan s E Bf \ {Xl, berdasarkan kasus di atas makr. IN(s) n (Vir,Vft}1 '* 1. 

h. Misalkan s E 8j • Karena Vir, 17ft E V(Ht ) - 8i \ {x} dcngan i '* j, m&ka 

IN(s) n {Vfr,Vft)1 = 0 '* 1. 

~. Misalkan s E Do, maka terdapat k E (1.2,3, ... , y( Go)} sehingga s = vpko, T erdapat dua 

kemungkinan yaitu Pk '* i atau Pk = i. Untuk Pk '* i diperoleh bahwa 

IN( VPkO) n (Vir,Vtt}1 = 0 '* 1 sebab Vir,Vit E V(Htl- Bi \ {X}, sedangkan untuk 

Pk = i dipcroleh bahwa IN(vPko) n {Vir, Vft}1 = 2 '* 1. 

(ii) Misalkan x E Do. Karena Do adalah him!>unan dominasi dari Go, maka Do \(x) bukan 

himpunan dominasi minimal dari Go. Ada u EGo, sehintiga I.a1tuk setiap Z E Do \{x}, Z tidak 

bertetangga dengan u. Karena u EGo. maka terdapat i E {l,2,3, ... , n} schingga 1t = ViO' 

Dipilih Y E V(Ht) - 8 i . Berdasarkall pemilihan u dan y diperoleh bahwa u,y E 

V(G 0 H) - W\{x}. Diambil sebarang s E W\{x}. Tcrdapat dua kcmungkinan, yaitu s E 

Do \ {x} atau s E 8 i . 

a. Misatkan s E Do \ {x}. Berdasarkan pemilihan u dan y diperoleh IN(s) n (x,yJl = 0 '* 
1. 

b. Misatkan s E Bi . Berdasarkan pemilihan u diperoleh us E f(G 0 H), sedangkan ys E 

E(G 0 H) sebab 8 i merupakan basis dari Hi' Okh karena itu IN(s) n {Vi' Vij}! = 2 * 
1. 
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Berdasarkan kasus di alaS. dipcrolch bahwa W merupakan himpunan pembeda kctetanggaan. 

Oleh karcna itu. W meru!lakan basis ketetanggaan dengan ketetanggaan lokal dengan 

dim,,(~0H) = n.dim,,(H) + y(G). 

Teorema 5.20 Jika G merupa!~an sebarang grafterhubung dengan \)rdo n ~ 2, maka 

dim" (G0k Sm) = k. n. dimA (Sm) + k. n - 1 

Bukti: Misalkan V(G) = {uv u'2' ... , un} dan V(Sm) = {Vir V2, ... , vm}, dcngan deg Vm = m-

1. Misalkan Sr.:11 adalah salinan dari graf Sm kc ·il, !TIaka 

V(Smll) = {VilJIi = 1.2 ..... m}, dengao i = 1.2, .... n.l = 1,2, ... , k. 

V(G0k Sm) = V(/) U~~l Ur=l V(Smll)' 

E(G0k Sm) = E(G) Ui~l Ur=l E(Smu) U{UjVilj I Uj E V(l). Vilf E V(Smu)}' dan dimA(Sm) = 

m - 2. Dipilih B = {VIOO. V200 • ... , ven-I)oo} dan Su = (Vill. vI12 .... ' VU(m-2)} adalah basis metrik 

ketetanggaan graf Smll' Maka dipilih W = B U~l(Ur=l Sit Ur;l{Vil(m-I)})' sehingga IWI = 
k. n. dim" (Sm) + k. n - 1. 

Kemudian akan ditunjukJ.-an bahwa W pembeda kctetanggaan graf G0k Sm, Diambil sebarang 

dua titik berbeda x.y E V(G0k Sm) - W. maka terdapat empat kemungkinan pasangan titik yaitu 

(i) x.y E V(Smi/) - W. (ii) x E V(/) - W dan y E V(SmiJ - W, (iii) x E V(Smil) - W dan y E 

V(Smlk) - W, dengan l =1= k, dan (iv) x E V(Smil) - W dan y E V (Smjk) - W. dengan i =1= j, 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa tiap kemungkinan pasangan titik tersebut mempunyai . . 

pembeda ketetanggaan di W, 

(i) Untuk x.y E V(Smll) - W. maka x = vUm dan y = vU(m-I)' Dipilih vill E W maka 

vil1vUm E E(G0k Sm). karcna vilm mcrupakan titik dominan, Tetapi ViUVU(m-l) E 

E(G0k Sm) sehingga ING(Vill) () (x.y}l = ING(viu) () (Vilm, vil(m-l)}1 = l{vum}1 = 1. 

Dengan demikian maka pasangan titik x,y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W, 

(ii) Untuk x E V(/) - W dan y E V(Smi/) - W, maka x = vsoo dan y = Vilj' Terdapat dua 

kemungkinan yang le~iadi yaitu s = i atau s =1= i. 

• L'ntuk s = i. maka x = vsoo = viOO dan y = viLf. Karena G graftcrhubung maka terdapat 

Veoo E W dengan veoo vsoo E (G0kSm). telapi VtOOVilf E E(G0k Sm) sehingga 

ING(vtoo) () (x,y}l = INc(VtOo) () {vsoo. Vilj}1 = I{vsooll = 1. 
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• Untuk s :;: i, maka x = Vsoo :;: vwo dan y = VilJ' Dipilih vs{g E W maka vSfgvsOO E 

E(G0kSm), tctapi VsOOVUj E E(G0k Sm) sehingga !Nc ( VSf9) n (x,y)! = !Nc(vsfo) n 

( vso'o, Vilj } I = ! (vsoo}l = 1. 

Dengan demikian maka pasangan titik x,y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

(iii) Untuk x E V(Smj/) - W dan y E V(Smlk) - W, dengan l :;: k, maka x = VUm dan y = Vikj' 

Dipilih vm E W maka vmvUm E E(G0kSm), karefla Vilm merupakan titik dominan, tetapi 

viltVikj e E(G0kSm) sehingga !Nc(vilt) n {x,y)1 = !Nc(vm) n {Vilm, vfkJl! = !{vilm)1 = 

1. Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

(iv) Untuk x E V(Smil) - W dany £: V (Smjk) - W, dengan i:;: j, makax = VUg dany = Vjkh' 

Dipilih ViOO E W maka ViOoVUg E E(G0kSm), tetapi ViOOVjkh ft E(GGkSm ) sehingga 

INc(ViOO) n (x,y}1 = !Nc(vwo) n {Vil9' Vjkh}! = I{vilgl! = 1. Dengan demikiaa maka 

pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

Sclanjutnya, akan ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembcc!a ketetanggaan G0kSm 

dengan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W. Maka tcrdapat tiga kemungkinan yaitu I) 

Terdapat t E (1,2, ... , n - I) sehingga x = VtOO, 2) Terdapat r E (1,2, ... , k - I) sehingga x = 

vir(m-l). dan 3) Tcrdapat bE {l,2, ... , m - 2} schingga x = vllb' Akan ditunjukkan bahwa W -

(x) bukan himpunan pcmbcda ketetanggaan. 

3) Misalkan terdapat t E (l,2, ... , n -1) sehingga x = Vtoo. Dipilih pasangan titik Vtlj, Vnlj E 

V(G0kSm) - {W - (x)} dengan t:1= n. Diambil sebarang Vs E W - {x}. Te$pat tiga 

kemungkinan yaitu: 

(i) Jika terdapat i E (1,2, ... , n - I), dengan Vs = ViOO dan t:;: i, maka !Nc(vs) n 

{Vtlj, Vnlj}l = 0 =1= 1. 

(ii)Jika terdapat IE (l,2, ... ,k-l), dengan Vs = Vi/(m-l) maka !Nc(vs) n{Vtlj,Vnlj}! = 
0:1= 1. 

(iii) Jika terdapat j E (1,2, ... ,m - 2},dengan Vs = VUj' maka INc(vs) n {Vtlj, Vnlj}! = 0:;: 

1. 

4) Misalkan tcrdapat r E (1,2, ... , k - 1) schingga x = Vir(m-l)' Dipilih pasangan titik 

vir(m-l), Vih(m-l) E V(G0k Sm) - {W - {x}} dengan r:;: h. Diambil sebarang Vs E W -

(x). Terdapat tiga kemungkinan yaitu: 
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(i) Jika terdapat i E (1,2, .... n -I}, dengan 

(Vir(m-l)' Vit(m-I)I! = 2 * 1. 

(ii) Jika terdapat l E {l,2 •... , k - I}, dengan Vs = Vjl(m-l)' dengan l * T. maka !NG(vs) n 

(Vir(m-l)' vih(m-l)l! = 0 * 1. 

(iii)Jika terdapat j E (1,2 •... , m - 2}, dcngan Vs = Vir(m-l), maka !NG(vs) n 

(Vir(m-l)' vih(m-l)11 = 0 * 1. 

S) Misalkan terdapat b E {l,2, ... , m - 2} sehingga x = vilb' Dipilih pasangan titik Vi/b, 'L"ilp c: 

V(GOkSm) - {W - {x}} dengan b * p. Diambil scbarang Vs E W - {x}. Terdapat tiga 

kemungkinan yaitu: 

(i) Jika terdapat i E {1,2, ... , n - I}, dengan Vs = viOO maka !NG(v~) n (Vilb, ViIP}! = 2 * 1. 

(ii) Jika terdapat IE {1,2, ... ,k - I}, dengan Vs = Vil(m-I), maka ING(vs) n (Vilb, ViIP} I = 

0*1. 

(iii)Jika terdapat j E {l,2, ... , m - 2}, dengan Vs = VUb. dengan b * j. maka INcCvs) n 

(Vilb, Vitp II = 0 * 1. 

Bcrdasarkan uraian diatas, W - (x} bukan himpunan pcmbeda ketetanggaan. Oleh karena itu 

W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan minimal atau basis dari graf GOkSm. Jadi 

dimAGOkSm) = IWI = k.n.dimA(Sm)+k.n-l. 

Teorema S.21 Jika G merupakan seb8fcll1g graf terhubung dengan ordo n ~ 2, dan Pm dengan 

ordo m = Sa + I atau m = Sa + 3, a E N, maka 

dimA (GOkPm) = k. n. dimA (Pm) + k. n - I 

Bukti: Misalkan V(G) = (U.,uz, ... ,Un}, V(Pm) = {V.,V2,""Vm}, Misalkan Pmu adalah salinan 

dari graf Pm ke-il, maka V(Pmu) = (VUjU = 1.2, ... ,m}. dengan i = 1,2, ...• n,l = 1,2 •...• k. 

V(GOkPm) = V(I) Ur=l U~=l V(Pmil), 

E(GOkPm) = E(G) Uf:l U~=I E(Pmi/) U{UjVUj I Uj E V(l), Vilj E V(Pmi/)}' dan dimA(Pm) = 

lz,:+zJ. Dipilih B = {VIOO. V200,"" V(n-l)Oo} dan 
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Sil 

(

tvm) u {Vil(4+S(P '1»: P F. RJ. 4 + 5(p - 1) =:; m} U {VU(7+S(p-l)): pEN, 7 + S(p - 1) < m - 1} 

U {~'ilm}. untuk m = Sa + 3.n E N 

= (vm} U {VIl(4+S(P-l)):P E N,4 + S(p -1) S; m} U {Vil(7+S(P-l)):P EN, 7 + S(p -1) S; m}, 
Itntuk m = Sa + 1, a E N 

adalah basis metrik ketetanggaan graf Pm iI' 

Maka dipilih W = B Ur=l (Ur=1 SI! u~~"l{ VU(m-l)}), sehingga I wi == k. n. dimA (Pm) + k. n - 1. 

Kemudian akan ditunjukkan bahwa W p::mbeda ketetllnggaall graf G0k Pm , Diambil sebarang 

dua titik berbeda x.y E V(G0k Pm) - W, maka terdapat empat kemungkinan pasangan titik yaitu 

(i) X E V(1) - W dan y E V(Pm;/) - W, (ii) x. y E V(Pmu ) - W, (iii) X E V(Pmu ) - W dan J' E 

V(PmiJ - W. dengan l::f: t, atau (iv) x E V(Pmi/) - W dan y E V (Pm,J - W, dengan i '* j. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa tiap kerr.ungkinan pasangan titik tersebut mempunyai 

pemheda ketetanggaan di W. 

(i) Untuk x E V(I) - W dan y E V(Pmi/) - W. maka x = Vsoo dan y = Vilj' Terdapat dua 

kemungkinan yang terjadi yaitu s = i atau s '* ;. 
• Untuk s = i maka x = vsoo = ViOO' Y = Vilj' Karena G graf terhubung maka terdapat 

VtOO E W dengan VtOO bertetangga dengan vsoo, sehingga vsOOVtOO E E(G0k Pm ), tetapi 

VtOOVilj e E(G0k Pm ) 

I (Vsoo) I = 1. 

sehingga 

• Unt'Jk s::t· i ~aka x = Vsoo '* ViDO. Y =- Viij' Dipilih "ilh E W s'!hingga VUh vitj E 

E(G0k Pm ), tetapi vilhvsOO e E(G0k Pm ) sehingga ING(vuh) n (x,y}1 = !NGeVi/h) n 

{vsoo. Vilj}! = !{Vilj}! = 1. 

Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

(m Untuk x.y E V(Pmi,) - W maka x = vilf dan y = Vilg' Dipilih vilh E W maka VilhVilg E 

E(G0 k Pm ). tctapi VilhVilt e E(G0k Pm ) schingga ING(Vilh) n (x.y}1 = !NG(Vilh) n 

{Vilt' ~'ilg}1 = 1{~'il9}1 = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x,y mempunyai pembeda 

ketetanggaan pada W. 

(iii) Ul1luk x E V(PmJ - W dan y E V(Prnit) - W, dengall I '* t, maka x = Vilp dan y = Vitq' 

Dipilih I..'ilh E W maka vilh Vilp E E(G0k Pm ), tetapi Vilh Vitq e E(G0k Pm ) sehingga 
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ING(Vilh) n (X,y}l = INGeVilh) n {VilP' Vitq}1 = I{ vup}1 = 1. Dengan demikian maka 

pasangan titik x, y mempu!lyai pembeda ketetanggaan pada W. 

(iv)Untuk x E V(Pmil ) - W dan y E V (Pmjt ) - W, dengan i * j maka x = vilp dan y = Vjtq· 

Dipilih viOO E W maka Vjf\OVilp E E(G0k Pm), tetapi VtOOVjtq E E(G0k Pm) sehingga 

INcCViOO) n (x,y}l = ING(ViOO) n {vup, vjtq}1 = l{vup}1 = 1. Dengan demikian maka 

pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

Sclanjl!tnya, akan ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan G0k Pm 

dengan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W. Maka terdapat tiga kemungkinan yaitu 1) 

Terdapat t E {l,2, ... , n - 1} sehingga x = VtO,,, 2) Terdapat r E {I,2, ... , k - I} sehingga x = 

vir(m-l}, dan 3) Terdapat x E Su dcngan x = Vm. Akan ditunjukkan bahwa W - {x} buk&n 

himpunan pembeda ketetanggaan. 

1) Misalkan terdapat t E {l,2, ... , n - I} sehingga x = Vtoo. Dipilih pasangan titik Vtlj, vnlj E 

V(G0k Pm ) - {W - {x}} dengan t * n. Diambil sebarang 11s E W - {x}. Terdapat tiga 

kemungkinan yaitu: 

(i) Jika terdapat i E {1,2, ... , n -I}, dengan Vs = viOO dan t * i, maka ING(vs ) n 

(vcli' Vnlj}1 = 0 * 1. 

(ii) Jika terdapat IE {1,2, ... ,k -I}. dengan Vs = Vil(m-l} maka ING(vs ) n (Vtli,Vnlj}1 = 

0*1. 

(iii) Jika terdapat Vs = Vil) E Su. maka ING(vs) n (Vttj, vnlj}1 = 0 * 1. 

2) Misalkan terdapat r E {l,2, ... , k - 1} sehingga x = vir(m-l)' 

• Untuk m = Sa + 1. Dipilih pasangan titik Virm, Vihm E V(G0k Pm ) - W - {x} dengan 

r * h. Diambil sebarang Vs E W - {x}. Terdapal tiga kemungkinan yaitu: 

(i) Jika terdapat i E (1,2, ... , n - I), dengan Vs = ViOO maka ING(vs ) n {Virm, Vilm}1 = 

2*1. 

(ii) Jika terdapat l E {1,2, ... , k - IJ. VS = vilp E Sil, dengan I * r, maka ING(vs) n 

{Virm. VihmJI = 0 * 1. 

(iii)Jika terdapat Vs = Vilj E Silt maka INc (vs ) n {Virm, vihmJl = 0 * 1. 

• Untuk m = Sa + 3. Dipilih pasangan tilik vir(m-2}' vih(m-2} E V(G0k Pm ) - {W - {x}} 

dengan r * h. Diambil sebarang Vs E W - {x}. Terdapat tiga kemungkinan yaitu: 
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(i) Jika terdapat i E {1,2, ... ,n-1), dengan Vs = ViDD maka INc(vs ) n 

{Vir(m-Z)' Vu(m-z)}i = 2 ::/= 1. 

(ii) Jika terdapat IE {1,2, ... ,k - I}, VS = vu" E Sil' dengan 1::/= r. maka INc(vs ) n 

{ViT(m-Z)' Vih(m-Z)}I = 0 =1= 1. 

(iii)Jika terdapat Vs = vUJ E Sil, maka ING(vs ) n {Vir(m-Z)' Vih(m-Z)}I = 0 =1= 1. 

3) Misalkan terdapat b E Su sehingga x = Vilb' Dipilih pasangan titik vilb, vii" E V(G0k Pm ) -

W - (x) dengan b =1= p. Diambil sebarang Vs E W\x. Terdapat Iiga kemungkinan yaitu: 

(i) Jika tp.rdapat i E (1,2, ... , n - I), dengan Vs = ViDO maka ING(vs ) n (VUb' Vil,,}1 = 2 *- 1. 

(ii) Jika terdapat l E {1,2, ... ,k - l}, dengan Vs = vU(m-l), maka ING(t;s) n {Vilb' vu,,}1 = 
o *- 1. 

(iii)Jika terdapat j E (1,2, ... , m - 2), dengan t·s = vUb, dengan b::/= j, maka ING(vs ) n 

{Vi!b' vu,,}! = 0 * 1. 

Bcrdasarkan uiaian diatas, W - (x} bukan himpunan pembeda kctctanggaan. Olch karena itu 

W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan minimal atau basis daTi graf G0k Pm . Jadi 

dimA(G0k Pm ) = IWI = k.n. dimA(Pm) + k.n-1. 

Teorema 5.22 Misalkan G merupakan sebarang graf terhubung dengan ordo n ~ 2 dan H 

.. merupakan graf non trivial. Jika terdapat basis ke~etanggaan S untuk H rang ju~a merupakan 

himpunan dominasi, maka 

dimA (G0k H) = k. n. dimA (H), dengan k ~ 2 

Bukti: MisalkanV(G) = {u1,uz, ... ,Un} dan V(H) = {vvvz, ... ,vm}. Misalkan Hu adalah 

salinan dari graf H kc-il, V(Hu) = {vilJlj = l,2, ... ,m}, dengan i = 1,2, ... ,n,1 = 1,2, ... ,k. 

V(G0k H) = V(/) U~l Uf=l V(Hu), 

E(G0k H) = E(G) Ut=l U~=l E(HiI) U{UiVUJ I ui E V(G), Vilj E V(HiI)}· 

Misalkan Sit adalah sebarang basis ketetanggaan daTi Hil . Dipilih W = U~l U~=l Silo sehingga 

IWI = k.n.dimA(H). 

Kemudian akan ditunjukkan bahwa W pembeda ketetanggaan graf G0k H. Diambil sebarang 

dua titik bcrbeda x,y E V(G0k H) - W, maka terdapat lima kemungkinan pasangan titik yaitu (i) 
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x,y E V(I) - W, (ii) x E V(G) - W dan y E V(Hil ) - W, (iii) x,y E V(Hu) - W, (iv) x E 

V(HiI ) - W dan y E V(Hik ) - W, ticl1gan I :f: k. dan (v) x E V(Hu) - W dan y E V(Hjk ) - W. 

dengan i '* j. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa tiap kemungkinan' pasangan titik terscbut 

mempunyai pembeda ketetanggaan di W. 

(i) Untuk x,y E V(I) - W, maka x = vsoo dan y = vpoo· Dipilih vshi E W, maka vshivsOO E 

E(G0k H) tetapi VshiVpoo E E(G0k H) sehingga INc(Vshi) n (x,y}\ = !NC(VShi) n 

{vso.I , vpoo l! = I{ vsOo}! = 1. Dengan demik.i2!1 roaka pasangan tit;k x, y mcmpunyai pembeda 

j(ctetanggaan pada W. 

(ii) Utltuk x E V(I) - W dan y E V(HiI ) - W, roaka x = Vsoo dan y = Vilrn' Terdapat dua 

kemUtlgkinan yang teljadi ya:tu s = i atau s '* i. 
• Untuk s = i, roaka x = vsoo = ViOO dan y = vilrn' Dipilih Vihj E W. mnka VihjVsOO E 

E(G0kH), tetapi VihjVilrn E E(G0k H) sehingga !NG(Vihl) n (x,yll = !NG(vihj) n 

(vsoo, vurn}! = \(vsoo}1 = 1. 

• Untuk s'* i, maka x = Vsoo '* ViOO dan y = Vihn' Dipilih Vshj E W, maka VshjVsOO E 

EeG0kH), tetapi VshjVilm E E(G0kH) sehingga !NG(vsh/) n (;-:,y}1 = ING(vshj) n 

(vsoo, vurn}! = I {vsoo} I = 1. 

Dengan demikian maka pasangan titik x,y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

(iii)Untuk x,y E V(Hu) - W maka x = vilf dan y = Vilg' Dipilih Vilh E W, karcna Vilh 

mcrupakan ~lemen ~impunan dominasi, maka dapat dipastikan bahwa VilhVilg E E(G0kH), 

tetapi vilhVilf E E(G0k H) sehingga INGeVilh) n (x,y}1 = !NG(Vilh) n {Vilf' VilOl! = 

I{ Vitg}l = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembcda ketetanggaan 

pada W. 

(iv)Untuk x E V(Hjl) - W dan y E V(Hik ) - W. dengan 1=1= k, maka x = Vilrn dan y = vikm. 

Dipilih vilf E W, karena Vilf mcrupakan clemen himpunan dominasi, jadi dapat dipastikan 

bahwa vilfvilm E E(GOkH). tetapi vllfvikm E E(GOkH) sehingga ING( viiI) n (x,y}1 = 
!Nc( Vii!) n (Vilrn' ~'tkm}1 = I{Vilm}\ = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x,y 

mempunyai pembeda ketetanggaan pada W. 

(v) Untuk x E V(Hu) - W dan y E V(Hjk ) - W. dcngan i '* j, maka x = Vilm dan y = Vjkm' 

Dipilih vHf E W. karena Vilf merupakan elemen himpunan dominasi, jadi dapat dipastikan 
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bahwa VilrVUm E E(G0k H), tetapi VUrVikm ~ E(G0kH) sehingga ING(Vilf) n {x.y)1 = 

IN~(vilf)n{Vilm.t.·jkrn}l = I{Vilm)1 = 1. Dengan dcmikian m~ka pasangan titik x.y 

mcmpunyai pcmbcda kctctanggaan pada W. 

Selanjutnya, akall ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan vembeda ketetanggaan G0k H 

dcngan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W. Terdapat j E {l.2, ... ,m -l} sehingga 

x = viIi' Dipilih pasangan titik ViIi' Vilp E V(G0t H) - W - {x) denganj :1= p. Diambi! sebarang 

Vs E W\x. Terdapat dua kemungkinan yaitu: 

(i) Jika terdapat r E (1.2, ... , m - 1), dengan Vs = Vilr dan r :1= j, maka ING(vs) n {vili: vup}1 = 
2:1= 1. 

(ii) Jika terdapat r E !1,2, ... , m - I}, dengan Vs = v{gn maka ING(vs) n {Vili' Vilp} I = 0 :1= 1. 

Bcrdasarkan uraian diatas, W - (x) bukan himpunan p~mbeda ketetanggaan. Olch karcna itu 

W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan minimal atau basis dari graf GOtH. Jadi 

dimA (G0k H) = jWI = k.n.dimA(H), dcngan k ~ 2. 

5.3. DIMENSI METRIK KETETANGGAAN LOKAL 

Lemma 5.23 Misalkan graf G adalah graf lintas:m dan graf siklus berordo n, S ~ V(G) dengan 

5 = {vnj I i = 1,2, ... , k dcngan nj < ni+1)' Jika terdapat v~i' Vnl+1 
E S sehingga levn/ - Vni+1

) > 

4 maka 5 bukan lllerupakan himpunan pembeoa ketetauggaan lokal. 

Bukti. MisaLkan 5 ~ V(G) dCllgan S = {vn, I i = 1,2, ... , k dengan nj < 11i+l}' Misatkan terdapat 

vnl' vnl+1 E 5 sehingga l(vnj - vnj+1
) > 4. Berdasarkan himpunan titik pada graf G diperoleh 

himpunan titik v(nt)+i E V(Pn) - S dengan j E {l, 2, .. " t}, t ~ 5, Terdapat dua kasus, yaitu: 

Kasus 1. Untuk graf G adalah graf lintasan (Pn ). Misalkan Vepn ) = 

{vdi = 1,2, ... , n} dan E(P,,) = {vjvi+t!i = 1,2, ... , n - I}. Diambil sebarang s E 5 maka 

terdapat 4 kcmungkinan yaitu s = vnl ' S = Vni+1
' S =1= vni' atau S =1= vnl+1' Jika S = vn , maka 

N(s) = {v(nj)+1} untuk Hi = 1 atau N(s) = {V(nj)+1' V(nj)-l} untuk 11 yang lain. Jika s = vn'+1 

maka N(s) = {v(nl+,)-d untuk ni+1 = n atau N(s) = {V(n/+I)+l' V(n/+
1
)-tl untuk n yang lain. 

Sedangkan jika s :1= VIII atau s =1= v n/+ I ' maka terdapat 1tp < ni sehingga s = Vnp atau terdapat 

nq > 1tj+l sehingga s = Vllq' Diambil sebarang titik yang bertetangga x,y E Vepn) - 5, maka 
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terdapat x = v(nj}+2 dan y = v(nj)+3 dengan v(nj}+2. v(ni)+3 e: N(s). Diperoleh, 

l{v(nl)+2' V(n/)+3} n N(s)1 = 0 * 1 

Kasus 2. Untuk graf G adalah graf siklus (Cn ). Misalkan VeCn ) = {vdi = 0.1. 2 ....• n} dan 

E(Cn ) = {vtvi+lli = 1.2 ..... n - 1} n {VnVl}' Diambil sebarang s E 5 maka terdapat 4 

kemungkinan yaitu s = v n" S = Vn'+1 ' S * v nf• atau s * Vni+1 • Jika s = v nj maka N(s} = 
{V(n/)+l' Vn} untuk ni = 1 atau N(s) = {V(n/)+1' V(nj)-tl untuk n yang bn. Jika s = Vni+1 maka 

N(s) = {v{nj)-v VI} untuk ni+1 = n atau N(s} = (V(nj)+I' V(nj)-l} untuk n yang lain. Jika s =1= 

Vn,. atau s * Vn '+1 maka terdapat np < ni sehingga s = v n" atau terdapat nq > ni+1 sehingga 

~ = Vnq ' Diambil sebarang titik ya:lg bertetangga x,y E V(Cn ) - 5, maka terdapat x = V(ni)+2 

dan y = v(ni)+3 dengan v(nj)+2' v(nf)+3 e: N(s). Diperoleh, I(v(ni)+2' v(ni)+3} n N(s)1 = 0 * 1. 

Berdasarkan uraian di atas, S bukan merupakan him?unan pembeda ketetanggaan loll:al. 

rn - 11 Teorema 5.24 dimA,r(Pn) = 41' untuk n ~ 2. 

Bukti. Misalkan (Pn ) = {vdi = 1.2 •...• n}, E(Pn ) = {VtVi+11i = 1,2 ..... n -I}. Terdapat lima 

kemungkinan nilai n yang terjadi, yaitu n = 2, n = 4m - 1. n = 4m. n = 4m + 1. atau n = 
4m + 2 dengan mEN. 

Kasus 1. Untuk n = 2. Dipilih W = {V2} sehingga tidak tcrdapat dua titik bcrtctangga x.y E 

Vepn ) - W. Maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf Pn dengan IWI = 

r2~11 = 1. 

Kasus 2. Untuk n = 4m + 2 dengan mEN. Dipilih W = {V3+4(k-l) : k < rn:
11,k E N} U 

{Vn}. Diambil sebarang Vi E W pada graf lintasan maka Vi = V3+4(k-l), k < rn~11, kEN atau 

Vi = Vn . Sehingga dipcrolch 

NeVi) = {{Vn-l} • untuk~i = vn 
{V3+4(k-l)-1' V3+4(k-I)+1} • untuk Vi - V3+4(k-l) 

Diambil sebarang x.y E V(Pn ) - W dan xy E E(Pn ) maka terdapat dua kemungkinan yaitu 

x = V3+4(k-l)-2. Y = V3+4(k-l)-1 dan x = V3+4(k-l)+1.Y = V3+4(k-lh2 dengan k < [":11, k E 

N. Oleh karena itu. 

I {V3+4(k-l)-Z' V3+4(k-1)-1}nN(V3+4(k-l)}1 = I{V3+4(k-l)-.J1 = 1 atau 

40 

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI 



I{V3+4(k-1)+V V3+4(k-1)+2 }nN(v3+4(k-t»1 = I{V3+4(k-l)+dl = l. 
Berdasarkan uraian di alas, W merupakan himpur.an pembeda ketelanggaan lokal graf Pn deng(ln 

IWI = rn~l 
Kasus 3. Untuk n = 4m - 1, n = 4m. atau n = 4m + 1 dcngan m E ru. Misalkan W = 
{V3+4(k-1} : k:5 rn~11, kEN}. Diambil scbarang Vi E W pada graf lintasan maka tcrdapat i = 

3,7, ...• 3 + 4(k - 1) •...• 3 + 4 nn~11- 1) dcngan k:5 rn~ll. kEN. Sehingga Jiperolch 

{ 
{vn-t} ,untuk Vi = Vn 

N(vi) = {V3+4(k-t)-t. V3+4(k-1)+1} ' untuk Vi = V3+4(k-1) 

Diambil sebarang x, y E V(P;t) - W dan xy E E(Pn ) n.aka terdapat dua kcmungkinan yaitu 

x = V3+4(k-1)-2, Y = V3+4(k-1)-1 dan x = V3+4(k-1)+1' Y = V3+4(k-l)+2 dengan k = 

1,2, ... , rn~ll Olch karena itu: 

I {V3+4(k-1)-2' V3+4(k-1)-1}nN(V3+4(k-l») I = l{v3+4(k-t)-dl = 1 atau 

I{V3+4(k-l)+1,V3+4(k-l)+2 }nN(V3+4(k-1»)1 = I{V3+4(k-l)+tll = 1. 

Berdasarkan uraian di alas, W merupakan himpunan pembeda ketelanggaan lokal graf Pn dengan 

IWI = r"~ll 
Selanjutnya, diambil scbarang W' ~ V(Pn ) dcngan IW'I < IWI. Maka tcrdapat tiga kasus yaitu 

(i) Untuk n :5 5, maka IW'I < IWI = rn~11 = 1 schingga diperoleh IW'I = 0 dan W' = 0. 

B~rdasarkan detiuisi 25..1 may.!! W.' bukan merupakan himpul1an pcmbeda kctetanggaan 

lokal. 

(ii) Untuk 5 < n :5 9, !W'! < !W! = r"~tl = 2 schingga IW'I = 1. Misatkan W' = {vd. 

Karena WCPn ) - W'I > 4 maka tcrdapal pasaJlgan titik bcrtctanga Vj' Vj+l E VCPn) - W' 

dengan d(Vi,Vj) > 1 atau d(Vi,Vj+l) > 1 sehin3ga I{Vj,Vj+1} n N(val = 0 =I: 1. 

(iii) Untuk n> 9, IWI = rn:l1 > 2 karen a IW'I < IWI sehingga IW'I ~ 2. Terdapat dua 

kemungkinan jarak anlara anggota W' yaitu jika untuk setiap Vi, Vj E W'. i < j dengan 

d(Vi.Vj):5 4, maka terdapat dua titik benetangga vp,vp+l E V{Pn)-W' dcngan 

d( Vj' Vp) > 1 atau d( Vi' I.'P+l) > 1 sehingga I{ vp, vp, d n N(vI)1 = 0 =f::. 1. Berdasarkan 

Definisi 2.5.1 W' bukan himpunan pcmbcda kctctanggaan loka!. Selanjutnya, jika tcrdapat 
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Vj.Vj E W'.i <j dellgan d(vj.vj) > 4, berdasarkan Lemma 5.23 maka W' bukan 

!1in:punan pembeda ke!ctanggaan loka!. 

Oleh karena itu. W merupakan basis ketetailggaan loka\. Terbukti bahwa dimA,l(Pn) = rn~ll. 

Teorema S.2S dimA.,(Cn ) = r~l. untuk n ~ 4. 

Bukti. Misalkan VeCn) = {vdi = 1.2 •...• n}, Eecn) = {VjVi+lli = 1.2 •...• n -1} n {VnVl}. 

Dipilih W = { V4(k-l)+1 : k ;:; r~l. kEN}. Diambil scbarang vi E W p~da graf siklus mak~ 

terdapat i = 1.5.9 ..... 4(k - 1) + 1, .... 4 nn~11- 1) + 1 dengan k S r~l, kEN. Sehingga 

di!>l!foleh 

Diambil sebarang x.y E VeCn) - W dan xy E E(Cn) maka terdapat tiga kasus. yaitl!: 

Kasus 1. Untuk graf siklus bcrord9 n = 4m dcngan mEN. Maka terdapat tiga kemungkinan 

yaitu x = v4(k-l)+2 dan y = V4 (k-l)+3 dcngan k = 1.2 ..... r~l, 

x = V4(k-l)-1 dany = V4(k-l) dengan k = 2.3, ...• r~l atau 

x = Vn dan y = Vn-l' Sehingga dipcrolch 

I{V4(k-l)+2. V4(k-l)+3}nN(Vi)1 = I{V4 (k-l)+2}1 = 1 untuk k = 1, 

I {vn• v(n-l)}nN(Vi)1 = l{vn}1 = 1 untuk i = 1, 

I {V4(k-l)-1. V4(k-l)}nN(val = I{V4(k-t)}I = 1 untuk i = 4(k - 1) + 1, atau 

!£V4(k-l)+2' V4(k-l)+3}nN(Vj)1 = HV4(k-l)+z}1 = 1 untuk i = 4ek - 1) + 1. 

Berdasarkan uraian diatas W merupakan himpunan pel1lbeda ketetanggaan lokal dengan IWI = 

r~l 
Kasus 2. Untuk graf siklus berordo n = 4m + 1 dan n = 4m + 2 dengan mEN. Maka terdapat 

dua kemungkinan yaitu x = V4(k-l)+2 dan y = V4(k-l)+3 dcngan k = 1.2 ..... r~l- 1, atau 

x = V4(k-l)-1 dan y = V4(k-l) dcngan k = 2.3 ..... r~l. Olch karcna itu: 

!£V4(k-l)+2' V4(k-l)+3}nN(vill = I{V4(k-1)+2}1 = 1 untuk k = 1, 
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I(V4(k-l)+2' V4(k-l)+3}nN(Vj)1 = I{V4(k-l)+2}1 = 1 untuk i = 4(k - 1) + 1, 

I{V4(k-l)-t, V4(k-l)}nN(vj)1 :: I{V4(k-l)}I = 1 untuk i = 4m + 1 dan k = m + 1, atau 

I(V4(k-l)-t, V4(k-l)}nN(Vj) I = I(V4(k-n}1 = 1 untuk i = 4(k - 1) + 1. Berdasarkan uraian di 

atas W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan IWI = r~l 

Kasus 3. Untuk graf siklus berordo n = 4m + 3 dengan mEN. Maka terdapat daa 

kemungkinan yaitu x = V4(k-l)+2 dan y = V4(k-l)+3 dengan k = 1,2, ... , r~l serta 

x = V4(k-l)-1 dan y = V4(k--l) dengan k = 2,3, ... , r~l Oleh karena itu: 

I(V4(k-l)+2' V4(k-l)+3}nN(Vj) I = I{V4(k-l)+2}1 = 1 untuk k = 1, 

I(V,.(k-l)-t, V,.(k_l)}nN(Vj) I = I{V4(k-l)}1 = 1 uotuk i = 4(k - 1) + 1, atau 

I{V4(k-l)+2' V4(k-1)+3}nN(vj)1 = I{V4(k-l)+2}1 = 1 untuk i = 4(k -1) +'1. Berdasarkan 

uraian di atas W merupakan hlmpunan pembeda ketetanggaao lokal deogan I WI = r~l. 

Selanjutnya. diambil sebarang W' ~ t'(Cn) dengan IW'I <: IWI. Terdapat tiga kasus yaitu: 

(i) Untuk n = 4, IW'I < IWI = r~l = 1 sehingga diperoleh IW'I = 0 dan W' = 0. 

Bcrclasarkan definisi 2.5 1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan 

loka!. 

(ii) Untuk 4 < n S 8, IW'I < IWl - r~l = 2 sehingga diperoleh IW'I = 1. Misalkan W' = 
evil. Karcna \V(Cn) - W'I 2: 4 maka tcrdapat pasangan titik bertetangga Vj,lIj+l E 

V(Cn ) - W' dengan deVil VJ) > 1 atau d(Vi, Vj+l) > 1 sehingga 'l{vJ, vJ+tl n N(Vi)1 ~ 

0*1. 

(iii) Untuk n > 8. Terdapat Vi' Vj E W' dengan i < j, l( Vi - VJ) > 4. Berdasarkan Lema 4.3.1 

W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan toka!. 

Berdasarkan kasus (i), (ii) dan (iii) diperoleh bahwa W' ~ V(Cn ) dengan IW'I < IWI bukan 

mcrupakan himpunan pcmbeda ketetanggaan lokal graf Cn. Oleh karena itu, W merupakan basis 

metrik kctctanggaan lokal graf Cn· Tcrbukti bahwa dimA.l(Cn ) = r~l. 

Teorema 5.26 dimA,l(H) = n - Ijika dan hanyajika H == Knl untuk n 2: 2. 
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Bukti.(<=:) Misalkan V(Kn) = (VlJVz •...• vn}.E(Kn) = (vjvjli = 1.2 ..... n. j = 1,2 ..... n. i *" 
j} dcngan n ~ 2 dan W = (vv Vz ..... vn-tl schingga IWI -= n - 1. '<arena tidal( terdapat 

pasangan titik yang bertetangga x.y E V(Kn) - W, maka W adalah himpunan pembeda 

ketetanggaan lokal. 

Selanjutnya, diambil sebarang W' £; V(Kn) dcngan IW' ! < !WI. Terdapat tiga kclSUS yaitu: 

(i) Untuk n = 2, !W' ! < IWI = n - 1 ::: 1 schingf)a diperoleh !W'I = 0 dan W' = 0. 
Berdasarkan definisi 4.3.1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan 

lokal 

(ii) Untuk n = 3, IW'I < IWI = n -1 = 2 sehingga diperolch lUI = 1. Tanpa rnengurangi 

keumuman bukti misalkan W' = (vd. Karem~ pasangan titik bertelangga VZ I V3 E V(Kn)­

W' dan I(vz, V3J n N(vI)1 = 2 *" 1, maka W' bukan mcrupakan hirnpunan pembeda 

ketetanggaan lokal. 

(Hi) Untuk n> 3, untuk setiap Vi E W'maka untuk setiap pasangan titik bertetangga vP' Vq E 

V(Kn) - W' , VP' Vq E N(v;) schingga I{ VP' Vq ) n N(Vi)1 = 2 *" 1. Berdasarkan Dcfinisi 

2.5.1 maka W' bukan merupakan himpunan pembcda kctctanggaan lokal. 

Oleh karena itu W merupakan basis ketetanggaan lokal. Terbukti bahwa dimA.I(Kn ) = n - 1. 

Dengan dcmikianjika H == Kn maka dimA,I(H) = n-1. 

(=) Misalkan dimA,I(H) = n -1, andaikan H ;: Kn , maka terdapat x,y E V(H) dengan xy f£. 

E(H). Dipilih W = V(H) - {x,y}. Karena V(H) - W = {x,y} dcngan xy E E(H) maka tidak 

terdapat pasangan titik yang. bertetangga di V(H).- W. I;lerdltsarkan Defini~i 2.5.1 W ~dalah 

himpunan pembeda ketetanggaan lokal. diperoleh IWI = n - 2. Hal ini kontradiksi dengan 

dimA,I(H) = n -1. 

Teorema S.27 dimA,I(Sn) = I, untuk 11 ~ 2. 

Bukti. Misalkan V(Sn) = {vdi = 0,1,2, ... , n}, deg(vo) = n, dan E(Sn) = 

{VOVj Ii = 1,2 ..... n}. Dipilih W = {vz}. Diambil scbarang titik yang bertetangga x. y E 

V(Sn) - W. maka x = Vo dan y = vp dengan p = 3,4, ... , n. Karena Vo E N(vz) dan vp f£. 

N(vz) schingga I{vo. vp}nN(vz)1 = I{voll = 1. maka W mcrupakan himpunan pembcda 

ketetanggaan lokal. Karena IWI = 1 maka dimA,/(Sn) = 1 • 

44 

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI 



Teorema 5.28 Misalkan G adalah graflerhubung bcrordo n ;::= 2 dan reG) merupakan bilangan 

dominasi pada graf G. Jika m ? 3, maka 

dimA.I(GoKm) = W(G)I (dimA.I(K"i) - 1) + y(G) 

Bukti. 'Misalkan D = {vnklk = 1,2, ... , y(G)} merupakan himpunan 

dominasi dari graf G. Berdasarkan penamaan titik-titik hasil kali comb. Dt = {vnkllk = 
1,2, ... ,y(G)}!;B. Sclanjutnya, berdasarkan Teorema 5.24, himpuoan Wi= 

{Vij I j = 1,2; .... m - 1}, i = 1,2 .... , n merupakan Lasis metrik ketetanggaan lokal graf 

Km(i)' Misalkan W = Dl Uf:l( Wi - (Va}). 

Diambil sebarang dua titik bertetangga x,y E V(GoKm) - W. Terdapat dua kemungkinan 

pasangan titik berh.:tangga tersebut. yaitu x = Vpl dan y = Vqt "engan p, q (! (nt, nz, ... , 1ly(G)} 

atau x = Vpt dan y = vpm dengan p (! (nt, nz, .. ·, 1ly(G)}' 

(i) Jika x = Vpt dan y = Vql dengan p, q E (n1' nz, ... , 1ly(G)}' Dipilih W = {vpz}. Karena Vp1 E 

N(vpz) dan V q1 E N(vpz) maka IN( vpz) n{vpl , Vqt}1 = I(Vpl}1 = 1. 

(ii) Jika x = Vpt dan y = vpm d~ngan p E (nl' nz, ... , nYCG)}' Karena Dl merupakan himpunan 

dominasi dari induk, maka terdapat Vnkt E Dl sehingga d(Vnkl , Vpl) = 1. Sehingga Vpt E 

N(Vn/tl) dan vpm E N(Vnkl) maka IN( Vn"l) n (vpl , vpmJl = l{vpl}1 = 1. 

Berdasarkan uraian diatas maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf GoKm. 

Sclanjutnya, ditunjukkan bahwa W mcrupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf GoKm 

ya'.1g merTlPunvai kardinalitas minimal. Diambil sebarang 11" !; V(GoKm)' IW'I < IWI. Misalkan 

W' = D' U W·, terdapat dua kemungkinan yaitu D' !; 8, ID'I < y(G) dan IW·I = IUt=l(Wi -

(vil})1 atau D' b 8, ID'I = rCG) dan W· !; U~=l Hi, IW*I < IU~=1CWi - (Vil}) I. 
(i) Misalkan W' = D' U w· dengan D'!; 8, ID'I < y(G) dan IW·I = IU1=1(Wj - (vil})l. 

Karena D' bukan merupakan himpunan dominasi minimal terdapat titik Vpl E 8 maka 

d(VnkllVp1 ) > 1,vnkt E D' dengan k < y(G),k E N. Terdapat dua titik bertetangga 

l.'pl' t'p/t E VCGoKm) - W', h E {2, 3, ... , m}. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinan w E 

W' yaitu untuk wED' atau we W·. 

a. L'ntuk wED'. maka terdapat w = Vnkl dengan k < y(G).k E N. Karena Vpl, vph E 

N(Vnkl)' Sehingga I{lip l,Vph} n N(vnkdl = 0 =1= 1. 
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b. Untuk E W·, maka terdapat w = ViC dengan t E {2, 3, ... , m} dan t =I: h maka terdapat 

dua kemungkinan yaitu jika Vpt, Vph E NeVit) dengan i =I: P dan jika Vpl' Vph E 

N(vit) dcngan i = P . Jika v pt • Vph E N(Vit) dengan i =I: P maka I{Vpl' Vph} n 

NeVit)1 = 0 *' 1. Sedangkan,jika Vpll Vph E N(vid Jengan i = P maka I{Vpl' Vph} n 

NeVit)1 = 2 *' 1. 

(ii) Misalkan W' = D' U W· dcngan D' ~ B.ID'I = reG) dan W· ~ Uf=1 Hi' IW·I < 

lui':,t (Wi - {vit})l. Maka terdapat Hi seh:ngga maksimal jWj - {vil}l-l titik yang 

menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan HI sehingga maksimal 

IWI - {vll}l-l yang menjadi anggota W'.Akibatnya, terdapat dua titik bertewngga 

V12' V13 E V( GoKm) - W'. Selanjulnya, terdapat dua kemungkinan w E W' yaitu untuk w E 

D' atau wE W·. 

a. Untuk WED', maka terdapat w = Vnlel, k = 1, 2, ... , y(G). Karena V12, V13 E 

N(vnIc1 ) untuk nk *' 1 sehingga I{VI2' Vn} n NeVnlel) I = 0 *' 1 atau V12' V13 E 

N(vnlc1 ) untuk nk = 1 sehingga I{V12. V13) n New)1 = 2 *' 1. 

b. Untuk W E W', maka terdapat W = Vzt dengan t *' 2 dan t *' 3. Karena V12. VI3 E 

N(vzt ) untuk z *' 1 sehingga l{vI2. V13} n N(vzt)1 = 0 *' 1 atau VIZ. Vl 3 E N(vzt ) 

untuk z = 1 sehingga l{vt2. V13} n Nevzc)1 ':: 2 *' 1. 

Berdasarkan uraian d, atas, diperoleh bahwajika terriapat Vip E Wi - {Vil} atau terdapat vnlel E 

DI yang tidak rnenjadi anggota W, rnaka W bukan merupakan basis ketetanggaan lokal. Oleh 

karella itu, W rnerupakan basis ketetanggaan lokal. Jadi, dimA,r(GoKm) = weG)1 (dimA,r(Km) -

1) + yeG)-

Teorema 5.29 Misalkan G graftcrhubung berordo n ~ 2 dan graf Sm berordo m ~ 2, maka 

dimA"eGoSm ) = weG)1 
dcngan titik cangkok 0 bukan mcrupakan titik dominan pada graf Sm. 

Bukti. Misalkan W ~ V(GoSm } merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Dipilih W = 
B = {villi = 1,2, ... , n}. Diambil sebarang titik yang bcrtetangga x.y E V(GoSm ) - W, maka 

x = vio dan y = Vij denganj = 2,3, ... ,m. Karena ViO E NeVil) dan Vij E NeVil) sehingga 
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I{VjO, Vii} n N(Vil)1 = I{viOll = 1. Berdasarkan uraian di atas W merupakan himpunan pembeda 

ketetanggaan lokal. 

Selanjumya ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggan loka!. Diambil sebarang W' ~ 

V(GoSm ), IW'I < IWI, schingga IW'I ~ n - 1. Terdapat tiga kemungkinan yairu unruk W' ~ 
8, W' ~ Uf:tHj, atau W' ~ S U T,S ~ 8 dan ~ Uf:t Hi' 

(1) Untuk W' c 8. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan vn E W'. Terdapat dua titik 

bertetangga VtZ, Vta E V(GoSm ) - W'. Diambil sebarang a E W' maka dCa, VIZ) > 1 dan 

dCa, Vto) > 1. Akibatnya, I{vn. VIO} '1 Nea)1 = 0 =I: 1. 

(ii) Untuk W' ~ Uf=l Hi' Tanpa mengurangi kcumuman bukti. misalkan VIp E W', P E 

{OJ U{2, 3, ... , n} . Tcrdapat dua titik bcrtetangga 1'12, VI0 E V(GoSm ) - W'. Diambil 

sebarang a E W' maka dCa, VIZ) > 1 dan dCa, VtO) > 1. Akibatnya.l(v12, VIO) n Nea)1 = 

0=1:1. 

(iii) Untuk W' ~ S U T,S ~ 8 dan T ~ UI=1 Hi' Tanpa mengurangi kcumuman bukti, misalkan 

vn lit W' dan Vtp E YI', P E (OJ U(2, 3, ... , n). Akibatnya, terdapat dua titik bertetangga 

VIZ, Vta E \'CGoSm ) - W': Diambil sebarang a E S atau b E S maka dea, V12) > 1, 

dea, Vta) > I, deb, V12) > 1, dan deb, VIO) > 1 . Akibatnya, I(V12, VIO} n Nea)1 = 0 =I: 1 

atau I(VIZ, VlO) n NCb)1 = 0 =I: 1. 

Berdasarkan uraian di alas, diperoleh bahwa jika terdapat Vil E W, i = 1,2, .. , n yang tidak 

mcnjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis kctctanggaan loka1. Oleh karena itu, W 

merupakan basis keletanggaan lokal deng3l1 dimA,,(GoSm ) = W(G)I • 

Teorema 5.30 Misatkan G merupakan graf siklus. graf bintang, graf lengkap, atau graf lintasan 

bcrordo n ~ 2 dan m ~ 4, maka 

. ( ) {1V(G)I(dlmA.,(Cm ) -1) + VeG). untuk m = 4k atau m = 4k + 3 
dtmA' GoCm = ( , I V(G)I dlmA.'(Cm ) - 1) + y(G), untuk m yang lain 

dengan kEN dan y(G) merupakan bilangan dominasi pada graf G. 

Bukti. 'Misalkan G merupakan graf en. graf Sn, graf Kn , dan graf Pn berordo n ~ 2 dan D = 

(vnklk = 1,2, ... , y(G)} merupakan himpunan dominasi dan graf G. Bl!rdasarkan pl!namaan titik 

hasil kali comb. Dl = (vnktlk = 1,2, ... ,yeG)}!; B. Sclanjumya. berdasarkan Teorema 5.25, 
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himpunan Wi = {V4(k-l)+1 : k ~ r;l, kEN}. i = 1,2, ... , n merupakan basis metrik 

ketetanggaan lokal graf Cm(i)' Dipilih W ~ It (GoCm ). terdapat dua kasus yaitu: 

Kasus 1. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Dipilih W = U?=l Wi' Diambil sebarang titik yang 

bertetallgga x,y E V(GoCm ) - W, akibatnya x,y E Cm(l) - Wi' Karena B ~ W maka 

berdasarkan Teorema 5.25.3, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokai. Karena Wi 

merupakan basis ketetanggaan lokal dari em, maka W merupakan basis ketetanggaan lokal dan 

grafGoCm. 

Kasus 2. Untuk 1il = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Misalkan W = 0 1 Uf=I{Vi4(k-l)} dengan k = 

2,3, ... , r:l Diambil sebarang dua titik beltetangga x,y E V(GoC)tl) - W. Terdapat dua 

kemungkinan pasangan titik bertetangga tersebut, yaitu x, y E B - 0 1 atau x E B - 0 1 dan y E 

Cm(i) - {Vi4(k-l)}. 

(i) Jika x = t1Pl dan y = V ql dengan p, q (£ {nl' 1tz, ... , ny(G)}. Dipilih Vi! E 0 1 dengan 

d( Vit, Vpl) = 1 dan deVil, Vkt) > 1 atau d( Vit, Vqt ) = 1 dan d( Vjt> Vpt) > 1. Diperolch 

IN(Vil) n {Vpl' vqtll = I{vpdl = 1 atau IN(Vil) n {Vpl' vqdl = I{vql}l = 1 

(ii) Jika x = Vpl dan y = vpz dcngan p t£ {nt> nz, ... , nY(G)}. Karcna Dl rnerupakan hirnpunan 

dominasi dari induk, mak~ tcrdapat Vnkl E Dt sehingga d(vnkl' v p1 ) = 1. Karena Vpt E 

N(Vnkl) dan vpz (£ N(vnkl ) maka IN(vnk l) n {vp1, vpz}1 = l{vp1}l = 1. 

Bcrdasarkan uraian diatas maka W mcrupakan himpunan pembeda kctctanggaan lokal grar GoCm . 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan bimpiman pembeda ketetanggaan lokal graf GoCm 

yang mempunyai kardinalitas minimal. Diarnbil sebarang W' ~ V(GoCm ), IW'I < IWI. Terdapat 

dua kasus yaitu 

Kasus 1. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Misalkan W' ~ U?:1 Hj , IW'! < IU?:l Wi!. Tanpa 

mengurangi keumuman bukti, misalkan VIP e W'. rnaka terdapat VlS' Vlt E W' dellgan s < t, 

l(vlS - Vlt) > 4. Berdasarkan Lemma 5.23 W' bukan hirnpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

Kasus 2. Untuk m = 4k + 1 atau m = 4-k + 2. \tisalkan W' = D' U W·, tcrdapat dua 

kcmungkinan yaitu D' ~ B,ID'! < reG) dan IW'I = IUl: t {Vi4(k-n}l alau 0' ~ B,IO'! = y(G) 

dan W· ~ Ui=IHj,IW·1 < IUi'::l{Vi4(k-ll}l dengan k = 2,3, ... , r:l. 
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(i) Misalkan W' = D' U W' dengan D' b B,ID'I < y(G) dan IW"I = IU~1{Vi4{k-I)}I. Karena 

D' bukan meru!1akan himj>unan dO~l1inasi mipimal terdap~t titik VOl E 13 maka 

d(Vn/(l,Vp l) > 1,Vn/(1 E D' dcngan k < y(G),k E N. Tcrdapat dua titik bertctangga 

vps,vpt E V(GoKm) - W',s,t E {2,3, ... ,m},S:l= t. Selanjutnya, terdapat dua 

kemungkinan w E W' yaitu untuk wED' atau w E W·. 

a. Untuk we: D', maka terdapat w = Vn/(l dengan k < reG), kEN. Karena vps, vpt E 

N( lin/(l)' Sehingga I {vps' Vpt} n N(Vn/(l)1 = :} :1= 1. 

b. Untuk w E W·, maka terdapat w = vih dengan hE {2, 3, ... , m}, h :1= s, dan h:l= t. 

Karena vps, Vpt E N(Vih) dengan i :1= P atau = P . Maka Ifvpv Vph} n N(Vih)1 = 0 :1= 

1. 

Misalkan W' = D' U W· dengan D' k B, ID'I = y(G) dan W' b Ul:1 Hi' IW'I < 

IU~I{Vi4(k-I)}I. Maka terdapat Hi sehingga maksimallvi4(k-1)I- 1 titik yang menjadi anggota 

W' dengan k = 2,3, ... , f:1- Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan HI sehingga maksimal 

IVi4(k-l)l- 1 yang menjadi anggota W'. Akibatnya, terdapat Vls' Vtt E W' dengan s < t, 

l(vlS - Vtt) > 4. Berdasarkan Lemma 5.23 W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwajika terdapat Vip E WI - (vld atau lerdapat Vn/(l E 

Dl yang tidak menjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis keletanggaan lokal. Oleh 

karena itu, W bukan merupakan basis kClclanggaan lokal dengan dimA.l(GoCm) = 

{
-W(G)I(dimA,tCCm) -1) + V{G),~ntuk m = 4k atau m = 4.'< + 3 • 

!V(G)I(dimA,l(Cm) - 1) + y(G), untuk m yang lain 

Teorema 5.31 Misalkan G grafterhubung berordo n ~ 2 dan graf Km bcrordo m ~ 3. Jika y(G) 

mcrupakan bilangan dominasi pada graf G, maka 

dimAL(GoKm ) = !V(G)I(dimAt(Km ) - 1) + y(G) 

Bukti. Misalkan 5 = {un1 , v n2' ••• , vnY(G)} b V(G) merupakan sebarang himpunan dominasi dari 

grafG, selanjutnya berdasarkan penamaan titik pad a grafhasil operasi kali comb himpunan 5 dapat 

ditulis sebagai S' = {t'n1 1' r n: 1 • •••• l'n,.Gld. Berdasarkan Tcorcma 4.1.5, himpunan Bi = 

{Vitr viZ' ... , Vi(m-l)} dengan i = 1,2, ... , n mcrupakan oasis kctctanggaan lokal graf Kfn. Dipilih 
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W = s· U~l(Bi - {Vii})' Diambil sebarang titik yang bcrtctangga x,y E V(GoKm) - W, 

terdapat dua ka~us yaitu x.y E / - S' atau x E /- S' dan y E (Bj - {Vil})' 

(i) Jika x,y E /- S', x = VrI dan y = Vkl dengan 1', k ::1= ni, i = 1,2, ... , y(G). Dipilih Vrz E W. 

Karena d(Vr l, vrz) = 1 atau d(Vkl' VrZ) > 1 maka IN(vrz) n {vrv vkdl = l{vTIlI = 1. 

(ii) Jika x E /- S' dan y E (B, - {Vii})' sehingga x = VrI dan y = vrm dengan r ::1= ni, i = 

1,2, ... , reG). Karena S' merupakan himpunan dominasi dari induk, maka terdapat Vnk l E S·. 

Karena d( Vrlt Vnkl) = 1 dan ri( Vrm' Vnkl) > 1 mah INC Vnkl) n {Vrl' vrmll = I{vrlll = 1. 

Oleh karen a itu W mcrupakan himrunan pembcda kctctanggaan loka!. Selanjutnya ditunjukkan 

bahwa W merupakan basis kctetnnggaan lokal. Diambil sebarang W' ~ V(GoKm).IW'1 < IWI. 

Teldapat dua kemup.gkinan yaitu W' = I' UI=1 H' dengan /' ~ I, 11'1 < y(G), dan IH'I = 
IBt - {Villi atau W' = /' 1J1=1 H' dengan 11'1 = y(G), H' ~ Ul=l K'~I> dan !H'! < IBt - {vu}!. 

a. Untuk W' = I' Ul=l H', dengan /' ~ /,11'1 < y(G), dan IH'I = !Bi - {vu}l. Karena /' bukao 

merupakan himpunan dominasi minimal, maka lerdapat titik vrl E I - I' sehingga 

d( Vrt, Vnk l) > 1, Vnkl E /'. Terdapat pasangan titik bertetangga Vr l' Vrh E V(GoKm) - W' 

dengan h * 1. Diambil sebarang x E W', maklt tcrdapat dua kemungkinan yaitu x = 

Vnkl, Vnkl E I' atau = vih, h ::1= 1, vih E H'. 

I. Jika x = Vnkl maka Vrl' Vrh fl N(x). Oleh karena itu I{vrl • vrhl n N(x)1 ::1= 1. 

Ii. Jika x = Vih' h * 1 maka t,rdapat dua kemungkinan yaitu lIr l' Vrh E N(x) untuk i * r 
atau Vr l. Vrh E N(x) untuk i = r. Akibatnya I{Vrl' vrll} n N(x)1 ::1= 1. Oleh karen a itu 

W' blikan himpunan pembeda kei.ctal1ggaan toka!. 

b. Sclanjutnya untuk W' = l' UI=l H', dengan I' ~ I, 11'1 = y(G), IH'I < IBi - (Villi, dan H' ~ 

Ul:1 K!n. Terdapat K!n schingga maksimal terdapat OBi - {vitll- 1) titik yang menjadi 

anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan i =- 1 sehingga maksimal terdapat 

(IB1 - {vn}l- 1) titik yang mcnjadi anggota W'. Akibatnya terdapat pasangan titik 

bcrtetangga VIZ. V13 E V(GoKm) - W'. Di~mbil scbarang x E W', maka terdapat dua 

kemungkinan yaitu x = vnk I. Vnk I E I' atau x = Vit' t = (4,5, ... , m), Vit E H'. 

I. Jika x = Vn,,1 maka VIZ' Vn fl N(x). Akibatnya Hvlz, V13} n N(x)1 ::1= 1. 

ii. Sedangkanjika x = Vit maka VIZ' Vn E N(x). Akibatnya !{VIz, Vn} n N(x)1 * 1. 

Oleh karena itu Wi bukan himpunan pembeda kctctanggaan loka!. 
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Bcrdasarkan uraian di atas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu W 

men'pakan basis ketetanggaan lokal dari g!'af GoKm. Jadi dimAl(GoKm) = IWI = 
!V(G)I(di1n,u(Km) - 1) + y(G) .• 

Akihat 5.32 Misalkan G graf lerhubung berordo n 2: 2 dan geaf Km berordo m 2: 3. Jika k 2: 1 

maka 

dimAL(Gc,kKm) = !V(Gok-lKm)ICdimAl(Km) -1) + y(Gok-1Km) 

Bukti. Misalkan C' = GOk-1Km, akibalnya GokKm = G'oKm' Bedasarkan Teor .. ma ~.24.1, 

diperolch dimAl(GokKm ) = !V(Gok- 1 Km)l(dimAl(Km ) - 1) + r(Gok-1Km). 

Teorema 5.33 Misalkan G adalan gnlf tcrhubung berorodo n 2: 2 dan H adalah graf Km berordo 

m 2: 3 Jib y(G) merupakan bilangan dominasi dari graf G dan k > 1 maka 

dimAL(GokKm) = k!V(G)I(dimAL(Km ) - 1) + reG) 

Bukti. Misalkan S = {vnl , vn2' .•• , vnY(G)} !; V(G) merupakan himpunar: dominasi minimal dari 

graf G, selanjutnya berdasarkan penamaan titik pada graf hasil operasi kali k-comh himpunan S 

dapat ditulis scbagai S' = {VnIOl' VnzOl, ... , vnY{G}Ol}' Bcrdasarkan Teorema 4.1.5, himpunan 

Bit = {ViOl. Vit2 •••• ,Vit('71-l}} dcngan i = 1,2, ... ,n dan t = 1.2"",k merupakan basis 

kctetanggaan lokal graf K:J,. Dipilih W = s' U?~\(Bit - (VioJ). Diarnh ;! c:ebarang titik yang 

bcrtctangga x,y E !'(GokKm) - W, tcrdapat dua k?sus yaitu X,y E / - S· atau x E 1- S· dtln 

Y ~ (Bit - {ViviD· 

I. J ika x. y E / - S', x = vro1 dan y = vkOl dcngan T, k '* nf, i = 1,2, ... I reG). Dipilih Vrt2 E 

W dcngan t = 1,2, ...• k. Karcna d(VrOl. Vrt2) = 1 atau d(VkOlo Vrt2) > 1 maka IN(vr t2) n 

{VrOl. vkOl}l = l{vro1}l = 1. 

ii. Jika x E 1 - S' dan y E (Bit - (violl). sehingga x = VrOl dan y = Vrtm dengan T '* nil i = 
1,2, ...• reG) dan t = 1.2 •...• k. Karcna S· mcrupakan himpunan dominasi minimal dari induk, 

maka terdapat VnkOl E S·. Karcna d( Vr01, Vnk01 ) = 1 dan de Vrtm• VnkOl) > 1 maka 

IN(vnk01) n {Vrol,VrtmJ! = I(vro1}l = 1. 

Berdasarkan uraian diatas W mcrupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

Sclanjutnya ditunjukkan bahwa W mcrupakan basis ketctanggaan loka) minimal. Diambil 

scbarang W' ~ V(GokKm ), IW'I < IWI. Terdapat dua kemungkinan yaitu W' = /' Uf=l H' 
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dengan I' ~ l. 11'1 < reG), dan IH'I = IBit - {ViOl}1 atau W' = I' U~l H' dengan 11'1 = reG). 

H' ~ U~l K:!t, dan IH'I < IBit - (viol}l. 

a. Untuk W' = I' U~~l H' dengan I' ~ I, 11'1 < reG), dan IH'I = IBit - (viOtll. Karena /' 

bukan merupakan himpunan domiilasi minimal. maka terdapat titik VrOl E I - I' sehingga 

d( VrOl> Vnk01) > 1, Vn"OI E /'. Terdapat pasangan titik iJertetangga VrOl, vrth E 

VeGokKm ) - W' dengan h * 1. Diambil sebarang x E W', maka terdapat dua k ... mungkinan 

yaitu x = Vn"OI' Vn"Cl E I' atau x = ~'Ith' h = 2,3 ... , m. Jika x = Vn"OI rnakl VrOlt Vrth e 
Nex). Sedangkan jika x = Vith,h * 1 maka terdapat dua icemungkialan yaitu vrOlt Vrth e 
N(x) untuk i =I: T atau VrOl, Vrth E N(x) untuk i = T. Akibatnya I{vrol> Vrth} n N(x)1 =I: 1. 

Olch karena itu W' bUkan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

b. Selanjutnya untuk W' = I' Uf=l H', W' = I' Uf:l H' dengan 11'1 = reG). H' s;;; Ur!l KM. dan 

IH'I < IBit - {v(ol}l. Terdapat KM sehingga maksimal terdapat IB't - {VfOl}l- 1 titik yang 

menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman buleti, misalkan i = 1 dan t = 1 sehingga 

maksimal terdapat (lB11 - (VIOI}I- 1) titik yang menjadi anggota W'. Akibatnya terd:tpat 

pasangan titik bertctangga VUh' Vuq E VeGokKm ) - W' dengan h, q * 1. h * q. Diambil 

sebarang x E W'. maka terdapat dua kemungkinan yaitu x = Vn"Olo Vn"OI E i' atau x = 
Vitp'P * 1,p * h.p * q, dan vitp E H'. 

I. Jika x = VnkOl maKa Vith, Vitq E Nex). Akibatnya I{Vllh' Vllq ) n Nex)1 * 1. 

ii. Sedangkanjika x = Vitp maka V11h, Vl1q E Nex). Akibatnya ItVl1h' V11Q} n Nex)1 * 1. 

Otch karena itu W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

Berdasarkan uraian di atas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu W 

mcrupakan basis ketetanggaan lokal dari graf GokKm . Jadi dimAI(GokKm) = IWI = 
kWeG)ledimAleKm ) -1) + reG) • 

Tcorcma 5.34 Misalkan G graf terhubung berordo n ~ 2, graf Sm berordo m ~ 2. Jika titik 

cangkok 0 bukan mcrupakan titik dominasi pada graf Sm maka 

dimALeGoSm ) = weG)1 
Bukti. Misalkan W = I = {villi = 1.2 • ...• n}. Diambil sebarang titik yang bertetangga x.y E 

V (GoSm ) - W, akibatnya x = Vio dan y = Vij dengan j = 2.3 •... , m. Oleh karena iru 
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I{vlo, vij} n N(Vil) I = I{V/O} I = 1. Berdasarkan uraian diatas W rnerupakan himpunan pembeda 

ketetanggaan lokal. 

Selanjutnya ditunjukkan bahwa W rnerupakan himpunan pernbeda ketetanggaan lokal minimal. 

Diambil sebarang W' ~ V(GoSm).IW'1 < IWI. Terdapat tiga kcmungkinan yaitu W' ~ I. W' ~ 

Uf=1 S/n, atau W' ~ B UP, dengan B ~ I dan P ~ Uf:I S/n. 

a. Untuk W' ~ I. Tanpa meflgurangi keuDlurnan bukti. misalkan VII ~ W'. Akibatntya terdapat 

pasangan titik bertetangga VI::' V12 E V(GoSm) - W'. Diarnbil ~ebaranga VpI E W' dengnn 

(VpI' VI0);- 1 atau d(vplt VIZ) > 1 sehingga I (VIO, VIZ} n N(Vp.)1 = 0 *" 1. Berdasarkan 

Definisi hirnpunan pembcda ketetanggaan lokal W' bukan himpunan pcmbeda ketetanggaan 

lokal. 

b. Untuk w'~. Uf=1 S/n. Tanpa rnengurangi kcumurnan bukti, misalkan VIP ~ W', P *" 1. 

Akibatnya terdapat pasangan titik bertetangga VI0,VI Z E V(GoSm) - W'. Diambil scbarang 

Vpq E W' dan p,q *" 1 dengan (vpq , VlO) > 1 atau d(vpq, V12) > 1 schingga I(VI0' VlZ} n 

N(vpq)1 = 0 *" 1. Berdasarkan Definis! himpunan pernbeda ketetanggaan lokal W' bukan 

hirnpunan pernbeda ketetanggaan lokal. 

c. Sedangkan untuk W' ~ B UP, dcngan 8 ~ I dan P ~ Uf=l sfn. Tanpa mcngurangl 

keurnurnan bukti. mh.alkan VIp ~ W', P E (0,1 ..... m}. Akibatnya tcrdapat pasangan titik 

bertetangga Vtx. Vly E V(GoSm) - W', dengan x,y E (0,1, ... ,m},x *" y. Diambil sebarang 

vkd E W',k *" 1 dcngan (Vkd' VlZ) > 1 atau d(Vkd' vIY ) > 1 schingga I{Vtz, v 1y } n 
- . 

N(Vkd)1 = 0 *" 1. Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan lokal W' bukan 

himpunan pembeda ketetallggaan tokal. 

Oleh karena itu W' bukan hirnpunan pembeda ketetanggaan lokal. Jadi W rnerupakan basis 

ketetanggaan tokal dan dimAI(GoSm) = W(G)I • 

Akibat 4.2.5 Misatkan G grafterhubung berordo n ~ 2. graf Sm berordo m ~ 2, dan titik cangkok 

o bukan merupakan titik dominasi pada graf Sm. Jika Jika k ~ 1 maka 

dimAL(GokSm ) = W(Gok-ISm)1 

Bukti. Misatkan G' = GOk-lSm. akibatnya GokSm = G'oSm. Bedasarkan Teorerna 5.24.4, 

diperoleh dimAl(GokSm) = W(Gok- 1 Sm)l. 
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Teorema 5.35 Misalkan G adalah grafterhubung berordo n ~ 2 dan H adalah barisan n graf Sm 

berordo m ~ 2. Jik~ titik cangbk 0 bl:ka:1 merut>akan titik dominan dari graf binlang Sm 

dan k ~ 1 maka 

dimAL(GokSm ) = W(G)I 

Bukti. Misalkan W = 1 = {ViOlli = 1.2 ..... n}. Diamoil sebarang litik yang bertctangga x.y E 

V(GokSm) - W, akibatnya x = VitO dan y = Vitj dcnganj = 2.3 • ...• m. Olch karcna itu 

I {VitO' Vitj) n N(ViOl)! = I{Vito}1 = 1. Berdasarkan uTJil'ln diatas W men:pak:m himpunan 

pen.beda kete:anggaan lokal. 

Selanjutnya ditunjukkan bahwa W merupakan basis ket~tangg&an lokal. Diambil sebarang W' b 

V(GokSm ), IW'I < IWI. Terdapat tiga ke'liilngkinan yaitu W' b 1, W' b Uf'!\S~, atau W' b 

B U p. dengan B b 1 dan P b Uf:l S~. 

a. Untuk W' b I. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan VIOl E W'. Akibatntya terdapat 

pas,mgan titik bcrtctangga VItO.V1t2 E V(GokSm ) - W'. Diambil scbaranga VpOl E W' 

dengan (VpOl' VitO) > lata!.! d(VpOI' VltZ) > I sehingga j{vlto. VltZ} n N(Vp01)1 = 0 "* 1. 

Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan lokal W' bukan himpunan pembeda 

kctctanggaan tokal. 

b. Untuk W' b Ui:!\S~ Tanpa mengurangi keumuman bukti. misalkan Vll p E W',p "* 1. 

Akibatnya terdapat pasangan titik bertetangga Vll0,V11Z E V(GokSm) - W'. Diambil 

sebarang Vptq E W' dan p, q "* 1 dengan (vptq , V110) > 1 atau d( Vptq ' 17112) > 1 sehingga 

"1£17110' V112} n N(vptq)1 = 0 '* 1. Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan 

lokal W' buka:1 himpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

c. Sedangkan untuk W' S;; B UP, dcngan B S;; 1 dan P S;; Ur~l S!!t. Tanpa mengurangi 

keurnuman bukli, misalkan vltP E W',p E {O,l • ... ,m}. Akibatnya terdapat pasangun titik 

bertetangga vax. vlty E V(GoSm ) - W', dengan x, y E {O,l, ... , m}, x '* y. Diambil scbarang 

Vktd E W'.k"* l,d E {O.l •.... m} dengan (Vktd.Vttx) > 1 atau d(Vktd.Vtty) > 1 schingga 

I{ Vttx, Vlty} n N (Vktd) I = 0 ::;C 1. Berdasarkan Detinisi himpunan pembeda ketetangguan 

lokal W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. 

Oleh karen a itu, W' bukan himpunan pembcda ketctan~gaan lokal. Jadi W mcrupakan basis 

ketetanggaan lokal dari graf GokSm dan dimA/(GokSm ) = W(G)I • 
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Teorema 5.36 Misalkan G merupakan graf CII • gmf Sn. graf Kn. atau graf Pn berordo n ~ 2 dan 

m ~ 4. Jika yeG) merupakan bilangan dominasi puda graf G maka 

d' (G C ) = {W(G)ICdimALCCm) - 1) + VCG), untuk m = 4k atau m = 4k + 3 
lmAL 0 m WeG)I(din1AL(Cm ) - 1) + yeG), untuk m yang lain 

dengan kEN. 

Bukti. Misalkan G mcrupakan graf Cn. grar Sn. grar Kn. atau graf Pn bcrorJo n ~ 2. S ~ VeG) 

dan S:....: (vnl , vl1~' ... , vnY(G)} merupakan himpunan dominasi minimal dan graf G. selanjutnya 

berdasarkan penamaan titik pada grafhasil operasi kali comb himpur.an Spada GoCm adalah S· = 

Berdasarkan Teorema 4.1.3, 

{ViV ViS ... ·. Vi4(k-l)+1 ... ·' Vi[40~1-1)+lllk S r:l}. dengan i = 1,2, ... , n merupakan basis 

ketetanggaan lokal graf Cf~' Terdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 4k, m = 4k + 
1, m = 4k + 2, atau m = 4k + 3. 

a. Unruk m = 4k at au m = 4k + 3. Dipilih W = Ur=l Bi . Diambil scpasang titik bcrtetangga 

x,y E V(GoCm ) - W, akibatnya x,y E C:n - Bi• Karena I ~ W maka berdasarkan Tcorcma 

4.1.2, W merupakan himpunan pembeua kctetanggaan lokal. Karena Bi merupakan basis 

ketetanggaan lokal dari Cm, maka W mcrupakan basis ketetanggaan lokal dan graf GoCm. 

b. Sedangkan untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Misalkan W =:, Ur~1{Vi4(k-1)} dengan 

k = 2,3, ... , r:l. Diambil sebarang titik yang bcrtetangga x,y E VCGoCm ) - W. terdapat dua 

kasus yaitu x, y E I - S· atau x E I - S' dan y E C!n. - (Vi4(k-l)}. 

(ii) Untuk x, y E I - S·. x = Vrl dan y = Vkl dcngan r, k =I: ni, i = 1,2, ... , yCG). Dipilih 

Vii E I dengan deVil' Vrl) = 1 atau deVil. Vkl) > 1. Oleh karena itu INCVil) n 

(Vrl, Vkl}1 = I(vrlll = 1. 

(iii)Untuk x E I - S· dan y E C!n. - {Vi4(k-I)}, akibatnya x = Vrl dan y = Vr2 dengan r =I: 

ni, i = 1,2, ... , yCG). Karena S' merupakan himpunan dominasi minimal dan induk, maka 

terdapat Vnkl ES·. Karena d(Vrl,Vnkl) = 1 dan d(Vr2,Vnk l) > 1 maka IN(vnkl) n 

(Vrl, vr2l1 = I(vrlll = 1. 

Berd.:isarkan uraian diatas maka W mcrupakan himpunan pcmbeda kctctanggaan lokal. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggaan lokal. Diambil sebarang 
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W' !; V(GoCm ), IW'I < IWI. Tcrdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 4k,m = 4k + 
1. m = 4k + 2, atau m = 4k + 3. 

a. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Karcna IW'I < IWI dan IW'I < IUf:1 Bd, alibatnya 

terdapat C!n sehingga maksim31 terdapat IBd -1 titik yang menjadi anggota W'. Tanpa 

mengurangi keumuman bukti, misalkan i = 1 sehingga maksi!1lal tcrdapat I B II - 1 titik yang 

menjadi anggota W'. Akibatnya vlr,vlh E W',T * ft, dan L(Vlr - t,"lh) > 4. Beadasarkan 

Lemma 5.23.1, W' bukan merupakan himpunan pembf'da ketetanggaan lokaL 

b. Scdangkan. untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Terctapat dua kemungkinan yaitu W' = 

/' Uf=1 H' dengan " !; /, 11'1 < reG), dan IH'I = lu?=J Vi4(k-l)}I dengan k = 2,3, ... , r:l 
atau W' = l' Uf.:l H' dengan 11'1 = r(G), H' !; uf=~ C~, dan IH'I < IUr::l{Vi4(k-l)}I. 

I. Untuk W' = /' U~:':l H' dengan /' !; /, 11'1 < reG), dan IH'I = IUt=1{Vi4(k-l)}I dengan 

k = 2,3, ...• r:l. Karena /' bukan mcrupakan himpunan dominasi minimal, maka terdapat 

titik Vr l E /- /' sehingga d{v'lt Vnk1 ) > 1. \1n/(l E 1'. Terdapat pasangan titik 

bertctangga vrp. vrq E W' dengan p '* q. Diambi 1 sebarang x E W', maka tcrdapat dua 

kemungkinan yaitu x = Vn/(l' Vn/cl E l' atau x = Vih dengan h * 1, vu: E H'. Jika x = 
Vnkl maka vrp• vrq e N(x). Scdangkan jika x = V17ih maka vrp. vrq fl. N(x). Akibatnya 

I {vrp. vrq } n /II(v)! : 1. 

:i. Selanjutnya untuk W' = /' Uf.:l H' dengan 11'1 = reG), H' ~ Ut=1 ctn. dan IH'I < 

IUt=1{Vi4(k-I)}1 dengan k = 2,3, .... r:1- Terdapat C!n sehingga maksimal ierdapat 

I{ Vi4(k-l)}I- 1 titik yang menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti, 

misalkan i = 1 sehingga maksimal terdapat (IV14(k-1)1- 1) titik yang menjadi anggota 

W'. Akibatnya terdapat pasangan titik bertetangga VIp' Vl q E W' dengan p * q dan 

l(VIP - Vlq ) > 4. Bcrdasarkan Lemma 5.23.1 W' bukan himpunan pembeda 

kctetanggaan lokal. 

Berdasarkan uraian diatas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena iru 

W merupakan basis ketetanggaan lokal dan dim.4L (GoCr~J = 

{
W(G)I(dimAL(Cm ) - 1) + V(G).untuk m = 4k atau m = 4k + 3 

W(G)I(dimAL(Cm ) -1) + y(G),untukmyanglain -
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Teorema 5.37 Misalkan G merupakan graf Cn• graf Sn' graf Kn. atau graf Pn bcrordo n ~ 2 dan 

m ~ 4. Jika k ~ 1 maka 

dimAL(GokCm) 

= (!V(Gok- 1Cm ) I (dimiiL(Cm) - 1) + V(Gok-lCm ), untuk m = 4k atau m = 4k + 3 
!V(Gok-1Cm)l(dimAL(Cm) - 1) + y(Gok-tCm), untuk m yang lain 

Bukti. Misalkan G' = GOk- 1Cm, akibatnya Go"Cm = G'oCr.:' Bedasarka!1 Teorema 5.24.7, 

diperoleh dimAL(GokCm ) = 

{
!VCGOk- 1 Cm)I (dimAL(Cm ) - 1) + V(Gok- 1Cm ), untuk m = 4k atau m = 4k + ~ 

W(Gok- 1 Cm )l(dimAL(Cm ) -1) + y(Gok- 1Cm), untuk m yang lain 

Teorema 5.38 Misalkan G merupakan grllf Cn, graf Sn. graf Kn. dan graf Pn berordo It ~ 2 dan 

m ~ 4. Jika y(G) merupakan bilangan dominasi daTi graf G dan k ~ 1 maka 

d' (G C) = {klV(G)I(dimAL(Cm ) -1) + V(G), untuk m = 4k atau m = 4k + 3 
lmAL ok m k!V(G)I(dlmAL(Cm) - 1) + y(G), untuk m yang lain 

dengan kEN. 

Bukti. Misalkan G merupakan grafCn , grafSn • graf Kn. dan graf Pn berordo n ~ 2. S ~ V(G) dan 

S = {11n1 , v n2' •••• vnY(G)} merupakan himpunan dominasi minimal daTi graf G, scJanjutnya 

berdasarkan penamaan titik pada graf basil operasi kali cOtnb himpunan Spada GokCm adalah 

Berdasarkan Teorema 4.1.3 Bit = 

{ViOl' Vus, .•. , Vit4(k-l)+1 • ••• , Vit[4((~1-1 )+1] Ik s r:l}. dengan i = 1,2, ...• n merupakan basis 

ketetanggaan lokal graf cM. Terdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 4k, m = 4k + 
1, m = 4k + 2, atau m = 4k + 3. 

a. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Dipilih W = U~lBit. Diambil sepasang titik bertetangga 

x,y E V(GokCm ) - W, akibatnya x,y E cM - Bit. Karena 1 ~ W maka berdasarkan 

Teorema 4.1.2, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Karena Bit merupakan 

basis ketetanggaan lokal daTi Cm. maka W merupakan basis ketetanggaan lokal daTi graf 

GokCm · 

b. Sedangkan untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Misalkan W = S' U~l{1.'ic"'r-t)} dcngan 

r = 2,3, ... ,r:l Diambil sepasang titik bertetangga x,y E V(GokCm ) - W. terdapat dua 

kasus yaitu x,y E 1- S· atau x E 1- S· dany E cM - {Vit4(k-l)}' 
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(i) Unruk x,y E [ - 5·. x = vro1 dan y = vkOI dcngan T, k '* ni, i = 1,2, ... , y(G). Dipilih viOl E 

[ dcngan d(ViOl' Vt'Ol) = 1 alau d(ViCl. VkOl) > 1. Oleh karena itl! IN(ViOl) n {VrOI. VkOIJI = 
I{vrodl = 1. 

(ii) Unruk x E [ - S' dan y E Cffi - {Vit4(k-1)}' akibatnya x = VrOI dan y = Vrt2 dengan T '* 
ni' i = 1,2, .... y(G). Karena S' merupakan himpunan dominasi dari induk, maka terdapat 

VnkOI E 5·. Karena de VrOl' Vnko!) = 1 dan dC Vrt2' VnkOl) > 1 maka INC VnkOl) n 

{VrOl. vrt2JI = I{Vrol~1 = 1. 

Berdasarkan uraian diat ... s maka W merupakan himpunan pembeda ketetilnggaan lokal. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggaan lokal minimal. Diambil 

sebarang W' ~ V(GokCm ). IW'I < IWI. Terdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 
4k, m = 4k + 1, m = 4k + 2. atau m = 4k + 3. 

a. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Karena IW'I < IWI dan IW'I < IUi,!'lBitl, akibatnya 

terdapat C:;. sehingga maksimal terdapat IBit I - 1 titik yang menjadi anggota 14". Tanpa 

mengurangi keumuman bukti. misalkan i = 1 dan t = 1 sehingga maksimal terdapat CI 8111 -
1) titik yang menjadi anggota W'. Akibamya Vltro Vlth E W', T "* h, dan l(vltr - Vlth) > 4. 

Berd~sarkan Lemma 5.23.1. W' bukan merupakan hitnpun{'n pembeda ketetangeaan lokal. 

b. Sedangkan untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Terdapat dua kemungkinan yaitu W' = 

I' Ui~!'t H' dengan I' ~ i, 11'1 < y(G), dan IH'I = IU~\{ Vi4(r-l)}I dengan r = 2,3, ... , r:l alaLJ 

W' = [' U~l H' dengan 11'1 = y(G), H' ~ U7!l cAL dan IH'I < IU~1{Vi4(r-l)}I· 

i. Untuk W' = I'Ur~IH' dengan I' ~ I, 11'1 < y(G), dan IH'I = IUr,!'t{Vi4(r-l)}1 dengan 

r = 2,3 •... , r:1. Karena [' bukan merupakan himpunan dominasi minimal, maka terdapat 

titik VhOl E I - [' sehingga dC vhOl, VnkOl) > 1. VnkOl E l'. Terdapat pasangan titik 

bertetangga (Vhtp, Vhtq) E V(GoCm) - W' dengan p :f= q. Diambil sebarang x E W', 

maka terdapat dua kemungki(lan yaitu x = Vnk0 1• Vnkol E l' atau x = Vity dengan y '* 
1. Viy.E H'. Jika x = Vnk0 1 maka Vhtp' Vhtq El N(x). Sedangkan jika x = vVjty maka 

Vhtp' Vhtq e: N(x). Akibatnya I {VlttP, Vhtq} n N(x)1 "* 1 

IL Selanjutnya untuk W' = /' Ui~l H' dengan 11'1 = yeG), H' ~ ur~l C:;., dan IH'I < 

IUr~1{Vi4(r-1)}1 dcngan r = 2,3, ... , r:1. Tcrdapat CjJ sehingga maksimal terdapat 
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I{Vi4(r-l)}I-l titik yang menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti. 

mi!;alkan i .: 1 sehingga maksimal tcrdapat (IV:4(r-l)l- 1) titik yang mcnjadl anggota 

W'. Akibatnya tcrdapat pasangan titik bertetangga vttp ' Vttq E W' dcngan p *' q dan 

l(vttp - Vltq) > 4. Berdasarkan Lemma 5.23.1, W' bukan himpunan pembeda 

ketetanggaan lokal. 

Berdasarkan uraian ciatas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu 

W merupakan basis ketetanggaan 10kal dan dimAL(GokC,.J =-

{
klV(G)I(dimAl.(Cm ) -1) + V(G), untuk m = 4k antau m = 4k + 3 

klV(G)I(dimAL(Cm ) - 1) + y(G), untuk m yang lain -

Teorema 5.39 Misalkan G adalah sebarang graftcrhubung bcrordo n ;;:: 2 dan H adalah gldf non­

trivial. Jika terdapat basis ketetanggan B dari H dan merupakan himpunan dominasi, danjika untuk 

setiap v E V(H) - B yang memenuhi B ~ NH(v), maka 

dimAl(G8H) = n. dimAl(H) 

Bukti. Misalkan Bi adalah sebarang basis ketetangga~m lokal dari Hi' 

Pilib W = Ut=l Bi . Diambil sebarang dua titik yang bertetangga x,y E VeG 0 H) - W 

maka terdapat tiga kasus yaitu ( i ) x,y E V(Hi ), ( ii ) x,y E V(Go) dan ( iii) x E V(Go),y E 

V(Hi )· 

( i) Misalkan x,y E V(Hi ). Karena Bi adalah basis ketetanggaan lokal dan Hi maka terdapat 

S E Bi ~ W sehingga IN(s) n {x,yll = 1. Oleh karen a itu x,y memiliki pembeda 

ketetanggaan lokal di W. 

( ii ) Misalkan x, y E V(Go) maka terdapat i,j E (1,2,3, ... , n) dengan i :f:. j sehingga x = Vi 

dan y = Vj' Dipilih s E Bj, karena sVi E E(G 0 H) dan SVj E E(G 0 H) maka 

IN(s) n {Vi, Vj}1 = 1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda ketetanggaan lokal di W. 

( iii) Misalkan x E V(Go) dan y E V(Hf ). Karena Si ~ NH1(y), sehingga untuk sctiap 

S E Sf - NHj(y) maka sx fl E(C 0 H) dan sy E E(G 0 H). Akibatnya, IN(s) n 

{x,yll = 1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda ketetanggaan lokal di W. 

Bcrdasarkan lIraian di atas dipcrolch bahwa W mcrupakan himpllnan pcmbcda ketctanggaan lobi 

G0H. 
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Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W mcrupakan himpunan pembeda ketctanggaan lokal 

G0H d£:ngan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W, rnaka te-rdapat i E (1.2.3 • ...• n). 

sehingga x E Bi • Akan ditunjukkan bahwa W\(x} bukan himpunan pembeda ketetanggaan 

lokal. T<arena Bi adalah basis dari Hi, maka Bi \ (x) bukan himpunan pembeda dari Hi' Akibatnya 

terdapat dua titik bertetangga Vir. Vtt E V(Hi ) - Bi \ (X) dengan r '* t sehingga ar.luk seliap s E 

Bi\{x}.IN(s) n {Vir, vitll '* 1. Diambil seba.rang s E W\{x}. Karcna Vir' Vit E V(Hi ) - Bi \ {X} 

maka ViTI Vit E V(G0H) - W\{X}. Terdapat dua kemungkinan s E Bi \ {X} atau s E Bj dengan 

j'*i. 

(i) Misalkan S E Bi \ {X}, berdasarkan uraian sebelumnya IN(s) n (Vir. VitH '* 1. 

(ii) Misalkan s E Bj dan Vir, Vit E V(Hi ) - Bi \ {X} dengan i '* j. maka IN(s) n (Vir. vitll = 
0,* 1. 

Berdasarkan kasus di atas. dipt:roleh bahwa W merupakan himpl.lnan pembeda ketetanggann lokal. 

O!eh karena itu. W merupakan basis ketetanggaan lokal dengan dim,u(G 0 H) = n. dimAI(H). 

Teorcma S.40 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n ~ 2 dan H adalah graf 11011-

trivial. Jika terdapat basis ketetanggan dari H yang merupakan himpunan dominasi, untuk setiap 

basis ketetanggaan B di H terdapat V E V(H) - B yang mcmcnuhi B ~ NH(v), maka 

dimAI(G0H) = n. dimAI(H) + y(G). 

Bukti. Misalkan D = {vnklk = 1,2,3, .... y(G)} merupakan himpunan dominasi dari graf G. 

Berdasarkan penamaan titik-titik hasil kali korona. Do = {vnk'Jlk = 1.2.3, .... y(G)} ~ Gc. Bi 

adalah sebarang basis ketetanggaan lokal dari Hi' 

Pilih W = Uf=lBi U Do. Diambil sebarang dua titik bertetangga x,y E V(G0H) - W 

maka terdapat tiga kemungkinan yaitu ( i ) x.y E V(Hi ). ( ii ) x.y E V(Go), dan ( iii) x E VeGa) 

dan y E V(Hi ). 

( i ) Misalkan x,y E V(Hi ). Karena Bi adalah basis ketetanggaan lokal dari Hi maka terdapat 

s E Bi ~ W sehingga IN(s) n {x, y}l = 1. Oleh karena itu x. y memiliki pembeda 

ketetanggaan lokal di W. 

( ii ) Misalkan x. y E V(Go) maka tcrdapal i, j e {"I' 112' n3' ...• nY(G)} dengan i :;t: j schingga 

X = Vi dan y = Vj' Dipilih t E Do. Karena n', E £(G0H) dan tVj e £(C0H) maka 
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IN(t) n {Vi, Vi}! = IN(t) n {X,yJl = 1. Oleh karena i[U X.y memiliki pembeda 

ketetanggaan lokal di W. 

( iii) Misalkan x E V(Go) dan y E VCHi ) maka terdapat i e (llt.llZ.1l3' •..• llY(G)} dan 

j E {l.2,3, ...• m} sehingga x = Vi dan y = vi' Dipilih t E Do. Karena tVi E £(G0H) dan 

tVj (t E(G0H) maka INCt) n (Vi. vi}1 = INCt) n {x.y}1 = 1. Oleh karena iru x.y 

memiliki pembeda ketetanggaan lukal di W. 

Berdasarkan uraian di atas maka W merupakan himpunan pembeda ketetangfaan lokal graf G0H 

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W mcrupakan himpunan pcmbeda ketctanggaan lokal 

G0H yang mcmpunya! kardinalitas minimal. Diambil sebarang x E W. Akan ditunjukkan bahwa 

W\{x} bukan bimpunan pcmbeda keletanggaan lokal. Terd::pat dua kemungkinan yairu terdapat 

i E {1,2.3, ... , n}, sehit.gga x E Bi atau x E Do. 

(i) Misalkan terdapat i E {1,2.3 •...• n}, sehingga x E Bi • Karena Bi adalah basis dari Hi> maka 

Bi \ (xl bukan himpunan pembl!da dari Hi' Akibatnya terdapat dua titik bertetangga 

vir, Vjt E V(Hi ) - Bi \ {xl dcngan r:l= t schingga untuk sctiap u E Bi\{x}, IN(u) n 

{Vir, Vit}1 =1= 1. Diambil sebarang s E W\{x}. Terdapat tiga kemungkinan, yaitu s E Hi \ 

(xl, s e Eli denganj :1= i alau s e Do. 

a. Misalkan s e Hi \ {X}, berdasarkan kasus di atas maka IN(s) n (Vir. Vit}1 :1= 1. 

b. Misalkan s E Bj • Karcna Vir. Vjt E VCHj) - Hi \ (x) dcngan i:l= j, maka 

INCs) n {Vir. Vitll = 0"* 1. 

c. Misalkan s-e Do, maka teldapat It. E (l,Z;3, ...• yCGo)} sehingga s = vpko, Tt:rdapat dua 

kemungkinan yaitu p,,"* i atau Pk = i. Untuk Pk"* i diperoleh bahwa 

IN(vPko) n (Vir, Vit}1 = 0 :1= 1 scbab Vir- Vir E V(Ht> - Hi \ {x}, sedangkan untuk 

Pk = i diperoleh bahwa IN( VPkO) n {Vir, Vitll = 2 "* 1. 

(ii) Misalkan x E Do. Karena Do adalah himpunan dominasi dari Go, mnka Do \{xl bukan 

himpunan dominasi minimal dari Go. Ada U EGo. sehingga untuk setiap z e Do \{xl, z tidak 

bertetangga dengan u. Karena u eGo. maka terdapat i e (1.2.3 •... , n} sehingga u = ViO­

Dipilih ye V(H j ) - Bi - B1!rdasarkan pemilihan tl dan y diperoleh bahwa u,y E 

VCG <:) H) - W\{x}. Diambil scbarang S E "'\{xl. Tcrdapat dua kcmungkinall, yaitu s E 

Do \ {x} atau s E Bi . 
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a. Misalkan s E Do \ (x}. Berdasarkan pcmilihan u dan y diperoleh IN(s) n (x,y}1 = 0 :;:. 

1-

b. Misalkan -s E Bi • Berdasarkan pemilihan u diperoleh us E E(G 0.'-1), sedangkan 

YS E E(G 011) sebab Bi merupakan basis dari Hi' Oleh karena itu IN(s) n {VI' Vii}1 = 

Berdasarkan kasus di atas, diperoteh bahwa W merupakan himpunan pembeda 

ketetanggaan lokal. Olch karena itu. W mcrupakan ketetanggaan tokal dengan dimAl(G 0 H) = 
n.dimAl(H) + reG). 

5.4. HUBUNGAN DIMENSI METRIK DENGAN PENGEMBANGAN KONSEPNYA 

I lubungan dimensi metrik ketetanggaan graf GoKm dengan dimensi metrik ketetanggaan loka! 

paca graf GoKm diperoleh dari Tcorcma 3.1 dan teorema 5.1. Scdangkan, hubungan dimensi 

metrik ketetanggaan graf GoSnz dengan dimensi metrik k~tetanggaan tokal p!lda graf GoSm 

diperoleh dari Teorema 3.2 dan Teorema 5.2. Kedua hubungan terseb~t disajikan dalam akibat 

berikut. 

Akibat 5.4.1 Misalkan G acalah grafterhubung berordo n ~ 2 dan reG) merupakan bilangan 

dominasi pada grafG. Jika m ~ 3, maka dimA(GoKm) = dimA,l(GoKm). 

Akibat 5.4.2 Misalkan G adalah grafterhubung berordo n ~ 2 dan Sm berordo m ~ 2, maka 
dtmA(GoSm) = dimA,L(GoSm) dimA(Sm) -1 + reG). 

Hubungan dimensi mctrik ketetanggaan graf G (0 H dengan dimcnsi metrik ketetanggaan 

lokal graf G (0 H diperoleh dari Teorema 4.1.1 dengan Teorema 4.2.1, hubungan tersebut 

disajikan dalam akibat berikut. 

Akibat 5.4.3 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n ~ 2 dan H adalah graf non­

tr;\·;al. Jika terdapat basis ketetanggan B dari H dan merupakan himpunan dominasi, danjika untuk 

setiar V E V(H) - B. B ~ NH(v), maka 

dimA (G0H) _ dimAI(G0H) 

dimA(l1) - dimAI(H) . 
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Hubungan dimensi metrik ketetanggaan graf G 8 H dengan dimensi metrik ketetanggaan 

lokal graf G 0 H diperoleh dari Teorema 4.1.2 dengan Teorema 4.2.2, hubUilgan tefsebut 

disajikan dalam akibat berikut. 

Akibat 5.4.4 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n ~ 2 dan H adalah graf non­

trivial. Jika tcrdapat basis ketetanggan dari H yang merupakan himpunan dominasi, untuk setiap 

basis ketetanggaan B di H terdapat v E V(H) - B yang memenuhi B ~ NH(v), maka 

dimA(G0H)-dimAl(G0H) = IV(G)I 
dimA(fI)-dimA!(H) • 
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6.1. KES IMI'ULAI" 

-- ----=--=-IULIJ: 
nUU:'''Ai~ ~ 

:..mTDliI~A8 All<U>l'-' 
l_.::·~,,=-=a.;:.A_B_A_Y_A __ 

BAB 6. KES I:\IP ULAN DAN SAnA" 

Dari pcnclitiilll ini , di pcrolch has il yan g d is~i kan oalam kcsimpu lan di baw.:lh ini . 

I. Berhasil dibangun konscp dimcnsi I11clrik kuat lobi suatu gmt'. 

2. Dimcnsi metrik kllat lokal gmrkhusus yang surlah ditCIllUki"l adal ah gra f sik lus, graf Ic ngka p. 

gra f lintasan. dlln graf bintang. 

3. Dari gn f-grafkhustls di atas, dapal ditcmukan braktcrisasi grafdcngan dimcnsi m":lriK ktlll! 

lokal tertcnlu . 

4. Dapal ditcmukan d imcnsi mctrik kual lokal gr;Jf hasil overasi korona . 

5. Dimensi mClrik kctet~ nggan un tuk gmf has it operasi korona dau operas! comb dapa! 

ditemukan untuk bcbcr.lpa graf. 

6. Dimcnsi mClnk kctelanggaan lokal untuk grafhasil operasi kali eomb dapat ditcmukan un!uk 

bcbcrapa gra f. Lcb ih lanju! bcrhasil di tcrnukan dimcnsi mCl rik kctctanggaan lokal grar hasil 

operasi ka li comb li ngkat-k. 

7. Berhasil dilcmukan flUbungan dimcnsi mClrik kctctanggan da n dimcll si Illclrik kelctanggaan 

lokal grafhasil operasi hli comb dan grarhasil operas i korona. 

lJ • .t. . 3ARAN 

Umuk pcnclitian Icbill la njUl, dimensi lIletrit: ulltuk grar subdivi si, grar yang mCmOiL! 

clique atau graf H-cu .... erillg. Pcnclitian juga bisa dikcmballgkan ue nga!1 1ll!.:l1lbangun iWllscp bam 

dimcnsi mClrik dcngan I1lcmandang dar. aspck ncgas i atau kcmp[cmcll. 
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ABSTRACT 
Let G be a connected graph with \'ertex set J"(G) and W = {WI'WZ' .... wm } C V(G). The representation 

of a vertex 11 E V(G) with respect tu W is the ordered m-tuple r(vIW) = (d(v.w1).d(v.wz), ... ,d(v,wm» 
where d(v, w) represents the distance between vertices v aud w. The set W is called a resoh'ing set for G if 
every vertex of G has a distinct representation with respect t" II'. A resolving set containing a minimum number 
of vertices is called basis for G. The metric dime".~i(m ofG, denoted by dim (G), is the number of vertices in a 
Lasis ofG.The set W is called a local ,.l1srMng set for G if every twu adjacent vertices of G have a distinct 
representation Ilnd a minimum local resolving set is calk:! a ic.".:ul basis of G. The cardinality of a local basis of 
G is called the local metric dimension of G. denoted by dimJ( G). The comb product and the corona product are 
non-commutative operations in graph, but th'!se operations can be commutative with respect to the local metric 
dimensi"n for some graphs with certain conditions. In this paper, we determine the local metric dimersion of the 
most generalized comb "nd corona products of graphs. Futhermore, we detennine the commutative 
characterization of como and coruna products with respect to the local me!ric dimension. 
Keywords: resolving set, basis. local basis. local metric dimension, the most generalized comb and corona 

products of graph. commutative characterizaiion. 

1. INTRODUCTION 

Let G be a finite, simple. and connected !,-rraph. The vertex and edge sets of graph G are denoted 

by V(G) and £(G), respectively. The distance between vertices v and win G, denoted by d(v, w), is 

the length of the shortest path between them. for the ordered set W = {Wt. W2' .... wm } ~ V(G), and 

a vertex v E V(G). the representation of "with respect to W is the III-tuple, r(vIW) = 
(d(v, Wl)' d(v. w2 ) .... , d(v, wm)). The set W is called a resolving set of G if every vertex of G has a 

distinct representation with respect to W A minimum resolving set Waf graph G is called a basis of 

G. The cardinality of a basis is called metric dimenSIOn of G, denoted by dime G). The set W is called 

a local resolving ~et of G if every two adjacent vertices of G have a distinct representation with respect 

to W. that is ifu.v E V(G) such that uv E E(G) then r(uIW) :1= r(vIW). A local resolving set of 

G with minimum cardinality is called a local basis of G, and the cardinality of a local basis of G is 

called the local metric dimensioll of G, denoted by dim,(G). 

Godsil and McKay [3) defined the rooted product graph as follows. Let G be a graph on n vertices and 

J{ be a sequence of II rooted graphs HI, H1, H3, ... , lin. The rooled product graph of G by J{ denoted 

by Go1f is a graph obtained by identifying the root of Hi with the i-th vertex of G. Frucht and Harary 

[:!] defined the corona product graph. The corona graph. G0H. of two graphs G and H is obtained by 

taking onc copy of G and W(G)I copics of H and then joining by edge the i-th vertex of G to every 

\'ertex in the i-tb copy of H. In [6). Rodriguez et al. generalized the corona product G 01f, where 1f 

is a sequence of n graphs HI. H~. H; . .... H", Hi and Hj may not be isomorphic. Saputro et al. [7] 

studied the metric dimension of the comb product graph GoH, which is a special case of a rooted 

product graph. Susilowati et al. [10] have left the open problem on the metric dimension of 
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(kt • kz• k3 • •••• kn)-comb and (k1• kz• k3 • •••• kn)-corona of graph G of order Il and Il sequence of 

graphs Jf. In this paper, we detennine the local metric dimension of (k1• kz• k3 • •••• kn)-comb and 

(kv kz. k3 • •••• kn )-corona of graph G of order" and n sequence of graphs Jf and the commutative 

characterization of comb ar.d corona product with respect to local mctric dimension. 

Rodriguez et a!. [6] obscrved the local metric dimension of rooted product graph as follow: 

Theorem 1.1. 161 Let G be a connected labelled graph of order Il ::= 2 alld let Jf be a sequence of n 

comu?cted bipartite graphs HI. H2, H3 • ...• H". n,ell. for allY rooted product graph Go1C. diIllJ(Go1C) 

= dilllJ( G). 

Theorem 1.2. 161 LeI G be a connected labelled graph of order n ::= 2 and let 1{ be a sequence of n 

cOllnected lion-bipartite graphs HI. H2. Hl • • ••• Hn. Then. for any rooted product graph GoJ(. 

dilllJ(GoJf) = Lj~t(di:nt(HJ) - c.:J). 

where aj = 1 {f the 1'00t of Hj belongs to a local basis of Hj alld aJ = 0 otherwise. 

Susilowati et al [10] defined the generalized comb product of graphs GOk 1C and the 

generalized corona product of graphs G 0k 1C. Futhennore. Susilowati et al [10] detennined the 

metric diMension of G Ok Jf and G 0k 1C. Rodriguez et al. [5] observed the local metric dimension of 

corona product graphs. as bellow. 

Theorem 1.3.151 Let H be a non empty graph. T"efollowin~ statements hold. 

(i).lfthe vertex ~f Kidoes nof belong to any local basis for K1 + H. theil/or any connected graph G of 

order II. 

diml(G 0 H) = n diml(K1 + H). 

(ii). If the vertex 0/K1 belongs to a local baSis/or K1 + H. thenfor allY connected graph G of order n 

::= 2. 

diml(G 0 H) = n( diml(K1 + H) -1). 

Theorem 1.4. 16) Let G he a cOllnected labeled graph of order " ~ 2 and let 1C be a sequence 

(?f n non empty graphs lit. Hz, 1i3. ... , /l, .. Then,for any corona product graph G 0 'Jf. 

dim/(G 01f) = 1:7=1 (diml(Kl + Hj ) - aj). 

where aj = 1 if the vertex oIK1 belongs to a local basis ofK1 + Hj and aj = 0 olhe/wise. 
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Okamoto et a1. [4] discovered the characterization of local metric dimension for some graphs. 

Rodriguez et a1. [6] and Susilowati et a1. [8] observed the local metric dimension of rooted product 

graph. Susilowati et al [9] determined the local metric dimension of G Ok X and G 0k 1f. 

In t!lis paper, we define the most generalized of comb product of graphs (G 0k
1
.k2.k3 •••• lcn H). the 

most generalized of roOled product of graphs (G Ok
1
.kz.k

J 
.... k n H) and the most generalized corona 

product of graphs (G 0k
1
.kz.k3 ••• .kn H and G 0k

1
.k2.k

3 
.... k n X), where n = W(G)I. Futhcrmore, we 

analyse the metric dimension and local metric dimension of G 0k1.kz.k
3 

••• .k .. H, G 0k1.k2.k3 .... k n X, 

G 0k
1
.k

2
.k

3 
.... lcn Hand G 0k1 .kZ.k3 •••• k .. X. We also formulate the necessary and sufficient conditions 

such that the local metric dimension of comb product graphs has the equal value, even though the 

position of graph that operated is exchanged. Likewise for t!1e corona product Jr'llphs. 

2. The Local Metric Dimension of tbe Most Generalized Of Comb Product Grapbs 

Let G be a labelled graph on n vertices and H be a sequence of il rooted graphs HI, H2. H), .... 

HII • The k t , kz• k 3 , ... len-rooted product graph of G by X denoted by G O"t..'=2.k3 ••• .k .. :J{ is obtained 

by laking one copy of G and k j copies of HI for every ;= 1, 2, ... ,n, that are 

Hll , HlZ ,H13•• ... Hllct , HZl ' Hzz• HZ3 ,· ... HZkz.H31,H32. H33 • .... H3k3 , .. • , Hnl,Hn2.Hn3' .... Hnkn and 

grafting the root of Hij,j = I, 2, 3, ... , kj with the i-th vertex of G. If 0js is the root of 1Ij., for s = I, 2 . 

.. • k. then 0js = OJ in the graph G 0kt.kz.k3 .... kn 3f , for s = I, 2, ... , kj • If Hi == H for every i = 

1. 2, 3 •...• n, then we get G 0k t .kz.k3 .... k .. H == G 0k 1.k2.k3 ••.. k .. H. In other words, G 0k l .kz.k3 •••. k .. H is 

the special ease of G 0k1.k2.k3 ••.. k .. 1f. 

Susilowati et al. [8] described the properties of rooted product graphs as the following lemma 

and observation. 

Observation 2.1. [8] Let G be a labelled graph of order n ~ 2 and H be a sequellce ofn connected 

graphs IIj . .i = I. 2. 3, .... 11. III the rooled product graph GoH. if every IIj is conllected bipartite 

graph then eve!)' two tidjacent vertices in H.J have distinct distance 10 Ihe 1'001 of IIj and to all vertices 

ill GoH. 

Lemma 2.2. 18) Let G be a labelled graph of order n ~ 2 llnd H be a sequence of II connected 

graphs H,. j = I. 2 ..... II. In the rooted product graph G 0 H . if OJ is the rool of Hj. and Ui is local 

hasis (?f Hi. then the fiJI/owing statements hold. 

(i). (f OJ E Uj then there arc two adjacellt vertices x.y ill ~ such that r(xIS) = r(YIS) Jar eve,)· 

S c V(Hj ), 151 S; IUjl- 2. 

(ii). If OJ ~ Uj then there are two adjacent vertices .r.y in Hi such that r(xIS) = r(YIS) for e\'ery' 

S c V(Hj).ISI s; IUjl- 1. 
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Using Theorems 1.1. and 1.2 respectively. we get the corollaries 2.3 and 2.4 respectively, as bellow. 

Corollary 2.3. Let G he a labelled cm'llc("(£'d grc:ph of order .. , ~ 2. !.-et H be a conllecte{1 graph and 

:J£ be a sequence Qfll cUllIIected bipartite rooted grap!r.,' H •. H~. HJ . .... H.t. Theil 

dil1lJ(G 0k1.k2.k] .... k n :J£) = di~G 0k!.kz.kJ •... k n H) = dim!(G). 

Proof: Let G be a labelled connected graph of o;-der II ~ 2 and let :J£ be a sequence of n connected 

bipartite rooted graphs H1• Hz. H3 ..... Hn. Let 

Hll,H1Z' H 13 , ... , H 1kt• HZl ' H22• H23 , .. ·, H2k2 , H31 ,H3Z, H33 , ... , H3k]'''' , IIn1 , Hnz.Hn3 , ... ,Hnkn are 

the k; copies:>f Hi for every i = 1,2,3, ... , n. Lei o/s is the roo~ 0t H;:. for s = 1, 2, ... , kj, choose W = 

local basis of G. 

Take any twu adjacent vertices .Y. y in Hj"j = 1. 2 • .... 11 ; S = 1. 2, ... , kj • Because His connected 

bipartite. by Observation 2.1. we g~t d(xlz) *' d(ylz) for every Z E V(G 0k!.kz.k
3 

.... k n :J£). Therefore 

r(xIW) = r(YIW). Take any two adjacent roots 0is,Ojs in G 0Ict.kz.k3 .... kn:J£. Because IV = local basis 

of G then r(o'sIW) *> r(oJsIW) and W is a local basis of G Okt.k2.k3 .... kn:J£ • So 

dim/(G 0k t .k2.kJ .... k n :J£) = dimt{G). The same reason for dimt{G 0k
l
.k

l
.k

3 
.... k n H) = dim,(G)._ 

Corollary 2.4. Let G be a connecled labelied graph ~r order 11 and let :J£ he a sequellce of n 

cOllnecteti lion-bipartite routed graphs of order aI/east Iwo HI. H2. lh ... , Hn.IfOj is the roOI ofHj/or 

el'elyj=l. 2 ..... 11. then 

dinl/( G 0k lok z.k3 .... kn 1C) = rjl= 1 k j (diml (HI) - aj ) 

where aj = 1 if OJ belongs 10 a basis (~rHj and aj = Oolhe/wise. 

Proof: Let G be a'connected labelled graph of order II ~ 2 and let 1C be a sequence of the connected 

non bipartite rooted graphs HI. H2, H3 ... . , H". Let 

Hll • H1Z' H 13 , ... , Hlkt,H21' H Z2 , H z3 , .. ·, H Zk2 , H 31 , H3Z' H33 , .. ·, H 3k3 , .. • , Hnl> H n2, Hn3 , ... , H nkn are 

the k; copies of Hi for every i = 1. 2, 3, .... n. Let 0js is the root of Ms and ~s is a iocal basis of ft.. 

fori = 1. 2.3, .... n. ; s = I. 2 ..... kj • Choose IV= U7=1(U~=1(WjS - (Ojs}))' 

Take any two adjacent vertices x. y in G 0kl.kl.k;l .... k" Jf. By Lemma 2.2. we can proof that W is a 

minimum local rl!sol\'ing set of G O"I.kz.k} .... k"J{ and IW I = rJ=l kj(dim,(Hj) - aj)' where Uj = 1 

if OJ belongs to a basis of Hi and Uj = 0 otherwise._ 

By Corollaries 2.3 and 2A we get Corollary 2.5 and Corollary 2.6 respectively, as below. 

Corolla 11' 2.5. Let G Qlld H be c:ollnecled graphs. (rH be a bipartite graph. then 

dim,(Gok,.k2.k3 •... k7\H) = diIllJ(G). 
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Corollary 2.6. Let G be a c(JIlllected graph of order II. H be a connected non bipartite graph of order 

aT least 2. and 0 is a graJiillg vertex. Theil 

. ( _{r.7=lkj(dim;(H)-1). ifo belongstolocalbasisofH 
dlmJ,Gokl.k2.k3 .... knH)- r.'j~1 kj(dim,(H». otherwise 

Theorem 2.7. Let G be a comlected labelled graph of order n ::= 2, and let 1C be a sequence of the 

combined of n connected nOll-bipartite 1ft, H2 • ...• Hs and bipartite graphs H~I, H $+2, ••• , H", and OJ 

is the root of 1Ij. Theil 

= 1.:/=1 kj(dim,(Hj) - ai) • for G = Cn,n odd.s > 1 
or G bipartite or G = Kn,s = n - 1 

(;!"n..IG 1C) = l.:Js=l kj(dim,(Hj )-aj) + 1, forG= Cn ,nodd,s=l I .. ", 0k1.kz.kJ .... k n 

= L/=1 kj(dim,(Hj ) - ai) + dim,(G) - s, forG = Kn.s < n-1 

< 1.:/=1 ki(dim,(Hj ) - ai) + n - s - 1, otherwise 

",here ai = 1 iflhe 1'00t ofHj belollgs to a local basis of Hi and aj = 0 othenvise. 

Proof: Case 1: for G = Cn. n odd,s> lor G bipartite or G = Kn,s = n -1. Choose 

k 
W = Uj=1(U'~1(Ull - (Ojl)))' so I WI = l.:J=1 kj(dim,(H,) - aJ). 

By Lemma 2.2. we can see that W = U/=1(U~~1(Uj' - (OJ/})) is a minimum local resolving set of 

GOkl.kz.k3 .... kll1C and dimj(Gok •. k2.k3 .... kll1C) = r.J=1 kj(dim,(Hj) - aJ). 

Case 2: for G = Cn.n odd.s = 1. Choose = Uj=1(U:~1(Ujl - (OJI))) u {z} = U:!1(UU - Iou)) U 

(z} , = E Hjt for any j = s .j. I, S +2 ..... n ; I = I, 2, "', kj and z f. Ou. We can proof that W is a 

minimum local resolving set of GOkl.k2.k:l .... k .. 1i· and dilut(Gok •. k2.kJ .... kn1f) = l.:J=l kj(dim,(Hj )­

aj) + 1. 

Case 3: for G = Kn.s < n - 1. Choose 

W= UJ=1(U~~1(Ujl - (Ojl))) U {UjdUj, * 0j"j = s + 1.s + 2, ... ,n -1.1 = 1,2.3 • ... kj}, Without 

loss of generality, let 5 = n - 2. it means that Hjl.j = 1,2 • .... 1/ - 2 arc nOll bipartite graphs and 

H(n-I)l. Hnl are bipartite graphs and 

W = Uj;f(U~!l(Uj' - {ojd)) U {lL(n-1),lu(n-1)1 '* 0(n-1)"l = 1,2,3, ... kj }. 

We can proof that W is a minimum local resolving set of GOkl.k2.k3 .... kn1C and diI1lJ(GOkl.k2.k30--.k"1C) 

= 1.:~=1 kj(dim,(Hj ) - aj) + dim,(G) - s. 

Case 4: For G is otherwise, dim/(Gok •. kz.kJ .... k,.J{) < r.j=1 ki(dim,(Hj ) - aj) + n - s - 1. it is 

obvious because K .. is the 1:,rraph with the biggest local metric dimension respect to the its order. _ 

3. The Local Metric Dimension of the Most Generalized of Corona Product Graphs 
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Let G be a labelled graph on n vertices and 1£ be a sequence of II rooted graphs HI, H2. HJ, ...• 

Hn. The k I , k z, k 3, ••• len-corona product graph of G by 1£ denoted by G0k1.kz.k3 •••• knl£ is obtained 

by taking one copy of G and k i copies of Hi for Cycry i= I, 2. . .. ,n, that are 

Hll,H12 , H13, ••• , HUI , H21> H22,H2 :i, ••• , H2kz , H31,H32 , H33 , ••. , H3k3 , ..• ,Hn1,Hn2.HnJ, ... , Hnkn and 

and then joining by edge the i-th vertex of G to every vertex inj-th copy of Hi,j = 1.2,3 ..... kj • If 

Hi == H for every i = 1,2,3, ... , n, then we get G 0kl.kz.k3 .... kn 1£ == G 0kl .kz.k3 .... kn H. In other 

words, G 0kl.kz.k3 ... xn H is the special case of G 0k1.kz.kl .... kn 1£. 

Lemma 3.1. Lei G be a connected nontrivial labelled :Jraplr. If H be an empty graph and 1f be a 

sequence of n empty graphs HI, ih, H;, ... , HR. tlren 

diI11J(G0k1.kz,k3 .... kn II) = diI11J(G0kl,kz.k3 ... xn1f) = dimJ(G). 

Proof: Let H be an empty graph and 1£ be a sequence of n empty graphs HI, 112. H3, ... , HR' Then 

there are no edge in Hand 1f. In graph G0kl.kz.k3 .... kn Hand G0kl.kz.k3 .... kn 1f respectively, every 

vertex in Hand 1f adjacents to one vertex only in G. Therefore, the local metric diwension of 

G0k •• kz.k3 •... kn Hand G0I- a.kz.k3 .... kn J{ depend on local metric dimension of G only .• 

Using Theorem 1.3. and 1.4 respectively, we get the Corollaries 3.2 and 3.3 respectively. as bellow. 

Corollary 3.2. Let H be a non empty graph. Thefollowing statements hold. 

(i). ((the vertex ofK1does not belong to any local basis for K1 + H. tltenfor allY connected graph G of 

ordern, 

diI11J(G0kl.kZ.k3 .... knH) = l:f=l k,(diml(Kl + H». 

(U). If the vertex of K1 belongs 10 a local basis for K1 + H. tlren for any connectet..! graph G of order Ii 

~2, 

Corollary 3.3. Let G be a connected labelled graph of order n 2:: 2. and 1£ be a sequence of n non 

empty graphs HI, H2, HJ, .... Hn. Then 

diI11J(G0ka.kz.k3 .... knJ{) = Lf=l k,(dim,(K1 + Hi) - ai) 

where ai = 1 if the vertex ofK1 belongs 10 a local basis ofK1 + Hj and aj = 0 Olhen,·ise. 

Proof: Let V(G) = {Vl' V2, V3,"" vn,}, 8. is a local basis of Hi and 8i; is a basis of < Vi > + Hi' ; = 

I, 2, .... n;j = 1,2 ..... k i . So 8ij = Bi for j = 1.2 .... , k i . Choose W = U~=I(U~~1(8ij - (Vi})' 

Because < Vi > + Hjj == Kl + Hj so IWI = l:f=1 kj(dim,(KI + Hi) - 1) if Vi is an element of a 

local basis of K1 + Hi and IWI = Lf:l ki(diml(KI + Hi» if Vi is not an element ofa local basis of 

K1 + Hi' Futhermore, we can prove that W is a local basis of G0k
1
.kz.k

3 
.... k n l£ .• 
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4. Commutative Characterization of Comb and Corona Products Graphs with Respect to 

the Local Metric Dimension 

An operation * defined on two graphs ~s said commutative if.4* B == B* A for every graph A amI 

B. An operation * defined on two graphs G and H is said commutative with respect to local metric 

dimension if dim,(G*H) = dim,(G*H), denoted by (G*H) =diml(H*G) [9]. 

In this section, we present commutative characterization of comb and corona products graphs with 

respect to the local metric dimension. 

Theorem 4.1. Let G and H be connected bipartite graphs oj orrier .1t least two. Theil 

dim,(G) = dim,(H) ifand only if(GoH) ==dim' (HoG) 

Proof: Let G and H be connected bipartite graphs. Let (GoH) =dim' (HoG). It means that 

diID:(GoH) = dim,(Hoo). By Theorem 1.1. we ~et diml(G) = dim,(H). 

Converse!y. let dim, (G) = dim, (H). By Theorem 1.1 , we get dim, (G) = dim,( GoH) and 

dim,(H) = dimt(HoG). Therefore dim/(GoH) = dimt(HoG). So (GoH) ==diml (H oG). _ 

For the case of non bipartite graphs, the formula of commutative characterization of generalized 

comb product with respect to the local metric dimension is presented base on existence of grafting 

vertex, whether element of a local basis of graph operated. 

Theorem 4.2. Let G and H be connected graphs of order at least three. Let G alld H be nOll bipartite 

graphs. If the grafting vertex oj GoH belongs to a local basis of H and the grafting ver/ex of HoG 

belongs to a local basis ~r G. then 

W(G)ldim,(H -1)'= W(H)ldim,(G - 1) ifalld ollly if(GoH) ==diml (HoG) 

Proof: Let G and H be connected graphs of order at least three. Let G and H be non bipartite graphs. 

Let the grafting vertex of GoH belongs to a local basis of H and the gratting vertex of HoG belongs to 

a local basis ofG. Let (GoH) =dim' (HoG).Thcorem 1.2. we get dim, (GoH) = W(G)I(dim,(H) - 1) 

and dim,(HoG) = W(H)ICdim,(G) - 1). 

Therefore W(G)I(diml(H) - 1)) = W(H)I(diml(G) - 1) .. 

So W(G)I(dim,(H - 1) = W(H)I(diml(G) - 1). 

Conversely. let W(G)I(diml(H) -1) = W(H)I(dim,(G) - 1). Then 

IV(G)I(dim,(H) - 1) = W(H)I(dim,(G) - 1). 

Therefore dim,(GoH) = diml(HoG)._ 

For the case grafting vCllex does not belong to a local basis of graph operated. given below. 
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Theorem 4.3. Let G and H be connected graphs (?(order alleast three. Let G and H be non bipartite 

graphs. ~(the grafting vertex of GoH does nOI belong to a local basis of H and the grafting vertex of 

HoG does 1I0t belong to a leu'al basis l?fG. thell 

W(G)ldilTl,(H) = W(H)I~in:,(G) ijami only if (GoH) =dim' (HoG). 

Proof: Let G and H be connected graphs of order at \cast three. Let G and H be' non bipartite graphs. 

Let the grafting vertex of GoH does not belong to a local basis of H and the grafting vertex of HoG 

dol's not belong to a local basis of G. Let (GoH) =dim' (HoG). By Theorem 1.2, we get 

dim,(GoH) = W(G)I(dir.1,(H» and dim,(HoG) = W(H)I(dim,(G». 

Therefore W(G)I(dim,(H) = W(H)I(dim,(G». So W(G)ldim,(H) = W(H)ldim,(G). 

Conversely, Ie! IV(G)I(dim,(H) = W(H)I(dim,(G». Then dirr::~tioH) = dim,(HoG). In other 

words (GoH) =diml (HoG) • 

In the next theorems. we pfesent the commutative characterization of generalized corona 

. product with respect to local metric dimension. 

'fheorem 4.4. Let G and H be non empty connected graphs. if Ihe verlex of Kl does nol belong 10 a 

local basis ofK1 + H alld /(1 + G, thell 

W(G)I(dim/( K1 + H» = W(H)ldiml( K) + G» ifulld ollly if(H 0 G) =diml (G 0 H) 

Proof: Let G and H be non empty connected graphs. Let the vertex of Kl does not belong to a local 

basis of Kl + Hand Kl + G. Let (G 0 H) =dim' (H 0 G). Based on Theorem 1.3.(i), we 

get dimL(G 0 H) = W(G)I (dim,(Kl + H» and dim,(G0k H) = W(G)I (dimL(Kl + H». 

Therefore W(G)I (diml(K1 + H» = W(H)I (dim,(KI + G». 

So W(G)I dim,(Kt ~ H) = JV(H)I dim,(K1 + H). 

Conversely, let W(G)I dim,(K1 + H) = W(H)I dim,(Kt + H). Then 

Based on Theorem 1.3.(i), we get dim,(G 0 H) = dim,(H 0 G). 

In other words (G 0 H) =dirnl (H 0 G) .• 

Theorem 4.5. Lei G arzd H be /lon empty cmmeclecl graphs l?{ order al least two. ({lite vertex of Kl 

belongs 10 a local bas;s (~rK1 + Hand Kl + G. Theil 

W(G)I(dimlC K1 + H) - 1) = W(H)ldim,CC K1 + G) - 1) 

if alld oll{r if(H 0 G) =dlml (G 0 H). 

Proof: Let G and H bl! non empty connected graphs of order at least two. Let the vertex of K1 

belongs to a local basis of K1 + Hand K1 + G. Let (G 0 H) =dim' (H 0 G). By Theorem 1.3.(ii). we 

get, 

dimL(G 0 H) = W(G)I (dim,(K1 + H) - 1) and dim,(H 0 G) = W(H)I (dim,(Kt + G) - 1). 

ThereforcW(G) I (diml(K1 + H) - 1) = W(iI)1 (dim,(Kl + G) -1). 
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Conversely, let W(G)I (diml(K1 + H) - 1) = W(H)I (diml (K1 + G) - 1). Then, by Theorem 

1.3.(ii), we get diml(G 0 H) = dim,(H 0 G). In other words (G 0 H) ~diml (H 0 G) .• 
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Unggulan Perguruan Tinggi Universitas Airlangga 2018. 

References 
[I I G. Chartrand, L. Eroh, M.A. Johnson, and O.R. Oellermann, Resolvauility in graphs and the 

metric dimension ofa graph, Discrete App!. Math., 105 (200), 99-113. 
[2] R. Frucht and F. Harary, On the r.orona of two graphs, Aequationes Mathematicac. 4(3)(1970), 

322-325. 
[3] C.D. Godsil and B.D. McKay, A new graph product and its spectrum, Bulletin ot the Australian 

Mathcmatical Sockty, 18 (1978),21-28. 
[4] F. Okamoto, L. Crosse, B. Phinezy, P. Zhang, and Kalamazo, The local metric dimension of 

graph, Mathematica Bohemica, l35(3)( 2010): 239 - 255. 
[51 J.A. Rodriguez-Velazquez, G.A. Barragan-Ramirez, and C.G. Gomez, On the local metric 

dimension of corona product graphs, Combinatorial A.n::i Computational Results, Arxiv: 
1308.6689.vl (Math Co) (2013), 30 Agustus. 

[6] J.A. Rodriguez-Velazquez, C.G. Gomez., and G.A. Barragan-Ramirez, Computing the local 
metric dimension of graph from the local metric dimension of primary subgraph. 
arxiv:1402.0177vl[math. CO](2014), 2 Feb. 

[7] S.W Saputro. N. Mardiana, and LA. Purwasi, The metric dimension of comb product graph, 
Graph Theory Conference in Honor of Egawa's 60th Birthday, September 10 to 14, [internet] 
[citation 22 October 2013]: 
http://www.rs.tus.ac.jp/egawa 60th birthday/abstract/contributed talklSuhadi Wido Saplltro. 

[81 L. Susilowati, Slamin, M.I. Utoyo, and N. Estuningsih, the similarity of metric dimen~ion and 
local metric dimension of rootcd product graph. Far East Journal of Mathematical Sciences, 
97(7) (2015), 84L-856. 

[9] L. Susilowati. M.I. Utoyo, and Slamin, On commutative characterization of generalized comb and 
corona products of graphs with respect to the local metric dimension, Far East Journal of 
Mathematical Sciences, lOO( 4) ('2.016), 643-660. 

[10] L. Susilowati, M.1. Utoyo, and Slamin, 0n commutative characterization of graph operation with 
respect to metric dimension, Journal of Mathematical and Fundamimtal Sciences, Vol. 49, No.2, . 
2017,156-170. 

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI 



11 fs I Sublll iss ion Acknowledgement from Journal or Ma ... Imps:' ·lllail.googh:.colllmail·lI()·::s;::!~ch j!l!tS 1i I~'~'m. it b .• !.:.!J .. 

,. " 

• I 
'-' 

COMPOSE 

Inbox (286) 

Starred 

Important 

Sent Mail 

Drafts (50) 

Categories 

More 

..• liIiek 
'·":1~ 

No recent chats 

Start::: "e'N cne 

jmfs@lppm.itb.ac.id 

Click here to enable desktop notifications for Airlangga , 

fI'!Jve to Inbox 

RE: [jmfs] Submission Acknowledgement from Journal of M 

J.Math.Fund.Sci. <jmfs@lppm.itb.ac.id:> 

to me, ayune.rosfiana, utamidyahpurwa. 

Oear Authors, 

This is to confirm that the manuscript, "The Local Strong Metric Oimensior 
and the Strong Metric Dimension of Corona Product Graph of Order-k" (1'\1 
been received for consideration in the Journal of Mathematical and 
Fundar.1ental Sciences. 

Your article will be ct.o:lcked for plagiarism first before it will be revie-wed 
by peer reviewers . 

Just a gentle rer.,inder that Author is requested to recommend at least 3 (I 
international/overseas referees and at least 3 (three) suitable 
local/domestic referees for your article who do not have any research 
cooperation with authors within the last three years (please provide name: 
institution and email address). Total candidates of referee is at least 6 
(six) referees. It should be better if you can provide referee's ORCID or 
SCOPUS Author 10 or ResearcherlO. The Journal will consider carefully c 
recommended exclusions, but will not always follow the reviewer 
recommendations. Author is also requested to send the highlights Of pape 
for reviewers. The form of referee candidates and paper's highlights can 
be obtained at the end of this letter. 

The due ddte to subnlit the form is 7 (seven) day from the submission datE 

For your information, author whose paper is accepted for publication in 
Journal of Mathematical ~nd Fundamental Scienc~s is su~jected to pay U 

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI 



The Local Strong Metric Dimension and the Strong Metric Dimension of Corona Product 

Graph of Order-k 

L. Susilowati. V.D. Punvati. A. Rosliana 

Depanment of Mathematics. Faculty of Scicnccs and T cchnology. Univcrsi''Is Aidangga. Surabaya, Indonesia l
), JI. 

Mulyorejo S~rabaya. 60115 

lilick-s((l;fst.unair.ac.id. ayunc.roo;fiuna((i-gmail.com, utamidvuhpurwatiC{igmail.com 

Abstract 
Let G be a connected graph and V(G) is a set of vertex G graph. Vertex w E V(G) is called as a 
strong resolver of vertices u, v E V(G), if there is the shortest path u - w which contains v or 
the shortest path r - w which contains u. The set W ~ V(G) is called as a strong resolving Set 
of G, if for every two distinct vertices in V(G) have a strong resolver in W. The minimum 
cardinality of strong resolving set of G is called as strong metric dimension of G, denoted by 
dims(G). The set W ~ V(G) is cailed as a local strong resolving set of G if for every two 
distinct adjacent vertices in V(G) have ~ strong resolver in W. The minimum cardinality ofloeal 
strong resolving set of G is called as local strong metric dimension of G, denoted by dimsl(G). 
In this paper, the characterization of graph with certain local strong metric dimension, strong 
metric dimension of corona product graph of order-k, and local strong metric dimension of 
corona product graph of order-k arc examined. 

Key words: strong resolver. local strong reso/l'ing set, strong metric dimension, local strong 
metric dimension, corolla oforder-k 

AMS Subject Classification Numbers: 05C 12, 05C76, 05C69. 

1. INTRODUCTION 

Let G be a connected, simple and finite graph. A vertex set in G is denoted by V(G) and a 

edge set on G is denoted by E(G). The metric dimension concept was introduced by Harary in 

1976 and the concept has been developed by other researchers. Chartrand, G. et. al. [3] found the 

characterization of graph with certain metric dimension. Sebo and Tannier [11] presented the 

definition of strong metric dimension on graph and Okamoto, el al. [7] developed the metric 

dimension concept into local metric dimension. Okamoto, el al. (7] succeed in finding the 

characterization of graph with certain local metric dimension. Baca, M., et al. [2] succeed in 

finding the metric dimension of regular bipartite graph. Ali, M., et (II. [I] found the metric 

dimension of some graphs containing the cycle. Rodriguez, J.A., et (1/. [9] developed the strong 

metric dimension concept and found the strong metric dimension of strong product graphs. 
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Rodriguez, et al. [8] found the local metric dimension of corona product grpahs. Rodriquez, et al. 

[10] continued the research for rooted product graphs. Oorota Kuziak et. ai. [5] fOliIld strOllg 

metric dimension on graph of corona product. Meanwhile, SusilO'vati, et al. [12] found the 

similarity of metric dimension and local metric dimension of rooted product graph. In this paper. 

the concept of l\lcal strong metric dimension is established and the characterization of graph with 

certain local metric dimension is presented. Furthermore, the concept of strong metric dimension 

and local metric dimension is applied in corona product grapb of order-k. 

Let G be a connected graph of order nand H is a graph of order at least two, then G 

corona H denoted by G0H is a graph obtained by taking n multiplication of H which are 

HlI H2 , ••• , Hn and connecting vertex i of graph G to all vertices on graph Hi [4]. For every 

natural number-k, corona product of order-k of G and H is defined as 

G 0 k H = (G 0 k - 1 H) 0 H. Therefore, corona product of order-k with natlJnl~ number-k, 

denoted by 0 k is defined as: 

k { G 0 H , if k = 1 
G 0 H = (G 0 k - 1 H)0H , if k ~ 2 

According to Oellermann and Peters-Fransen [5], let G is a connected graph and u,v E 

V(G). The interval bdween vertex u and vertex v is denoted flu, v] is a set whose members are 

all of vertices included in the shortest path u - v. A vertex W EGis called as a strong resolv~r 

of a paii \If u,v if v E I[u, w] or u E 1[v, w]. I'il~ ::.et W f; V(G) with W *' f/J is called as a 

strong resolving set of G if every two vertices in graph G have a strong resolver in W. The strong 

resolving set of G with minimal cardinality is called as a strong basis of G graph. The number of 

vertices in a strong basis of G graph is called as a strong metric dimension G graph, denoted by 

dims(G). 

2. Str~ng Mctric Dimcnsion of Corona Product Graph of Order-k 

The strong resolving set properties in graph to support the main result is presented below. 

Lemma 2.t Let G he a cOl/llected graph and s E V(G). Ifu, v E V(G) with d(u,s) = d(v,s) 

thell s is 110t a st,.ong resolver of pai" vertices u, v. 

Proof. Let G be a connected graph and s,u,v E V(G) with 

d(u,s) = d(v,s) = k, kEN. 
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Supposed that s is a strong resolver of pair of vertices u, v so U E f[v, 51 or 

v E Jlu,s) then there are three cases which are (i) E f[v,s], v E flu,s], (ii) U e: I[v,s]. 

v E I[u,s], and (iii) U E f[v • .)], v E I[u.s]. 

(i) Suppose E f[v.s]. v e: f[u.s], and I[v.s] = (v = VO.Vt>V2.V3, ... ,Vk = 5). Because 

u E I[v,sl so there is Vi E f[v. s] with i E {1,2,3, ... , k - 1} so Vi = u. Then d(u.s) < 
d(v. s). This is contradicted with statement d(u.s) = d(v,s). 

(ii) Suppose e: f[v,s]. v E f[u.s], and flu,s] = (u = UO.UI'U .. 'U3 ..... Uk = s). Because 

v E I[v,s] so there is Ui E f[v,s] with i c: (1,2,3, ... , k - 1) then Ui = v. Then d(v,s) < 
d(u.s). This is contradicted with statement d(u,s) = d(v,s). 

(iii) Suppose U E ILv,s] and v E flu,s]. According to case (i) and case (ii), then it is obtainea 

d(u,s) < d(v,s) and d(v,s) < d(u,s). Because d(u.s) < d(v,s). 

d(v.s) < d(u,s) then case (iii) is not possible to occur. 

According to the explanation above: the three cases are not possible to occur so s is not 

strong resolver of pair vertices u. v. Therefore, if u, v E V(G) with d(u.s) = d(v,s) then s is 

not strong resolver pair of vertices u. v .• 

Lemma 2.2 Lei G be a connected graph, s, u, v E V(G), and uv E E(G). If d(u.s) < 

d(v.s) thell U E f[v,s]. 

Proof. Let G be a connected graph, s, u. v E V(G), uv E E(G), d(v,s) = 1, 

d(u, s) = k with k < 1 and f[u.s] = {u = UO. Ul. uz, U3 • .... Uk = s}. Because uv E E(G) 

so there are paths v. Uo. UI, U2, ••• , Uk with the length of path k + 1 S l. Therefore, there are two 

cases which are (i) k + 1 < land (ii) k + 1 = l. 
The case (i) is not possible to happen because if k + 1 < l then the path 

v. Uo. U l' Uz •...• Uk = s has the length less than 1 which causes d(v. s) < l. This contradicts with 

d(v. s) = l. 

The case (ii) if k + 1 = l then v, uo, u l ' U2, •.•• Uk = s is the shortest path of vertex v to 

vertex s so that f[v.s] = (v,u = Uo,UI .U2, ••. ,Uk)' Thl!n 

u E !lv.sl. So if d(u,s) < d(v,s) then u E I(v,s] .• 
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Lemma 2.3 LeI G be a connected graph. If for eVel)' W ~ V(G) with 

I W I = k is not strong resolving set of G graph thell for el'elY S ~ V (G) 

wilh lSI < IWI is also 1101 slrong resolving set (?rG graph. 

Proof. If for every W ~ V(G) with IWI = k is not strong resolving set of G graph. Suppose 

there is S ~ V(G) with lSI < IWI and S;s :;trong resolving set of G graph. 

If !SI = l then for every two vertices in G have strong resolver in S. Therefore, there is 

W' = S u {vdi = 1,2, ... , k -l} with vi E V(G) \ S so IW'I = k which is strong resolving 

set of G graph. This contrndicts with the statement for c·.-ery W ~ V(G) with IWI = k is not 

strong resolving set of G graph. 

So for ev~ry W ~ V (G) with : W I = k is not strong resolving sci. of G graph then for every 

S ~ V(G) with lSI < IWI is also not strong resolving set of G graph. _ 

Kuziak, D., et. al. [5] have presented the theorem of strong metric dimension of corona 

product graph, in this paper the theorem of strong metric dimension of corona product graph with 

different formula is presented. Furthermore, this fonnula is used to determine metric dimension 

of corona product graph of order-k. 

Theorem 2.4 Let G and H be cOllnected graphs with orders of n1 and n2 with nv nz ~ 2. so 

dims(G0H) = (W(G)I- l)W(H)1 + dims(H). 

Proof. Suppose V(G) = (udi = 1.2, .... ntl with nl ~ 2, V(H) = {vdi = 1.2, .... nz} 

with nz ~ 2, Hi is a ~opy of Hgraph order-i with i = 1,2, ... , nt. V(Hi ) = {ViiU = 1,2, ... , nz} 

with i = 1.2 ..... nt. Therefore, V(G01l) = V(G) U~~l V(Hi ) and 

E(G0H) = E(G) U~l E(Hj ) U {UiVij lUi E V(G), Vij E V(Hi )}. Suppose dims(Hi ) = k 

with k < n2 and Sj = (Vit, ViZ. Vj3, ... , Vik} is strong basis of Hi graph. S = SI U~~2 V(Hj ) is 

chosen. Because Hi isomorphic with H for every i E {1.2, ... , ntl so lSI = (n l - l)W(H)1 + k 

or lSI = (W(G)I- l)W(H)1 + dims(H). 

Furthermore. it is shown that S is strong resolver of G0H graph. Two distinctive vertices 

x.y E V(G0H) were taken. $0 there are four possible pairs of vertices which are (i) x.y E 

V(G), (ii) x E V(G) and y E V(Hi) with i E {1,2 ..... nd, (iii) x.y E V(Hi) with i E {l,2, .... n t } 
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and (iv) x E V(Hi) and y E V(Hj). i =I: j. i.j E {l.2 • ...• n1}. After that, it is shown that every 

p()ssiblc pair of two vertices has str~ng resolver in S. 

(i) If x, Y E V(G), there is i,j E (1.2, ... , nIl with i =1= j so x = Ui and y = Uj. Vertex ViI E Sis 

selected. Because Ui E I [Uj. vii], ViI is strong resolver of vertices Ui. Uj' so a pair of vertices 

tii. Uj has strong resolver in S. 

(ii) If x E V(G) and y E V(H I ), there are l.i E {1.2 • ... ,n1}, j E {1.2 •...• nz} so x = U, and 

y = Vij' There <Ire two possibilities which can happen, nal!1ely I = i or I =1= i. 

a. If U, E V(G), vii E V(H I ) with I = i so U, = tii and Vij is adjacent with UI. Vm1 E S is 

selected with m *' i, m E (1,2 •... , ntl so d(ui, Vm1) < d(Vij. VmI ). Based on Lemma 

2.2, Ui E I [Vij. vmd :lnd VmI is strong resolver of vertices U,. Vij' Therefore, a pair of 

vertices Ul. Vlj has strong resolver in S. 

b. If U, E V(G), Vlj E V(Hi) with I =I: i and Vl1 E S is selected. Because UI E J[Vij. V,I] 

so Va is strong resolver of vertices ui. Uj' so a pair of vertices UI. Uj has strong resolver 

in S. 

(iii) If x. Y E V(Hi) with i E (1,2 •... , nl} there is j. mE {1.2 •...• nz} so x = Vi} and y = Vim' 

Because Si is strong basis of Hi graph. so there is V E Si which is strong resolver of a pair of 

vertices vii' Vim' Because Si ~ S. a pair of vertices vii' vimalso has strong resolver in S. 

(iv) If XEV(Hi ) and yEV(Hj ) with i=l:jand i,jE{1.2 •...• nI}' there are 

m, n E (1,2, ...• nz} so x = Vim and y = Vjn' Because = S1 U~z V(Hi) , Vim E S or Vin E S 

so Vim E I [Vim' Vln] or Vjn E I [Vim. Vjn]' Therefore: a pair of vertices Vim. Vjn has strong 

resolver in di S. 

Based on the explanation above, S is strong resolving set of G0H graph. Furthermore, it is 

shown that S is strong resolving sct of G0H graph which has minimal cardinality. S' ~ 

V(G0H) is lakcn with IS'I < 151 so the maximum cardinality of S' is 151- 1. Suppose 

IS'I = ISI- 1. Without losing the generality of proof, S = SI U~~z V(Hi ) is selected so there arc 

two cases, which arc (i) 5' = 51 \{x} U~~z V(Hi) with x E 51 and 

(ii) S' = SI U~~2 V(Hi) \(y} with y E VCHi). tor one i E (2.3 •...• nIl. 

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI 



(i) Without losing the generality of proof, suppose S' = SI \{Vl1} u7~z V(Hi) so a set which 

consisted of HI clcmcnt which become S' element is W = {VIZ' V13 • ...• Vlk} with 

IWI = 1511- 1. Because S1 = {Vll • 1712' .... Va} is strong basis of Ifl and 1711 It W so W is 

not strong resolving set of HI and there arc two vertices in di HI which don't have strong 

resolver W, if VIX and Vly, x. y E {1.2, .... n2}' Furthermore, it is shown that Vlr,Viy also 

doesn't have strong resolverS'. V E S' \ W is taken so d(vlX' v) = d(VIY'V) so according 

to Lemma 2.1, V is not strong resolver of vertices 171%' t'...y and a pair of vertices V1r,Vly 

does not have strong resolver in S' \ W. Because Vlr.Vly do not have strong iesolver in di 

Wand S' \ W, a pair of vertices Vlr,Vly does not have strong resolver in S' anti S' is nOl 

strong rc.;;olving sct 

(ii) Without losing the generality of proof, suppose S' = S1 U V (Hz) \{V21} U~~3 VCHi)' 

Because SI = (Vtll 1712' ••• , V1k} with k < nz so there are v 1nz E HI and vlnz It S', and there 

is 171112' Vzt It 5'. It is proven that V1nz,VZl do not have strong resolver in S'. S E S' is taken 

so there are three possibilities, namely (1) S E S1 (2) s E V(Hz), (3) s E VCHt) with 

i E {3.4 ..... nd 
I) Suppose S E S', S E S1' there is j E (1.2 ..... k) so s = Vii' It is proven that V21 Il 

1[171n2.Vtj] and v1n2 It 1[1721' VIi]. Because V1nz' VIi E VCHl ) so if v E l[v1nz,Vlj] is 

taken, it causes V E V(H1) so VZl Il/[Vlnz' Vlj]' Because 1[1721' VIi] = 1[1721' Uz] U 

I[uz. ud U I[u l • Vlj] and VZ1UZ. U1Vl} E E(C0H) so 1 [VZll uz] = {VZl' uz} and 

I[Ut,Vlj] = {U1. Vli}' therefore vlnzlt/[vzvuz] and vlnzlt/[UlIVlj]' Because 

uZ. Ul E VeC) so if Ut E I[uz. Ul] is taken, it causes Ut E VeC) so V1nz E/[uz. Ut]. 

Therefore, vlnz E/[vZlI VII). Because VZ1 E/[Vlnz. 1711] and Vlnz E/[V211 VIi] so VIi 

is not strong resolver of a pair of vertices V 1n2 ,VZ1> so a pair of vertices Vlnz ' 1721 does 

not have strong resolver in SI' 

2) Suppose s E S', S E VeHz ), there is j E (1.2, ... , nz} so s = VZj. It is proven that 

Vtnz Il/[vZl' V2j] and vZl e I[V1n2' vZi]' Because VZ1,V2j E V(Hz) so if V E 

1[17Zl.VZj] is taken, it causes V E VCHz) so Vl nz It I[VZ1' VZj]. Because I [V1n2' 17Zj] = 

I[V1f1z' ud U I[uv uz] U l[uu2i' VZj] and Vl nz Ul. u2v zi E ECG0H) so I[V1nz' Ul] = 
{Vlnz ' ud and I[uz, VZj] = {uz. VZj}' Therefore, VZl It I [V1nz' u l ] and VZl E I[U2, vZJ)· 
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Because UI' U2 E V(G) so fro Ut E f[UI. uzJ causes Ut E V(G). so V21 fiE f[ut. U2J. 

therefore V21 fiE l[v1nz' VZj]. B~cause v tnz e I[V21' v2f] and V2I fiE '[v: nz , V2j] so 

V2j are not strung resolver of a pair of veniccs Vl nz ' VZl' so a pair of vcnices 

vlnz, li21 does not have strong resolver in V(Hz). 

3) Suppose s E S'. s E V(Hi ) with i E {3.4 •...• nd, there is j E {1,2 •...• n2} so S = Vii' It 

is proven that Vlnz fiE I [V21o Vij] and V21 E IrVIn2' Vii]' Because I[V21' Vij] = 

I [V211 U2] U I[U2. ud U I[Ui. Vii] and VZl U2. ~i. Vii E E(G0H) !;O I[V21' U2] = {V2Io u;:} 

and f[Ui, vii] = {Ui, Vij}. so Vln2 e I[V21. uz] and Vlnz e {[Ui, Vi}]' Because uZ. Ui E 

V(G) so for U t E I[U2. utJ caust:s Ut E V(G), so v1n2 e I[uz. UiJ. Therefore, v1nz e 
I [V211 Vij]' Becau~e I[ Vlnz ' Vi}] = [(Vtnz' Ut] U [[Ut, ud U I[Ui, VijJ and 

VlnzUI' UiVij E E(G0H) so I [Vlnz , Ut] = {Vlnz ' Ut} and IlUi, Vi}] = (Ui, Vii)' 

so V2t E I [Vt'lz' UI] and V21 E f[Ui. Vij]' Because Ut, Ui E V(G) so for Ut E I[u t , uiJ 

causes Ut E V(r.). so VZt E I[ut> ud· Therefore, VZI e I[Vtnz, Vi}]' Because Vtnz e 
I [vzt> Vij] and VZt e I[Vtnz' Vii] so Vij is not strong resolver of a pair of vertices 

Vl n2 , V21t so a pair of vertices Vtnz, VZt does not have strong resolver in V(Hi) with 

i E {3,4, ... , n t } and so a pair of vertices vtn2 ' VZt does not have strong resolver in S'. 

Because a pair of vertices Vtnz l V2t does not have strong resolver in S}t di V(H2 ), or 

in V(HD with i E {3,4, ... ,nt } •• Thus, v1nz' VZl also does not have strong resolver in S'. 

Therefore, S' is not strong reso}ving set. 

According to case (i) and (ii). it is obtained !hat a S' ~ V(G0H) with 

IS'I = lSI - 1 is not strong set resolving set of G0H graph. Because S' is not strong resolving 

set of G0H graph, so according to Lemma 2.3, S" ~ V(G0H) with IS"I < IS'Iis also not strong 

resolving set of G0H graph. So. S is strong basis of G0H graph and dims(G0H) = 

(W(G)I- l)W(H)1 + dims(H). -

Corollary 2.S LeI G. H be a conllected graph of order at least MO. so 

dims(G0k H) = (IV(G0k - t H)I- l)IV(H)1 + dims(H). 
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Proof. Let G. H be a connected graph of order at least two and G' = G0k - 1H, so (G0k H) = 

G'0H. According to Theorem 2.4. which states that dimsCG'0H) = (W(G')I- l)W(H)1 + 
dims(H). so dims(G0" H) = (W(G0k

- 1 H)I- l)W(H)1 + dims(H) . .• 

~. Local Metric Dimension of a Graph 

A s'!t of W !;;;; V(G) with W '* 0 is called as local strong resolving set of graph G if every 

two adjacent vertices in G, it has strong resolver in W. Local strollg resolving set of G with 

minimum c.irdinality is called as local strong basis of G gl.!ilh. The cardinality of local strong 

basis of graph G is called as local strong metric dimension of G graph, denoted by dimsl(G). 

Local strong metric dimension olf ccrt"in graphs is presented below, those graphs are path 

graph Pn, cycle graph Cn' star graph Sn. and complete graph Kn, to obtain the characterization of 

graph with certain local strong metric dimension. 

Theorem 3.1 dimsl(Pn) = 1. 

Proof. Suppose V(Pn ) = (vdi = 1.2 •...• n}, E(Pn ) = (vivi+1li = 1.2 •...• n - I}. Pn graph has 

path ofvt. V2' ... , Vn-l' Vn and S = (vII deg VI = I} is selected. 

It is proven that S is local strong resolver of Pn graph. Two adjacent vertices Vi. Vi+l E 

V(Pn ), ViVi+1 E E(Pn ) with i = 1,2, ... , n - 1 arc taken. so 

/[Vlo Vi+l] therefore VI is strong resolver of vertices Vi' Vi+l E V(Pn ). Hence, S is local strong 

resolving set of Pn graph. 

Local strong resolving set of a graph is not possible to be empty set, so set S is local strong 

resolving set with minimum cardinality therefore S is local strong basis of Pn graph. Thus, 

dimsL(Pn ) = 1. • 

. {I Theorem 3.2 dLmsl(Cn ) = 2 
if n is even 
if n is odd 

Proof. Suppose Cn graph has order n so there are two possibilities which are; n is even number 

or n is odd number. 

Case 1. For even 11 which is 11 = 2k. k ;:: 2. 

Suppose V(Cn ) = {Ui' vdi = 1.2 •... , k} ar.d 

IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI 



EeCn ) = (1£11£1+10 Uk Vk, VIVI+I' 1£1 v11i = 1,2, ... , k - l}, Cn graph has cycle of 

u!, 1£2' .... Uk-V Uk, Vk, Vk-l' •.. , lJ1I U1 and S = (ud is selected. It is proven that S is local strong 

resoh·er of Cn graph. Two adjacent vertices ofu, v E V(Cn), uv E H(Cn) are taken, SI) there are 

four possible pairs which arc (i) U = Ui. V = Ui+l for i E {1,2, ... , k - l}, (ii) 1£ = Uk. V = Vk, 

(iii) u = VI, V = Vi+1, for i E (1.2, ... ,k -1}, and (iv) U = Ul' V = VI' Furthermore, it is 

shown that every possible pair of vertices has strong resolver in S. 

(i) UI'U,+1 E V(C,.) with i E (1,2 • ...• k -l} is taken, so ui E I[UloUi+1] therefore Ul is 

strong resclver ofa pair of vertices Ui. Ui+1 E VeCn). 

(ii) UkVk E V(Cn) is taken, so Uk E I[uv Vk] therefore U 1 is strong resolver of a pair of 

vertices uk. Vk' 

(iii) Vi' Vi+1 E VeCn) with i E (1,2 •...• k - l} is taken, so Vi E /[U1I Vi+l] therefore Ul is stn..mg 

resolver ofa pair of vertices vi. Vi+l E V(Cn). 

(iv) U·J,VI E V(Cn) is taken, so Ul E /[U1I vd therefore u1 is strong resolver of a pair of 

vertices Ulo Vl' 

Based on the explanation above. U 1 is strong resolver for every posl'ible adjacent pair of 

vertices in Cn, so S is local strong resolving set of Cn graph. Local strong resolving set of a graph 

is not possible to be an empty set. w S is local strong resolving set with minimum cardinality, 

therefore S is local strong basis of Cn graph. Thus, dimsl(Cn) = 1 is for even n. 

Case 2. For odd n. which is n = 2k + 1. k;::: 1 

Suppose V(Cn) = {w, ui' vdi = 1,2, ... , k} and 

H(Cn ) = {wuv UiUi+1' UkVk, viVi+1' vtwli = 1,2, ... ,k -l}, Cn graph has cycle of 

w, UlI U2, ••• , Uk-lI Uk. Vk. Vk-V •••• VI' wand S = {w, Ut} is taken. It is proven that S is local 

strong resolving set of Cn graph with odd n. Two adjacent vertices u, v E V(Cn), uv E H(Cn) are 

talen. so there are five possible pairs which are (0 U = w, V = Ut, (ii) U = Ui, V = Ui+1 , 

i E {l,2, ... ,k -l}, (iii) U = Uk' V = Vk, (iv) U = Vi,V = Vi+l, i E {1,2, ... ,k -l} and 

(v) U = VI' V = w. Furthermore. it is shown that every possible pair of vertices has strong 

resolver S. 

(i) Ul' wE V(Cn) is taken. so w E 1[1£1' w] therefore w is strong resolver of a pair of vertices 

Ul, wE V(Cn )· 
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(ii) Ui. Ui+1 E V(en ) with i E (1,2, .... k - I} is taken, so Ui E /[w, Ui+l] therefore w is strong 

resolver of a pair of vertices Ui. Ui+ 1 E V( en). 

(iii) Uk. Vk c V(en ) is taken, so Uk E I[Ul' Vk] therefore U 1 is strong resolver \.If a pair of 

vertices Uk, Vk E V(en) 

(iv) Vi. Vi+1 E V(en ) with i E {I,2, ... ,k -I} is taken, so Hi E /[w, Vi+1] therefore w is strong 

resolver ofa pair of vertices VI' Vi+1 E Veen). 

(v) Vi> wE Veen) is taken, so we /[Vl' w] therefore w is strong resolver of a pair of vertices 

VI, wE Veen ). 

According to the explanation above, it is obtained that every two adjacent vertices in Cn 

can be strong resolved by vertex w or vertex Ul, so S is local strong resolving set of Cn graph. 

Furthennore, it is shown that S is minianum local strong resolving set. S' !;; V(Cn) with 

IS'I < S is taken, so S' is singleton. Because Cn is cycle graph with order odd n, therefore there 

are two adjacent vertices which each of them ht'l.8 distance of n;l to s E S'. Without losing the 

gener.lIity of proot~ S' = {w} is selectt:d. Therefore, d(Uk. w) = d(Vk' w) = k so according to 

Lemma 2.1, w is not strong resolver of vertices Uk' Vk' Thus, a pair of vertices Uk. Vk does not 

have strong resolver in S' and S' is not local strong resolving set of eft graph. Thus, S is 

minimum local strong resolving set or local strong basis of Cn graph and dimsl(Cn ) = 2 for odd 

n. _ 

Theorem 3.3 dimsl(Sn) = 1. 

Proof. Suppose v (Sn) = (vdi = 1,2 .... ,n},E(Sn) = (vnvdi = 1,2 •... ,n-l}and 

W = {vn } are taken. Two adjacent vertices vn' Vi E VeSn) with i = 1,2 •...• n - 1 are taken, so 

V'1 E /[vn, vd therefore vn is strong resolver of vertices vn• Vi- Hence, W is local strong 

resolving set of Sn brraph. 

Local strong resolving set of a graph is not possible to be an empty set, so W is local strong 

resolving set with minimum cardinality therefore W is local strong basis of Sn graph. Thus. 

dimSleSn) = 1. -

Theorem 3.4 dims/(Kn ) = n - 1 with n ~ 2. 
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Proof. Suppose V(Kn) = {vdi = 1,2, ... , n}, E(Kn) = (vivjl i =#= j and i,j = 1,2 •...• n}. 

and 5 = [vdi = 1,2, ... , n .- 1} 3re taken. TWQ adjacent vertices of Vi, Vj E V(Kn) with; =#= j and 

i = 1,2, .... n are taken, so Vi E 5 or Vj E 5 therefore ·Vi E Ilvj, Vj] or Vj E I [Vi, Vj]' 

Thus. every two vertices in Kn graph has strong resolver in 5 and 5 is local strong resolving set 

of Kn graph. 

Furthennore, it is shown that 5 is minimum local strong resolving set S'!;;;; V(Kn) with 

15'1 < 5 is taken so there are two vertices in Kn g:-aph which are not a member of st. for 

example LI. and v. s E 5' is tabn, so d(u,s) = d(v,s) = 1 therefore according to Lemma 2.1, s 

is not strong resolver ~fvertices U,V. Hence, a pair of vertices U,V does not have strong resolver 

in 5' and 5' is :lot local strong resolving set of Kn graph. Thus. 5 is local strong basis of Kn 

graph and dimsL (K,J = n - 1. • 

The characterization of graph with certain local strong metric dimension is presented 

below. 

Theorem 3.5. Let G be a connected graph of order n ~ 2. so 

dimsl(G) = 1 ff and ollly ~r G is bipartite graph 

ii dimsl(G) = n - 1 [fand only ffG = Kn 

Proof. Let G be a connected graph of order n ~ 2 

(i) (<=) Suppose G is bipartite graph with V (G) is partitioned to be Vt =#= cp and 

V2 =#= cp also 5 = {u} with u E V2 is selected. x, y E V (G) with xy E E (G) is taken, so 

~ E Vb Y E V2 or y E VI' X E V?. Because G is ~ connected graph and xy E E(G) so there is 

the shortest path x - u and the shortest path y - u with d(x, u) < d(y, u) or dey, u) < 

d(x, u). According to Lemma 2.2, it is obtained x E J[y, u] or y E J[x, u] so u is strong 

resolver of vertices x,y. Therefore, 5 is local strong resolving set of G graph. 

Local strong resolving set of a graph is not possible to be an empty set, so 5 is local strong 

resolving set with minimum cardinality therefore 5 is local strong basis of G graph. Thus, 

dlms,(G) = 1. 

(=) Suppose dims/(G) = 1 and if G is not bipartite graph, so there are VloVZ E Vl, 

Ul' Uz. U E Vz with VIlli' V2U2 E E(G) and UIU2 E E(G) therefore an odd cycle of 

U2' vz, U, .... VI' Ut. H2 IS formed. According to Theorem 3.2, so dimsL(G) ~ 2. 

This contradicts with dimsl(G) = 1. Thus, G is bipartite graph. 
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(ii) (<=) Suppose G = Kn, so according to Theorem 3.4 dimSI(G) = n - 1. 

(=»If dimSI(G) = n - I and G ~ Kn, there are u, v E V(C) with uv E E(G). Because 

uv E E(G)so deg uSn - 2 and deg v S n - 2 therefore V(G) - {u, v} is local strong 

resolving set of G graph. This contradicts with dimsl(G) = n - 1. • 

4. Local Strong Metric Dimension of Operation Graph of Corona Order-k Product 

The theorem of local strong metric dimension of opc:ation graph of corona order-k product 

is presented below. 

Th~orem 4.1 Lei G, H be a connected graph oj order n l and nz. so dimsl(G0H) = 

!\l(G) I dimsl(H). 

Proof. Suppose V(G) = {udi = 1,2, ... , nt}, V(H) = {vdi = 1,2, ...• nz), Hf i~ a copy of H 

graph order-i with i = 1.2, ... ,nl' V(HJ = {Vl}1i = 1.2, ...• nz} and 

E(G0H) = E(G) U~l E(Hi) U (UjVjj I Uj E V(G), Vjj E V(Ha}. Suppose dimsr(HJ = k 

and Sj = {Vij Ii = 1,2, ... , k} are local strong basis of Hi graph. S = U~~l Sj is selected. 

Two adjacent vertices x,y E V(G0H), xy E E(G0H) is taken. There are three possible 

pairs of vertices, which are (i) x,y E V(G), (ii) x E V(G) Y E V(HD, and (iii) x,y E V(Hj). 

Furthennore, it is shown that every possible pair has strong resolver in S. 

(i) If x,y E V(G) so there are i,j E {1,2, ... , nt} with i '* j therefore x = Ui and y = Uj. 

Vil E S is selected. Because Ui E 1 [Uj, vn] so ViI is strong resolver of .vertices Ui, Uj. 

Therefore. a pair of vertices Uf, Uj has strong resolver S. 

(ii) If x E VeG) and y E V(Hj ) with xy E E(G0H) so there are i E {1.2, ... ,ntI. j E 

{1,2, .. , nz} therefore x = Ui and y = Vji' Vrnl E S with m =I; i, m E (1,2, ... , ntl is selected. 

Because Uj E I [Vjj, vrnd so Vrn1 is strong resolver of vertices ui, Vii' Therefore, a pair of 

vertices Uj, Vij has strong resolver in S. 

(iii) Ifx.y E V(Hj ) so there arei.m E {1.2 •... ,nz} withj =I; m therefore x = vi} and y = Vim' 

Because Sj is local strong basis of Hj graph, there is v E Sj which is strong resolver of a pair 

of vertices Vij' Vjm. Because Sj ~ S maka pasangan titik Vii' Vim also has local strong 

resolver in S. 
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Based on the explanation above,S is local strong resolving set. Furthennore, it is shown that 

5 is minimum local strong resolving set. 5' ~ V(G0H) with 15'1 < 151 is taken, so there is 

x E Sj with i E (i,2, ... , 1i.tl and x ~ 5' which result in W ~ 5i, W ~ 5' with IWI < ISd· 

Because Si is local strong basis of Hi graph and IWI < 1St! so W is not local strong resolving set 

of Hi graph and there are two vertices vix, Viy E V(Hi) which do not have --trong resolver in W. 

Moreover, it is shown that Vix, Viy also do not have strong resolver in 5'. :1 E 5' \ W i;, 

taken, so d(Vix, v) = d( vly ' v) therefore accorcling to Lemma 2.!, v us not strong rp.solver of 

vertices Vix' Viy and a i'air of vertices Vix, Viy docs not have strong resolver i:: 5' \ W. Because 

Vix, Viy do not have strong resolver in W and also 5' \ W so 5' is oot local stroilg resolving set 

of G0H graph. Thus, 5 is local strong basis of G0H !;faph aod 

dims,(G0H) = W(G)I.dimsl(H). -

Corollary 4.2 Lei G, H he a connected graph oJ order at least two, so 

dimSL(G0kH) = W(G{:)k-tH)I.dimsl(H). 

Proof. Let G, H be a connected graph of order at least two and G' = G0k- 1H, so 

CG0k H) = G'0H. According to Theorem 4.1 which states that 

dimSI(G'0H) = WCG')ldimsl(H) thus it is obtained 

dims,(r.0
k H) = WCG0k- 1H)ldims/(H)._ 
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Suggestion 

Inspired by the research done by Susilowati, er. al. [13] and Susilowati, et. al. [14], this 

research can be continued to find the commutative characterization of corona operation through 

strong metric dimension or local strong metric dimension. 
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