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RINGKASAN

Di dalam bidang matematika. dikenal suatu tcort yang dapat memodelkan suatu
permasalahan dalam benuik titik den garis (sisi). teori tersebut adalah teori graf. Salah satu
vang berkembang sangat pesat dalam teori graf adalah konsep tentang dimensi metrik. Disebut
dimensi metri, karena konsep ini melibatkan jarak. Konsep jarak berkaitan erat dengan masalah
transportasi. Efisiensi dan optimalisasi transportasi dapat diperoleh dengan menetapkan titik-
titik sebagai basis untuk merancang alur transportasi. Salah satu aplikasi dari konsep ini adalah
untuk menentukan kota-kota pusat wilayah sehingga setiap kota lain dapat dideteksi oleh pusat
witayah dan kota-kota pusat wilayah tersebut terhubuny yang memudahkan setiap komunikasi
dan transportasi.

Perelitian merupakan kelanjutan dari penelitian-penelitian yang sudah dilakukan oleh
penulis dan para peneliti lainnya, Penelitian ini mempunyai target publikasi karya ilmiah pada
jurnal internasional bereputasi dan pemakaiah pada seminar nasional maupun internasional.
Untuk menunjang targei yang dicanangkan. penelitian ini juga menyediakan materi tugas akhir
mahasiswa, scbagai bagian dari penelitian, schingga penelitian ini melibatkan beberapa
mahasiswa. Hal ini memberikan kontribusi dalam membangun atmosfir akademik kampus,
karcna meningkatkan pengembangan penclitian kelompok yang melibatkan mahasiswa dan
terbentuk diskusi-diskusi keilmuan di lingkungan kampus. Lebih lanjut, upaya desiminasi hasil
juga dilakukan bersama tim mahasiswa pada seminar-seminar nasional atau seminar
internasional. Hal ini senada dalam mencapai  Renstra Lembaga Penclitian UNAIR, yaitu
upaya menjalin jejaring keilmuan dengan perguruan tinggi lain. Penelitian ini juga sejalan
dengan peta jalan penelitian perguruan tinggi, vang salah satunya menjadikan publikasi ilmiah
scbagai outputnya. Penelitian ini juga merupakan bagian riset unggulan perguruan tinggi di
bidang Matematika dan [Imu Pengetahuan Alam dengan tema riset unggulan Pemodelan di
bidang life science, ckonomi dan industri berbasis ict.

Pada tahun pertama, capaian dari penelitian ini adalah publikasi paper di jurnal
internasional bereputasi vaitu di Journal of Mathematical and Fundamental Sciences serta
menjadi pemakalah pada dua seminar nasional dan | pemakalah pada seminar internasional.
Hasil pada tahun Kedua adalah submit dua publikasi pada jurnal internasional bereputasi serta

menjadi pemakalah pada seminar nasional maupun seminar internasional.
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PRAKATA

gt 75 BRI

Dengan menyebut asma Allah Subhanahu wa ta’ala yang Maha Pengasih dan Maha
Penyayang. Segala puji syukur kami panjatkan kehadirat Allah Subhanahu wa ta’ala yang
menguasai jagat raya, yang telah melimpahkan rahmat dan karunia-Nya kepada penulis,
sehingga penulis dapat menyusun Laporan Akhir Penelitian Unggulan Perguruan Tinggi yang
berjudul Hubungan Dimensi Metrik dengan Pengembangan Konsep Dimensi Metrik Tahun ke-
2 ini. Shalawat serta salam semoga senantiasa tercurahkan kepada junjungan kita, Nabi Besar
Muhammad Sholallahu alaihi wassalam, pemimpin sekaligus sebaik-baik suri tauladan bagi
kehidupan umat manusia, yang telah membimbing manusia dari kegelapan menuju kehidupan
yang penuh petunjuk.

Terima kasih kepada Prof. Drs. Slamin, M. Comp. Sc. Ph. D dan Dr. Moh. Imam Utoyc, |
M.Si sebagai tim peneliti serta para mahasiswa sebagai tim pendukung penelitian ini. Terima
kasih juga disampaikan kepada Menristekdikti dan LPI Universitas Airlangga atas kepercayaan
dan kesempatan yang diberikan kepada peneliti.

Harapan penulis, semoga Laporan Kemajuan ini dapat segera disempurnakan menjadi
Laporan Akhir penelitian dengan luaran publikasi internasional sebagaimana yang telah

direncanakan.

Surabaya,
Penulis.
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BAB 1. PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Di dalam bidang matematika, dikenal suatu teori yang dapat memodelkan suatu permasalahan
dalam bentuk titik dan garis (sisi), teori teisebut adalah teori graf. Graf dari konsep dan aplikasinya
mengalamai perkembangan yang sangat pesat. Salah satu yang berkembang sangat pesat adalah
konsep tentang dimensi metrik. Dimensi metrik menjadi sesuatu yang sangat menarik karena
aplikasinya yang sangat banyak, antara lain pada navigasi robot, suatu robot hzrus dapat
memindahkan dirinya dari satu titik ke titik lainnya tanpa adanya kerancuan dengan
menerjemahkan petunjuk yang didapat dari titik—titik yang berbeda. Pemilihan koordinat titik —
titik vang berbeda dan paling efisien itulah yang membutuhkan konsep himpunan pembeda yang
merupakan cikal bakal dari basis. dimana kardinalitas dari basis tersebut disebut dengan dimensi,
sedangkan basis adalah himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum. Karena pembahasan
basis pada graf ini melibatkan definisi jarak (metrik) maka dimensinya disebut dimensi metrik.
Konsep jarak berkaitan erat dengan masalah transportasi. Efisiensi dan optimalisasi transportasi
dapat diperoleh dengan menetapkan titik-titik sebagai basis untuk merancang alur transportasi.
Aplikasi lainnya adalah pada graf kimia yaitu molekul kimia yang dapat disajikan dalam bentuk
graf. Molekul-molekul kimia seringkali memerlukan data base untuk menyimpan strukturnya,
dengan menemukan basis dan dimensi metriknya, maka struktur molekui udak perlu disimpan
semua, tetapi cukup hanya dengan menyimpan basisnya sudah dapat mewakili semua strukturnya.
Dengan demikian maka akan terjadi efisiensi data.

Salah satu hal yang menarik lagi dalam teori graf adalah terkait himpunan pembeda terhubung
dan dimensi partisi. Jika dalam pembazhasan dimensi metrik, cukup ditentukan himpunan titik
pembeda dengan kardinalitas minimal yang menyebabkan setiap titik pada graf mempunyai
representasi jarak yang berbeda, maka dalam himpunan pembeda terhubung harus dipastikan
himpunan titik pembeda tersebut harus membentuk graf terhubung. Aplikasi dari konsep ini adalah
untuk menentukan kota-kota pusat wilayah schingga sctiap kota lain dapat dideteksi oleh pusat
wilayah dan kota-kota pusat wilayah tersebut terhubung yang memudahkan setiap komunikasi dan
transportasi.

Dari sisi dimensi partisi, jika dalam pembahasan dimensi metrik dan himpunan pembeda

terhubung, vang dilibatkan dalam basis adalah titik, maka dalam dimensi partisi yang dilibatkan
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adalah himpunan titik yang membentuk partisi sehingga setiap titik dalam graf mempunyai
penyajian yang berbeda terhadap partisi tcrsebut. Pembahasan yang meuarik disini adalah
menentukan partisi dengan kardinalitas minimum. Salah satu aplikasi dari dimensi partisi ini
adalah menentukan pembagian wilayah yang optimal sehingga setiap bagian yang lebih kecil dari
wilayah dapat dengan mudah dideteksi, yang akibatnya jika ada tempat yang membutuhkan
pertolongan dapat segera ditangani.

Penelitian tentang beberapa sifat dimensi metrik untuk graf secara umum, sudah dilakukan
oleh Klein, D.J.,, Yi, E. (2012) yang meneliti perbandingan dimensi metrics antarz suatu graf
dengan graf baru benﬁkkamya, Kousar, I. dkk. (2010) meneliti graf-graf yang mempunyai
dimensi metrik yang sama., penelitian Glenn G. Chappel di atas banyak membantu usituk
pengembangan penelitian lebih lanjut, terutama untuk penelitian dimensi metrik dari graf khusus.

Dalam teori graf terdapat banyak jenis graf khusus, antara lain graf lintasan, graf siklus, graf
lengkap, graf bipartit, dai graf bintang. Sebagaimana dalam matematika secara umum, dalam teori
graf juga dikenal adanya operasi dua graf. Operasi pada graf yang menggunakan istilah yang sama
dengan operasi pada aljabar antara lain adalah gabungan, penjumlahan, perkalian. Lebih lanjui
operasi pada graf berkembang, antara lain corona dua graf dan amalgamasi graf. Dalam hal
dimensi metrik pada gra{ yang merupakan hasil kali dua graf, ielah dilakukan oleh 1. G. Yero and
Juan A. Rodriguez-Vel azquez (2010), Iswadi (2010) untuk amalgamasi graf siklus, sedangkan
1.G. Yero (2010) meneliti dimensi wetrik untuk graf hasil corona.

Penelitian tentang berbagai sifat graf-graf hasil operasi dari graf-graf khusus juga banyak
dilakukan baik dari sisi pelabelan ataupun dimensi metrik. Juan A. Rodriguez (2011) mieneliti -
dimensi partisi dari graf yang tidak memuat siklus. Dari sisi dimensi metrik, penelitian graf sebagai
hasil operasi dua graf khusus telah dilakukan oleh Iswadi H. (2010) untuk amalgamasi graf siklus,
Khalil, A.A., dan Khalil, O.A. (2010) meneliti tentang graf buku (yang merupakan hasil kali graf
bintang dengan graf lintasan dengan panjang 2). Iswadi (2011) meneliti dimensi metrik hasil
corona dua graf dengan membandingkannya terhadap dimensi metrik graf-graf penyusunnya dan
graf-graf yang sudah diketahui dimensi metriknya.

Dari sisi pengembangan konsep, jika konsep dimensi-metrik diperoleh dengan memandang
setiap titik mempunyai penyajian yang berbeda terhadap suatu himpunan titik, maka dengan
memandang setiap dua titik yang bertetangga (membentuk garis) mempunyai penyajian yang

berbeda terhadap suatu himpunan titik, Okamoto, et al. (2010) mendefinisikan dimensi metrik
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lokal. Okamoto mendefinisikan himpunan titik dengan kardinalitas minimum yang mengakibatkan
setiap dua titik yang bertetangga mempunyai penyajian yang berbeda terhadap himpunan titik
tersebut, sebagai basis lokal dan kardinalitasiiya disebut dimensi metrik lokal. Dalam
penelitiannya, Okamoto berhasil menemukan karakterisasi dimensi metrik lokal sama dengan satu.
Rodriguez, et al. (2013) juga meneliti dimensi metrik lokal untuk graf hasil operasi korona.
Rodriquez, et al. (2014) melanjutkan penelitiannya untuk graf hasil kali akar, dengan
menggunakan definisi operasi kali akar yang dibangun oleh Godsil dan McKay (1978). Graf hasil
kali akar merupakan perumuman dari operasi kali comb. Dalam peneiitiannya ini, Rodriguez
(2014) juga meneliti dimensi metrik lokal graf perumuinan hasil operasi korona. Cynthia dan
Ramya (2014) meneliti dimensi metrik lokal untuk graf hasil operasi dengan graf siklus yang
disebut cyclic Spiit Graph.

Konsep dimensi metrik dikembangkan lebih lanjut oleh Rodriquez dan Femau (2013), yang
membangun definisi dimensi metrik ketetanggaan dan dimensi metrik lokal ketetanggaan. Definisi
ini dibangun dengan memandang jarak dua titik hanya 0, 1, dan 2 yang secara berturut-turut
menyatakan jarak titik terhadap dirinya sendiri, dua titik yang bertetangga, dan dua titik yang tidak
bertetangga. Salah satu pengembangan konsep dimensi metrik juga dilakukan oleh Sebo dan
Tannier (2004), yaitu dimensi metrik kuat (strong metric dimension), yang ditindaklanjuti
aplikasinya pada graf hasil kali kuat (strong products of graph) oleh Kuziak, D., et al. (2015).
Ramirez-Cruz et ul. (2015), mengembangkan konsep dimensi metrik untuk keluarga graf, yaitu
dimensi metrik simultan. Konscp dimensi metrik simultan melibatkan keluarga graf yang
mempunyai himpunan titik yang sarna.

Dari sejarah perkembangan konsep dimensi metrik, merupakan hal yang menarik untuk dikaji
adalah hubungan dimensi metrik dengan pengembangan konsep dimensi metrik, yang meliputi
dimensi metrik lokal, dimensi metrik ketetanggaan. dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi
metrik simultan dan dimensi metrik kuat. Rodrigucz, V., er al. (2013) telah meneliti hubungan
dimensi metrik dengan dimensi metrik ketetanggaan dan lokal ketetanggaan. Hubungan yang
diperoleh oleh Rodriguez adalah hubungan lebih besar sama dengan antara dimensi metrik suatu
graf dengan dimensi metrik ketanggaan dan ketetanggaan lokal suatu graf. Susilowati, L., e al
(2015) meneliti hubungan dimensi metrik dan dimensi metrik lokal. khususnya graf hasil operasi

akar.
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Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik untuk menindaklanjuti penelitian tentang hubungan
antara dimensi metrik dengan pengembangan konsep dimensi metrik. Hubungan antara dimensi
metrik dengan pengembangan konsep dimensi metrik ini dikenakan pada graf atau pada grar hasil
operasi. Lebih jauh. diteliti kapan dimensi metrik suatu graf sama dengan dimensi metrik
ketetanggaan, dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau dimensi metrik
kuat.

1.2. Rumusan Masalah

Yang menjadi rumasan masalah daiam penelitian ini adalah:

1. Apa syarat suatu graf agar dimensi metrik suatu graf tersebut sama dengan dimensi metrik
ketetanggaan, dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau dimensi
metrik kuatnya.

2. Bagaimana membangun konsep dimensi metrik fraksional lokal dan dimensi metrik kuat
lokal.

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI
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BAB 2. TINJAUAN PUSTAKA

Penelitian ini merupakan penelitian berkelanjutan, yakni sejak dalam penelitian SKIM PUPT
(2014-2016) dan berlanjut pada penelitian SKIM PDUPT (2017-2019). Penelitian ini termasuk
dalam penclitian dasar yang tercakup dalam layanan bidang penclitian Lembaga Penclitian dan
Inovasi (LPI) UNAIR, serta sesuai dengan arah penelitian UNAIR yaitu penguatan penelitian
dasar. Target luaran penelitian ini adalah publikasi pada jurnal internasional bereputasi, serta
diseminasi hasil pencelitian pada seminar nasional atau internasional, hal ini sesuai dengan renstra
penelitian UNAIR. Lebih lanjut, penelitian ini juga membangun atmosfir akademik yang kondusif
karena melibatkan mahasiswa untuk bahan tugas akhir (skripsi), serta meningkatkan kemampuan
kominikasi mahasiswa dalam forum yang relevan dengan materi penelitian. Semua ini merujuk
pada tercapainya visi misi Universitas Airlangga.

Hasil penelitian ini adalah ditemukannya konsen dan rumusan baru terkait dimensi metric,
dan berpotensi ditemukannya algoritma atau pemrograman computer terkait teori yang dihasilkan.
Oleh karena itu, materi penelitian ini juga menjadi bagian dari riset unggulan Universitas
Airlangga, yaitu bidang Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam dengan tema riset pemodelan di
bidang life science, ckonomi dan industry berbasis ict.

Konsep graf pertama kali dikenalkan oleh Leonhard Euler, ahli matematika Swiss pada
tahun 1736. Dalam salah satu bukunya, Chartrand dan Oellerman (1993) mendifinisikan Graf’ G
sebagai suatu struktur yang terdiri dari himpunan berhingga yang tidak kosong yang disebut
sebagai himpunan titik (vertex) dengan sebuah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan yang
tidak terurut vang berbeda pada himpunan titik (vertex) dari G yang disebut dengan himpunan sisi
(edge). Himpunan titik (verrex) dari G dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisinya
dinotasikan dengan £(G). Dalam buku tersebut juga dijelaskan beberapa istilah dalam graf yang
digunakan dalam penelitian ini. Perjalanan (walk) adalah barisan bergantian titik dan garis yang
diawali dan diakhiri oleh titik sehingga setiap sisinya insiden dengan dua titik terdekat sebelum
dan sesudahnya, yang dinotasikan dengan v;v», ....vs , sedangkan panjangnya perjalanan adalah
banyaknya sisi dalam perjalanan tersebut. Lintasan (path) adalah perjalanan yang semua utiknva
berbeda. Siklus (Cvele) adalah perjalanan vo,vi. ....vs . dengan n > 3 dimana vp = v, dan semua
titiknya berbeda, siklus dengan panjang n dinotasikan dengan C,. Jarak (distance) dan titik u ke

titik v pada graf G, yang dinotasikan dengan d(u, v) adalah panjang path terpendek dari u ke v.

5
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Khalil, A.A dan Khalil,0.A (2010) mendefinisikan graf buku B, sebagai graf yang
merupakan hasil kali kartesian dari graf bintang S» dan graf lintasan P> Sedangkan graf buku
bertumpuk B, . graf yang merupakan hasil kali kartesian dari graf Lintang S, dan graf lintasan Pp.

Chartrand dkk (2000) menjelaskan definisi dimensi metric dan definisi himpunan pembeda.
Misalkan V(G) = {wy, w3, w3, ... ,w,} merupakan himpunan titik — titik pada graf G, W =
{wy, Wy, ..., wy} © V(G) merupakan himpunan terurut dan v adalah sebuah titik pada graf G.
Representasi dari v terhadap W adalah pasangan berurut k— tuple, r(|W) =
(d(w,wy),d("w,),....d(v,wy))
dengan d(v, w,) adalah jarak antara titik v dan titik w,. Himpunan W discbut himpunan pembeda
dari G jika setiap titik di G memiliki representasi yang terbeda. Himpunan pembeda yang
mempunyai kardinalitas paling minimal disebut himpunan pembeda minimal atau basis.
Banyaknya titik pada basis dari graf G discbut dimensi. dilambangkan dim(G). Lebih lanjut,
karena konsep dimensi dibangun dengan menggunakan konsep jarak, disebut dengan dimensi
metric. Misalkan § € V(G) dan titik v € V(G), jarak antara v dengan S yang dinotasikan
d(v,S) didefinisikan sebagai d(v,S) = min{d(v,x)|x € S}. Misalkan S, i=1,2, ...k adalah
himpunan partisi dari V(G), & = {S$,,S5,, ..., Sk} dan v adalah vertex di G, maka representasi v
pada 7 didefinisikan sebagai :

r(v|n) = (d(v,5).d(v,53), ...,d(v,5;))

Parusi 7 disebut sebagai partisi resolving jika r (v |m), v € V(G) mempunyai representasi yang
berbeda. Dimensi partisi pada graf G adalah kardinalitas minimum dari resolving partisi dari V (G)
dan dinotasikan dengan pd(G). Herolistra (2009) mendefinisikan sebuah himpunan pembeda W
dari G terhubung jika subgraf yang dibangun oleb W adalah sebuah subgraf terhubung dari G.
Banyak anggota minimum darisebuah himpunan pembeda terhubung di graf G disebut bilangan
pembeda terhubung.

Hasil penelitian sebelumnya yang dirujuk oleh Iswadi antara lain: Misalkan G adalah graf
terhubung yang non trivial, maka berlaku

(i ) dim(G) = 1 jika hanya jika G = P,.

(# ) dim(G) = n = 1 jika hanya jika G = K...

(iii ) untuk 1 >4, dim(G)=n - 2 jika hanyajika G=A... (r: s 2 1)

G=K,+K, (r21;,522),0rG=K, +(K; UK:). (r: s> 1).
(iv) untuk n >3, dim(C,) = 2.
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Iswadi (201 1) menemukan dimensi mertrik graf hasil operasi korona, seperti yang disajikan di

bawah ini.
Misalkan G adalah graf terhubung dan // adalah graf dengan ordo paling scdikit 2, maka

|Gl dim( H),jika H memuat titik dominan

dim(G O H)={ |Gldim(K,; + H), untuk yang lain

Saputro, S.W. et al. (2013) meneliti dimensi metrik graf kasil kali comb dua graf. Untuk
menentukan dimensi metrik graf hasil op.crasi kali comb, Saputro membaginya dalam dua kasus,
yaitu apakah titik yang direkatkan merupakan clemen basis atau bukan. Hasil yang diperoleh -
berlaku untuk graf sccara umum, yang disajikan di bawah ini.

Misalkan G dan H adalah graf terhubung dengan ordo paling sedikit 2. Jika [V(G)! = m dan H
bukan grat lintasan, maka

m (dim(H) - 1), jika basis H memuat titik o
mdim(H), untuk yang lain

dim(Go H) = {

Okamoto, F., er al. (2010) mendefinisikan tentang himpunan pembeda lokal dan dimensi
metrik lokal suatu graf. Dengan mengacu definisi representasi titik terhadap suatu himpunan
seperti yang sudah disajikan di atas, didefinisikan himpunan pembeda lokal sebagai berikut.
Misalkan G adalah graf terhubung, dan W < V(G) mecrupakan himpunan terurut, W discbut
himpunan pembeda lokal jika untuk sctiap dua titik yang bertetangga pada G mempunyai
representasi yang berbeda terhadap W, yaitu jika diambil scbarang dua titik «, v schingga uv € E(G)
maka r(u| W) # r(v| W). Himpunan pembeda lokal dari graf G dengan kardinalitas minimum disebut
basis lokal dari grai; G dan kardinalitasnya disebut dimensi metrik lokal dari graf G, dinotasikan
dengan dim;(G). Hasil utama penelitian Okamoto ini merupakan karakterisasi graf yang dimensi
metrik lokal 1 dan » — 1, dengan n adalah ordo grafnya.

Studi pendahuluan yang inendukung penclitian ini adalah:

1. Hubungan dimensi metrik ketetanggaan dan dimensi metrik ketetanggaan lokal  suatu

graf (Rodriguez, 2013).
2. Dimensi metrik kuat graf hasil kali kuat (Kuziak, 2015).

. Dimensi metrik simultan (Ramirez-Kruz, 2015).
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Studi pendahuluan vang sudah dilaksanakan oleh peneliti adalah:
. Kesamaan dimensi metrik dan dimensi metrik lokal graf hasil kali akar (Susilowati, dkk.
2015).
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2. Membangun definisi perumuman operasi korona, operasi kali comb dan operasi kali akar
dan menentukan dimensi metrik lokal graf hasil operasi dan perumumannya (Susilowati,
dkk., 20!6).
Menentukan syarat graf sehingga operasi korona dan kali comb komutatif éecara dimensi metrik
(Susilowati, dkk., 2017).
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BAB 3. TUJUAN DAN MANFAAT PENELITIAN

3.1. Tujuan Penelitian
Yang menjadi tujuan dalam penelitian ini adalah:
1. Menentukan syarat suatu graf agar dimensi metrik suatu graf tersebut sama dengan dimensi

metrik ketetanggaan, dimensi metrik lokal ketetanggaan dimensi metrik simultan atau

dimensi metrik kuatnya.

(2]
.

Membangun konsep dimensi metrik fraksional lokal atau dimensi metrik kuat local.

3.2. Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah mengembangkan teori graf dari sisi konsep dimensi

metrik.

TAS ALRLANUSS
gUlAﬁAY_A__-
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SURABAYA
BAB 4. METODE PENELITIAN

Metode penelitian ini n.eliputi tiga tahap. Tahap pertama menentukan hubungan dimensi
metrik suatu graf atau graf hasil operasi dengan dimensi metrik ketetanggaan, dimensi metrik lokal
ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau dimensi metrik kuat. Tahap kedua menentukan syarat
suatu graf agar dimensi metrik suatu graf tersebut sama dengan dimensi metrik ketetanggaan,
dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau dimensi metrik kuatnya. Tahap
ketiga menentul:an syarat suatu agar dimensi mewik suatu graf hasil operasinya sama dengan
dimensi metrik ketetanggaan, dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau
dimensi metrik kuatnya. Penelitian dilaksanakan di prodi Matematika FST Urniversitas Airlangga,
khususnya di kelompok keahlian bidang minat aljabar, dengan melibatkan mahasiswa untuk materi
skripsi.

Adapun langkah-langkah penelitiannya pada masing-masing tahap disajikan sebagai berikut:
Tahap | : Menentukan syarat suatu graf agar dimensi metrik suatu graf tersebut sama dengan
dimensi metrik ketetanggaan, dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan,
dimensi metric fraksional atau dimensi metrik kuatnya:

I. Dengan mengacu pada langkah kerja penelitian tahun |, dikelompokkan graf-graf yang yang
memungkinkan dimensi metriknya sama dengan dimensi metrik ketetanggaan, dimensi metrik
lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau dimensi metrik kuatnya.

2. Mienganalisa hasil pada langkah 1.

3. Diduga syarat gaf schiugga dimensi metriknya sama dengan dimensi metrik ketetanggaan,
dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau dimensi metrik kuatnya.

4. Membuktikan langkah 3.

Tahap II: Menentukan syarat suatu agar dimensi metrik suatu graf hasil operasinya sama dengan

dimensi metrik ketetanggaan, dimensi metrik lokal ketetanggaan, dimensi metrik simultan atau

dimensi metrik kuatnya:

1. Mengkaji hasil penelitian tentang dimensi metrik simultan, dimensi metrik kuat, dimensi
metrik ketetanggaan dan dimensi metrik ketetanggaan lokal graf hasil operasi.

2. Menentukan dimensi metrik simultan, dimensi metrik kuat, dimensi metrik ketetanggaan
atau dimensi metrik Ketetanggaan lokal dan graf hasil operasi graf-graf khusus.

3. Dicari pola hubungan antar dimensi yang diperoleh dari langkah 2.

10
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4. Merumuskan pola hubungan pada langkah 3.

5. Membuktikan rumusan pada langkah 4.

11
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! HILIK
FERFUSTAEAAN :
MITERSITAS AIRLANGE®A
AR AY A

BAB 5. HASIL DAN LUARAN YANG DICAPAI
5.1. DIMENSI METRIK KUAT LOKAL

Lemma 5.1 Misalkan G adalah gaf terhubung dan s € V(G). Jikau,v € V(G) dengan d(u,s) =
d(v,s) maka s bukan pembeda kuat pasangan titik u, v.

Bukti. Misalkan G adalah gaf terhubung dan s,u,v € V(G) dengan

d(u,s) =d(v,s) =k, k eN.

Andaikan s adalah pembeda kuat pasangan titikk w,v maka u€l[v,s] atau

v € I[u,s] sehingga terdapat tiga kasus yaitu (i) € [I[v,s], v € I[u,s], (i) uel[v,s],

v € I{u,s], dan (iii) u € I{v,s], v € I[u, s].

(i) Misalkan € I|v,s], v & I[w,s], dan [[v,s] = {v = vy, v,,v5,V;, ...,V =s}. Karena u €
I{v, s] maka terdapat v; € I[v.s] dengan i € {1,2,3, ...,k — 1} sehingga v; = u. Akibatnya
d(u,s) < d(v,s). Hal ini kontradiksi dengan pernyataan d(u, s) = d(v, s).

(i) Misalkan u & I{v,s], v € I{w,s], dan I[u,s] = {u = ug, uy, uy, U3, ..., u; = s}. Karena v €
I[v, s] maka terdapat u; € I[v,s] dengan i € {1,2,3, ...,k — 1} sehingga u; = v. Akibatnya
d(v,s) < d(u,s). Hal ini kontradiksi dengan pernyataan d(u, s) = d(v, s).

(iii) Misalkan u € I|v,s] dan v € I|u, s]. Berdasarkan kasus (i) dan kasus (ii) maka diperoleh
d(u,s) <d(v,s) dan d(v,s) < d(u,s). Karena d(u,s) <d(v,s),
d(v,s) < d(u,s) maka kasus (iii) tidak pernah dimungkinkan terjadi.

Berdasarkan uraian diatas maka ketiga kasus tersebut tidak dimungkinkan terjadi sehingga

s bukan pembeda kuat pasangan titik u, v. Jadi apabilau, v € V(G) dengan

d(u,s) = d(v,s) maka s bukan pembeda kuat pasangan titik u, v.

Lemma 5.2 Misalkan G adalah gaf terhubung, s,u, v € V(G), dan uv € E(G). Jika
d(u,s) < d(v,s) makau € I[v,s].

Bukti. Misalkan G adalah gaf terhubung, s,u,v € V(G), uv € E(G), d(v,s) =L

d(u,s) =k dengan k<!l dan [[u,s]={u=1upu,,uus, .., u =s}. Karena

uv € E(G) maka terdapat lintasan v, ug, uy, Uy, ..., 4 dengan panjang lintasannya yaitu k + 1 <

L. Dengan  demikian terdapat dua kasus  yaitu (1) k+1<l dan

(ik+1=1L

12
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Kasus (i) tidak dimungkinkan terjadi karcna apabila k+1 <! maka lintasan
v, Up, Uy, Uz, ..., U = S Mempunyai panjang lintasar kurang dari | yang mengakibatkan d(v, s) <
L. Hal ini kontradiksi dengan d(v, s) = l.

Kasus (ii) misalkan k + 1 = [ maka v, ug, u;, Uy, ..., 4 = s merupakan lintasan terpendek
tittk v ke titk s  sehingga I[v,s] = {v,u = up, uy, u,, ..., ux}.  Akibatnya
u € Ifv, s]. Jadi apabila d(u, s) < d(v,s) makau € I[v,s].

Lemma 5.3 Misalkan G adaluh gaf terhubung. Jika untuk setiap W & V{(G) dengan
[W|=k bukan himpunan pembeda kuat graf G maka untk setiap S & V(G)
dengan |S| < |W| juga bukan himpunan pembeda kuat graf G.

Bukti. Misalkan untuk setiap W € V(G) dengan |W| = k bukan himpunan pembeda kuat graf G.

Andaikan terdapzt S € V(G) dengan |S| < |W| dan S adalah himpunan pemhedz kuat graf G.
Misalkan |S| = | maka untuk setiap dua titik di G mempunyai pembeda kuat di S. Akibatnya

terdapat W =Suf{yli=12,...k-1} dengan v, eV(G)\S

schingga |W’| = k yang merupakan himpunan pembeda kuat graf G. Hal ini kontradiksi dengan

pernyataan untuk setiap W € V(G) dengan |W| = k bukan himpunan pembeda kuat graf G.

Jadi untuk setiap W < V(G) dengan |W| = k bukan himpunan pembeda kuat graf G maka

untuk setiap S € V(G) dengan |S| < |W| juga bukan himpunan pembeda graf G.

Teorema 5.4 dimy(P,) = 1.

Bukti. Misalkan V(B,) = {vli =1.2,..,n}, E(R) ={vivi,li =12,..,n =1}, graf P,

mempunyai lintaéan Yy, Vg, ey Vpe1, Uy .dan di;')ilih“S = {v;|degv, = 1}.

Dibuktikan bahwa S adaiah pembeda kuat lokal graf FB,. Diambil sebarang dua titik
bertetangga  v;, Vi EV(B,), viViy1 €EE(B) dengan i=12,..,n—1, maka
v; € I[vy, v14,] sehingga v; merupakan pembeda kuat titik v;, v,y € V(B,). Dengan demekian S
merupakan himpunan pembeda kuat lokal graf B,.

Himpunan pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka
himpunan S merupakan himpunan pembeda kuat lokal dengan kardinalitas minimal schingga S
adalah basis metrik kuat lokal graf B,. Jadi dim;(P;) = 1.

1 jikan genap

Teorema 5.13 dimg (C,) = { 2 jikan gasal

13
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Bukti. Misalkan graf C, mempunyai ordo n maka terdapat dua kemungkinan yaitu n bilangan
genap atau n bilangan gasal.
Kasus 1. Untuk n genap yaitu n = 2k, k 2 2.

Misalkan V(C,) = {u,vili = 1,2, ..., k}, E(C,) =
{uitjrr, gV, Vivisp i = 1,2,k =1}, graf Cn mempunyai siklus
Uy, Uy, -r , Ug—1, Uk, Vi, V-1, -, V1, Uy dan dipilih § = {u, }. Dibuktikan bahwa S adalah pembeda
kuat lokal graf C,, dengan . Diambil sebarang dua titik yang bertetangga u, v € V(C,), uv € E(C,))
maka terdapat empat kemungkinan pasangan yaitu (i) u = u;, v = u;4, untuk i € {1,2, ...,k — 1},
(lDu=uy,v=v,dm (lidu=v,v=v,,untuk i € {1,2,... .k —1}, ((u=u, v=1v,.
Selanjutnya, ditunjukkan bahwa seiiap kemungkinan pasangan titik tersebut mempunyai pembeda
kuatdi S.

(i) Diambil sebarang U, Uiy € V(C,) dengan i€{1,2..,k-1}, maka

u; € I[lu,, u;,,]  schingga  u; merupakan  pecmbeda  kuat  pasangan itk

Up, Uiy € V(Cp).

(i) Diambil u,v, € V(C,) maka u, € I{u,,v,] schingga u, merupakan pembeda kuat
pasangan titik u,, vy.
(iii) Diambil sebarang Vi, Visq € V(Cy) dengan i€f12,..,k—-1} maka

v; € Ifuy, v;4q] schingga u, merupakan pembeda kuat  pasangan  titik

Vi, Vie1 € V(Co).

(iv) Diambil u,,v; € V(C,) maka u, € I{u,, ] sehingga u; merupakan pembeda kuat
A pasangan titik u,, v;.

Berdasarkan uraian diatas, u; merupakan pembeda kuat untuk setiap pasang titik yang
bertetangga di C,, schingga S merupakan himpunan pembeda kuat lokal graf C,,. Himpunan
pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka himpunan S
merupakan himpunan pembeda kuat lokal dengan kardinalitas minimal, akibatnya S adalah basis

metrik kuat lokal graf C,,. Jadi dimg (C,,) = 1 untuk n genap.

Kasus 2. Untuk n gasal. yaitun =2k + 1, k>1

Misalkan V(C,) = {w,u, v]i = 1,2, ..., k}. E(C,) =
{wu,, wibjeq, Uy, ViV wli=12,..,k—1}, graf C, mempunyai siklus
W, Uy, Uy, ..., Ug—y, Ug, Vg, Vgmq, oo Uy, W dan dipilih § = {w,u,}. Dibuktikan bahwa S adalah
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himpunan pembeda kuat lokal graf C,, dengan n gasal. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga
u,v € V(C,), uv € E(C,) maka terdapat lima kemungkinan pasangan yaitu () u = w, v = u,,
(iDu=u;, v=uy,, i€{1,2,..,k=1} (iDu=u,v=v,, ((VUu=v,v=vy, (€
{1,2,..,k — 1} dan (v) u = v;, v =w. Selanjutnva, ditunjukkan bahwa setiap kemungkinan
pasangan titik tersebut mempunyai pembeda kuat di S.

(i) Diambil uy, w € V(C,)) maka w € I[uy, w] sehingga w merupakan pembeda kuat pasangan

titik u,, w € V(C,,).

(ii) Diambil sebarang u; u;., € V(C,) dengan i€ {1,2,..,k~1}, maka u; € I[w,uz4]
sehingga w merupakan pembeda kuat pasangan titik  u;, u;q € V(Cy,).
(iii) Diambil ug, v, € V(C,) maka uy € I[uy,v,] sehingga u, merupakan pembeda kuat

pasangan titik uy, vy € V(C,).

(iv) Diambil scbarang v;,v;4q € V(C,) dengan i € {1,2,..,k—1}, maké v; € 1[w, V4]
sehingga w merupakan pembeda kuat pasangan titik  v;, v;4, € V(Cy).

(vj Diambil vy, w € V(C,) maka w € ![v;, w] sehingga w merupakan pembeda kuat pasangan
titik vy, w € V(Cy).

Berdasarkan uraian diatas diperoleh bahwa setiap dua titik yang bertetangga di C,, dapat
dibedakan kuat oleh titik w atau titik u,, sehingga S merupakan himpunan pembeda kuat lokal
graf C,,.

Seclanjutnya, ditunjukkan bahwa S merupakan himpunan pembeda kuat lokal minimal.
Diambil sebarang 5’ € V(C,,) dengan |S’| < S, maka S’ adalah singgleton. Karena C, adalah graf

siklus dengan ordo n gasal, maka terdapat dua titik bertetangga yang masing-masing mempunyai
jarak "%1 ke s € §’. Tanpa mengurangi keumuman bukti dipilih S’ = {w}. Dengan demikian
d(ug, w) = d(vy, w) = k sehingga berdasarkan Lemma 5.1 w bukan pembedan kuat titik u;,, v,.
Akibatnya pasangan titik u, v, tidak mempunyai pembeda kuat di S’ dan S’ bukan himpunan
pembeda kuat lokal graf C,,. Jadi S merupakan himpunan pembeda kuat lokal minimal atau basis

metrik kuat lokal graf C,, dan dimg(C,;) = 2 untuk n gasal.

Teorema 5.6 dimg(S,) = 1.
Bukti. Misalkan V(S,)) = {v;li = 1,2,...,n},degv, =1, E(S,) = {vymli=12,..,n-1}.
dan dipilih W = {v,}. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga v,, v; € V(S,) dengan i =
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1,2,..,n — 1, maka v, € I[v,, v;] sehingga v, merupakan pembeda kuat titik v,, v;. Akibatnya
W merupakan himpunan pembeda kuat lukal graf S,,.

Himpunan pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka
himpunan W merupakan himpunan pembeda kuat lokal dengan kardinalitas minimal sehingga W

adalah basis metrik kuat lokal graf S,.. Jadi dimg(S,) = 1.

Teorema 5.7 dimg(K,) = n— 1dengann > 2.

Bukti. Misalkan V(Kp) ={vili = 12,..,n}, E(K,) = {vivy| i # jdani,j=12,..,n}, dan
dipilih § = {v;li = 1,2,...,n — 1}. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga v;,v; € V(K,,)
dengani # jdani = 1,2,...,n maka v; € § atav v; € S sehingga v; € /[, v;] atau v; € I[v;, v;].
Dengan demekian setiap dua titik pada graf K, mempunyai pvmbeda kuat di S dan S merupakan
himpunan pembeda kuat lokal graf K;,.

Selanjutnya, ditunjukkan babwa S merupakan himpunan pembeda kuat lokal minimal.
Diambil sebarang S’ € V(K,,) dengan |S’| < S maka terdapat dua titik pada graf K,, yang bukan
anggola dari S’ dimisalkan u dan v. Diambil sebarang s € S’ maka d(u,s) =d(v,s) =1
sehingga berdasarkan Lemma 5.1 s bukan pembedan kuat titik u,v. Akibatnya pasangan titik u,v
tidak mempunyai pembeda kuat di S' dan S’ bukan himpunnan pembeda kuat lokal graf K,,. Jadi
S merupakan basis metrik kuat lokal graf K,, dan dimy(K,,) = n - 1.

Teoreina 5.8 Misalkan G adalah graf tehubung berordo n > 2, maka
i dimgy(G) = 1 jika dan hanya jika G adalah graf bipartit
it dimg(G) = n — 1 jika dan hanya jika G = K,,
Bukti. Misalkan G adalah graf tehubung berordo n = 2
(i) (&) Misalkan G adalah graf bipartit dengan V(G) dipartisi menjadi V; # ¢ dan
Vo # ¢ serta dipilih S = {u} dengan u € V,. Diambil sebarang x,y € V(G) dengan xy €
E(G) maka x €V, y €V, atau y € V;, x € V,. Karcna G adalah graf tehubung dan xy €
E(G) maka terdapat lintasan terpendek x — u dan lintasan terpendek y ~ u dengan d(x, u) <
d(y,u) atau d(y, u) < d(x,u). Berdasarkan Lemma 5.2 maka diperoleh x € [[y,u] atauy €
I[x,u) sehingga u adalah pembeda kuat titik x,y. Dengan demikian S adalah himpunan

pembeda kuat lokal graf G.
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Himpunan pembeda kuat lokal suatu graf tidak dimungkinkan himpunan kosong, maka
himpunan S meripakan himpunan pembeda kuat lokal dengan kardinalitas minimal sehingga S
adalah basis metrik kuat lokal graf G. Jadi dims(G) = 1.

(=) Misalkan dimg(G) = 1 dan andaikan G bukan graf bipartit, maka terdapat v,, v, € V},
U, Uy, u € V, dengan vyu,, vou, € E(G) dan 1 u, € E(G) sehingga terbentuk sebuah siklus
gasal Uy, U3, U, ..., Vp, Uy, Up. Berdasarkan Teorema 5.5 maka dimg(G) = 2. Hal ini kontradiksi

dengan dimg(G) = 1. Jadi G adalah graf bipartit.

(i) (<) Misalkan G = K,, maka berdasarkan Teorema 5.7 dimy(G) =n—1.

(=>)Andaikan dimiy(G) = n -1 dan ¢ % K,,, maka terdapat u,v € V(G) dengan uv €
E(G).Karenauv € E(G) makadegu < n — 2dan degv < n — 2 sehingga V(G) — {u, v} adalah
himpunan pembeda kuat lokal graf G. Hal ini koatradiksi dengan dimg(G) =n — 1.

Teorema 5.9 Misalkan G, H adalah graf terhubung dengan ordo n; dan n;.

dimgy(GOH) = V(G)|.dimg(H).

Bukti. Misalkan V(G) = {u;|i = 1,2,...,n,}, ViH) = {y;]i = 1,2, ..., n,}, H; merupakan salinan

graf H ke-i dengan i=12,..,n. V@#H)={v|j=12..n,}), EGOH) =

E(G) UL, E(HY) U {wvij | wi € V(G), vij € V(HY), dimg(H;) = k., S; = {vj = 1.2, ...k}

merupakan basis metrik kuat lokal graf H;, dan dipilih § = U7}, S;.

Diambil sebarang dua titik bertetangga r,y € V(GOH), xy € E(GOH). Terdapat tiga
kemungkinan pasangan titik yaitu (i) x,y € V(G}, (ii) x € V(G) dan y€
V(H;), dan (iii) x,y € V(H;). Selanjutnya, ditunjukkan bahwa setiap kemungkinan pasangan
tersebut mempunyai pembeda kuat di S.

(i) Jikax,y € V(G) maka terdapat i,/ € {1,2,..,n,} dengan i # j schingga x = u; dany = u;.
Dipilih vy, € S. Karena u; € I[y;, v;;] maka v;; adalah pembeda kuat titik u;, u;. Dengan
demikian pasangan titik u;, u; mempunyai p2mbeda kuat di S.

(ii) Jikax € V(G) dan y € V(H;) dengan xy € £(GOH) maka terdapat i€(1.2,..,n},
j€{12,..,n;} schingga x =u; dan y =v;;. Dipilih v,, €S dengan m=#i, me
{1.2,...,n,}. Karena y; € I[v;j, vy,;;] maka vy, adalah pembeda kuat titik u;, v;;. Dengan

demikian pasangan titik u;, v;; mempunyai pembeda kuat di S.
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(iii) Jika x,y € V(H;) maka terdapat jme€{1,2,..,n,} dengan j#m schingga

t = vy; dan y = v;,;. Karena S; merupakan basis metrik kuat lokal graf H; maka terdapai v €

Si yang merupakan pembeda kuat pasangan titik v;j, v;,,,. Karena S; € S maka pasangan titik

Vij) Vim juga mempunyai pembeda kuat lokal di S.

Berdasarkan uraian diatas, S merupakan himpunan pembeda kuat lokal. Selanjutnya,
ditunjukkan bahwa S merupakan himpunan pembeda kuat lokal minimal. Diambil sebarang S’ €
V(GOH) deagan |S'| < |S], maka terdapat x € S; dengan i € {1,2,..,n,} dan x ¢ S’ yang
mengakibatkan terdapat W € S;, W € S’ deagan |W| < S;. Karena S; merupakan basis metrik
kuat lokal graf H; dan |W| < S; maka W bukan himpunan pembeda kuat lokal graf H; dan terdapat
dua titik v, vy, € V(H;) yang tidak mempunyai peinbeda kuat di W.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa vy, v;, juga tidak mempunyai pembeda kuat di S*. Diambil
sebarang v € S’ \ W maka d(vy, v) = d(viy, v) sehingga berdasarkan Lemma 2.1, v bukan
pembeda kuat titik v;y, v;,, dan pasangan titik vy, v;;, tidak mempunyai pembeda kuat di S \ W.
Karcna vy, v;y tidak mempunyai pcmbeda kuat di W maupun S \ W maka S’ bukan himpunan
pembeda kuat lokal graf GOH. Jadi § merupakan basis metrik kuat lokal graf GOH dan
dimg (GOH) = |V(G)|.dimg (H).

Akibat 5,10 Misalkan G, H adalah graf terhubung beruido paling sedikit dua maka
dimg(GOXH) = [V(GO* " H)|.dimy (H).

Bukti. Misalkan G,H adalah graf terhubung berordo paling sedikit dui dan

G' = GO*'H, maka (GO*H) = G'OH. Berdasarkan Teorema 5.9 yang menyatakan bahwa

dimg(G'OH) = |V(G")|.dimy(H) maka diperoleh dimy,(GO*H) = |V(GO*1H)|.dimgy(H).

5.2. DIMENSI METRIK KETETANGGAAN

Lemma 5.11 Misalkan graf G adalah graf lintasan dan graf siklus berordo n, S € V(G) dengan
S = {vy, | i = 1,2, ...,k dengan n; < ny,,}. Jika terdapat v, vn,,, € S sehingga I(v,, — vp,,,) >
4 maka S bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

Bukti. Misalkan S € V(G) dengan S = {v,,| i =1,2,...,k dengan n; < ny,}. Terdapat v,,,
Up,,, €S schingga {(Vy, = vy,,,) > 4. Berdasarkan himpunan titik pada graf G diperolch
himpunan titik v(,,),; € V(G) — Sdenganj € {1,2,...,t},t = 5. Terdapat dua kasus, yaitu:
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Kasus 1. Untuk graf G adalah graf lintasan (P,). Misalkan V(B,) =
{vili =1,2,...,n}dan E(P,) = {vjvy34li = 1,2, ...,n — 1}. Diambil sebarang s€S maka
terdapat 4 kemungkinan yaitu s = vy, S=1v,, ., S # Uy, atau s # v,,, . Jika s = v, maka
N(s) = {vny+1} untuk n; = 1 atau N(s) = {V(n))+1, V(n;)-1} untuk n yang lain. Jika s = v, |
maka N(s) = {v(n,, )-1} untuk 74y = 7 atau N(s) = {Vgn, 410 Vinyy,)-1) UNtuk n yang lain.
Sedangkan jika s # vy, atau s #+ v, , maka terdapat n, <n; schingga s = v,, atau terdapat
ng > a4 sehingga s = v, . Diambil sebarang titik x,y € V(#,) — S, maka terdapat x = vy )42
dan y = Vn 43 dengan vny42, npes & N(s). Diperoleh, [{vni+2. Vinpea} NN()| =0 # 1
Kasus 2. Untuk graf G adalah graf siklus (C,). Misalkan V(C,) = {v;li = 0,1,2,...,n} dan
E(C,) = {vivi1li = 1,2,..,n =1} n{v,1,}. Diambil sebarang s €S maka terdapat 4
kemungkinan yaitu § =V, S=vp,, S :#vnl, atau § # vy, .. Jika s =wv,, maka N(s) =
{V(np+1, Va} untuk n; = 1 atau N(s) = {V(np+1, Vmy-1) untuk n yang lain. Jika s = v,,, maka
N(s) = (Vny-1,71} untuk n:,y = n atau N(s) = {V(n)+1, Vn,)-1} untuk n yang lain. Jika s #
Un, alau s # v, maka terdapat n, < n; sehingga s = v,, atau terdapat ng > n;4,y schingga
S = Vp,. Diambil scbarang titik x,y € V(C,) — S, maka terdapat x = v(n)+2 dan y = v(nj43
dengan v(nye2, Viny+3 € N(s). Diperoleh, |{vin,e2. Veayes} N N(s)| =0 # 1.

Berdasz:icn uraian di atas, S bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan m

2n+2

Teorema 5.12 dim,(P,) = IT ,untuk n = 2.

Bukti. Misalkan V(B,) = {v;|li = 1,2,...,n}, E(B,) = (v;v;11]i = 1,2, ...,n — 1}. Terdapat tiga
kemungkinan nilai n yang terjadi, yaitun = 2,n = 3,ataun = 4.
Kasus 1. Untuk n = 2. Dipilih W = {1,}. Karena V(P,) — W hanya memuat satu titik, maka

berdasarkan Definisi W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf P, dengan |W| =

EEEEN

Kasus 2. Untuk n = 3. Dipilih W = {v,}. Terdapat titik v,, v; € V(F,) — W.Karena v, € N(v;)
dan v3 &€ N(vy) diperoleh |{v,, v3}JAN(v))| = |[{v,}] = 1. Oleh karena itu. W merupakan

himpunan pembeda ketetanggaan graf P, dengan |[W| = lzn+2 - Iz.s;z J -1

5
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Kasus 3. Untuk n>4. Dipilih W ={v}U{vsesp-1)k EN,4+5(k—-1) <

n}U{v74s-1):k € N7 + 5(% — 1) < n}. Diambil scbarang x,) € V(P,) — W maka terdapat

empat kemungkinan yaitu:

(

(

(

(

i)

if)

iii)

iv)

Untuk x = v, dan y € {v3}U{v,:p # 3}. Jika y = v3. maka dipilih v, €W schingga
diperoleh |{v,, v3}JNN(v,y)l = |[{v3}| = 1, sedangkan jika y = v, dengan p # 3, maka
dipilih v, € W. Karena v, € N(v;) dan v, & N(v;) maka |{vy. v,}JAN(v2)| = {v,}I = 1.
Untuk x = v3 dan y = v, dengan q # 1. Dipilih v, € W. Karena v; € N(v,) dan v, &
N (v;) maka |{vs, v, JON(1,)| = [{vs}l = 1.

Untuk y € {vy45g-1)-1:J € N}U {Dgss(i-1)-1:/ = 2,3, ..} dan x = vgig0e-1)e1, kK €
N.Jika y = vyu5¢-1)-1,/ € N, maka dipilih vy, g4-1) EW. Karena vyig-1)41 €
N(V4es5(-1)) dan V74s(-1)-1 & N(Va4s-1)) maka
I{V4+5(k-l)+lnV7+5(j—1)—1}nN(v4+5(k—1))= = I{V4+5(k—1)+1}| =1 Jika y=
Vses(j-1)-1 denganj = 2,3,... maka dipilih vy 54-1) EW. Karena vy g4-1)-1 =
Vy45(k-1)+1> MaKa Vayse-1)-1 € N(V745k-1)) dan  Vays(-1)41 € N(V745(k-1))- Oleh
karena itu, {vsss-1)-1 Varsg-)+1 JANW74s0-1)| = [{Vasse-n-1)] = 1.

Untuk y € {v745k-1+1: k € N}U{Vsrs-1-1:k = 2,3,...} dan x = vgug(jg)-1. j €
N.Jika y = vyi5k-1)+1.k € N, maka dipikh vy g54-1) € W. Karena vy,gp-1)41 =
Vaesk-1)-1 Maka Vyis-1)+41 € N(Vaesk-1)) dan  v745(G-1)-1 € N(Vars(k-1))- Oleh
karena itu, |{V745(-1)-1, V7450-13+1}AN Wasse-1))| = [{v7450-1y+1}| = 1. Selanjutnya,
jika ¥ = Vgygk-1)-1 dengan k = 2,3, ..., maka dipilih v4,504-1) € W. Karena vy 5(k-1)-1
€ N(V445k-1)) dan V745(j-1)-1 € N(Vgas(k-1)) maka

|{V4+s(k-1)-1:V7+5(j-1)—1}nN(v4+5(k—1))| = |{v4+5(k—l)—l}l = 1.

Berdasarkan uraian di atas, W mierupakan himpunan pcmbeda ketetanggaan graf P, dengan |W| =

l

2n+2
S

|

Selanjutnya, diambil sebarang W' € V(P,) dengan |W'| < |W|. Maka terdapat tiga kasus yaitu:

() Untuk n=2 aau n=3. |W'|<|W|=[

2n+2

. J=1 maka |W'|=0 dan W' =9.

Berdasarkan Definisi maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.
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2n+2

() Unuk4<n<7,|W|l<|W|= l < I = 2 maka |W'| = 1. Misalkan W’ = {v,} dengan

t=1,2,..,n. Maka terdapat dua titik x,y € V(P,) — W' schingza |{x,y} nN(v)| =
0 atau |{x, y} N N(v,)| = 2. Oleh karena itu. |{x,y} N N(v,)| # 1. Berdasarkan Definisi

maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

2n+2

(iii) Untukn =7, |W| = l ] > 2 maka |W'| = 2. Terdapat tiga kemunghinan jarak antara

anggota W' yaitu jika v, v; € W', i<j maka d(viv;) <2, 2<d(v,v) <4, atav
d(v;, v;) > 4. Untuk W' yang setiap dua titiknya berjarak kurang dari atau sama dengan dua,
maka W' = {v;, V41, V42} dengan i = 1,2, ..., 7 — 2. Terdapat dua titik x, y € V(P,) — W'
sehingga untuk setiap z € W', d(x,z) > 1 dan d(y,z) > 1. Oleh karena it, |{x,y} N
N(2)| = 0 # 1. Berdasarkan Definisi 2.4.1 W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan.
Untuk W' yang setiap dua titiknya berjarak antara dua sampai empat, maka W' =
{vi,vi43} dengan i = 1,2,...,n ~ 3. Terdapat dua titik x,y € V(P,) — W' sehingga untuk
setiapz € W', x,y € N(z) ataux,y & N(z). Akibatnya, |{x, y} n N(2)| = 0, 2. Oleh karena
itu, |{x,y} N N(z)| # 1. Berdasarkan Definisi 2.4.1 W'’ bukan himpunan pembeda
ketetanggaan. Selanjutnya, untuk W' yang setiap dua titiknya berjarak lebih besar empat,

berdasarkan Lemma 5.11 maka W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan.

Oleh karena itu, W mcrupakan basis ketctanggaan. Terbukti bahwa dim,(P,) = lZMZI

S

n+2

Teorema 5.13 . dim,(C,) = I

] untuk » > 4,

Bukti. Misalkan V(C,) ={v;li=1,2,...,n},E(C,) = viviqli = 1,2, ..., n =1} 0 {v,1,}.
Terdapat dua kemungkinan nilai n yang terjadi yaitu n = 4 ataun = 5.

Kasus 1. Untuk n = 4. Dipilih W = {vy, v,}. Terdapat titik v;, v, € V(C,) — W. Karena v; €
N(v,) dan v, € N(v;) diperoleh |{vs, v,}NN(v,)| = |{vs} = 1. Oleh karena itu, W merupakan

himpunan pembeda ketetanggaan graf C dengan |W| = lﬂ = F—“—z = 2.
Kasus 2. Untuk n==S.  Dipilh W ={vv3}U{vsesp-1yk €N, 7+5(k—-1) <
n}U{voss-1y:k € N, 9 + 5(k — 1) < n}. Diambil sebarang x,y € V(C,) — W maka terdapat

enam kemungkinan yaitu:
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Untuk x = v, dan y € {v,:p # n} U{v,}. Jika y = v, dengan p # n, maka dipilih v, € W.
Karena v, € N(v,) dan v, € N(v,) diperoleh |{v,, v, JNAN(v,)| = I{v;}] = 1, sedangkan
jika y=v,, maka dipilih v; € W. Karena v, € N(v3) dan v, € N(v3) diperoleh

l{v2, v AN (v3)] = [{v:}l = 1.
Untuk x = v, dan y = v, dengan g # 2. Dipilih v; € W. Karena v, € N(v;) dan v, €

N(v3) diperoleh |{vs, v, JNN(w3)| = I{w,} = 1.

Untuk ¥ € {v7450-1)-1: k € N}U {v7450-1)+1:k € NJU {voss0-1y+1: k € N} dan x =
vs. Jika ¥y = vyisk-1)-1,% € N, maka dipilih v, 54-1) € W. Karena vy,54-1)-1 €
N(v745k-1)) dan vg & N(Vsysk-2)) diperoleh |[{vs, v7450e-1-1 JONWr4sk-1))| =
|{v7+s(k-1)—1}| =1

Jikay = Vy45-1)41, K €N, maka dipilih v, 50—1) € W. Karena v sk-1)+1 €
N(v745k-1)) dan vg & N(v7.45-1)) diperoleh |{vs. V7+5(k-1)+1]nN (V7+5(k—1))| =
|{v7+5k-1)+1}| = 1. Selanjutnya, jika y = Vo4sk-1)+1. k € N, maka dipilih vg,sge—1) € W.
Karena Vossk-1)+1 € N (Vorsk-1)) dan Vs € N(Vgys(k-1)) diperolch
|{1’s'V9+5(k-1)+1}nN(1’9+5(k—1))| = |{U9+5(k—1)+1}| =1

Untuk ¥ = {V74s-1+1: k € N} U{vo,5-1)+1: k € N} dan x = vy,5(-1)-1, j € N. Jika
Y = Vzesk-1)+1, k € N. maka dipilih voisk—1) € W. Karena voy5-1)-1 = Vzas(e-1)+1
maka  V7esk-1)+1 EN (1’9+5(k—1)) dan  v745(j-1)-1 €N (U9+s(k—1))- Diperoleh
I{V7+su-1)-p V7+s(k—1)+1}nN(V9+5(k—1))| = |{V7+5(k-1)+1}| =1 Jika Y=
Vo+sk-1)+1, K € N, maka dipilih vg,g(,—1) € W. Karena vg s(—1)+1 € N(Vorsk-1)) dan
Vrasj-1)-1 € N(Vasse-1))  diperoleh  [{v745(-1)-1, Vors-1+1} N Wousk-1)| =
|{09+5(k—1)+1]| =1

Jika x = Vgy5(k-1)-1 dan y = vg 5(;j_1)4+1 dengan j, k € N. Dipilih vy ,5(,-1) € W. Karena
V4s(k-1)+41 = Voss(k-1)-1 Maka  Vgigk-1)-1 € N(V745k-1)) dan  Vg,g(i-1)41 €
N (v745(k-1)) diperoleh |{179+5(k-1)-1:V9+5(j-1)+1}”~(”7+5(k-1))| = |{09+5(k-1)—1}| =1.
Jika x =v, dan y = v, s # 2. Dipilih v; € W. Karena v, € N(v;) dan v € N(1,)
diperoleh |{v,, v JNN(v))]| = [{va}] = 1.
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Berdasarkan uraian di atas, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf C, dengan

Wi = IZn+ZI.

5
Selanjutnya, diambil sebarang W' € V(C,) dengan |W’| < |W|. Maka terdapat dua kasus yaitu:

2n+2
S

1)) Untk4<n<7 |W|<|W|= l I = 2 maka |W’| = 1. Misalkan W' = {v,} dengan

t=1,2,..,n. Maka terdapat dua titik x,y € V(P,) — W' sehingga |{x,y} nN(v,)| =
0 atau |{x, y} n N(v,)| = 2. Oleh karena itu, |{x, y} n N(v,)| # 1.

|2n+2
L s

(i) Untuk n=>7, |W|= ] > 2 maka |W'| = 2. Terdapat v, v; € W' dengani <},

l(v,- - vj) > 4. Berdasarkan Lemma 5.11 W'’ bukan himpunan nembeda ketetanggaan.

Berdasarkan uraian di atas, W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan. Oleh karena itu, W

2n+2]

merupakan basis ketctanggaan. Terbukti bahwa dim,(C,) = I S

Teorema 5.14 dim,(H) = n — 1 jika dan hanya jika H = K;,, untuk n > 2.

Bukti. (=) Misalkan V(K,,) = {v,, v, ., 0. LE(K) = {wiyli=1,2,..,n, j=1,2,..,n, i #

j}dengann > 2dan W = {v,,v,, ..., v,_;} schingga |W| = n — 1. Karena udak terdapat

pasangan titik x, y € V(K,) — W, maka W adalah himpunan pembeda ketetanggaan.

Selanjutnya, diambil scbarang W’ € V(K,,) dengan |W'| < |W|. Terdapat tiga kasus yaitu:

(i) Untuk n=2, [W|<|W|=n-1=1 schingga dipcrolet |W'|=0 dan W' =0.
Berdasarkan Definisi 2.4.1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

(ii) Untuk-n=3,|W’'| < [W|=n-1 =2 sehingga diperoleh |U| = 1. Tanpa mengurangi
keumuman bukti misalkan W' = {v,}. Karena pasangan titik v,,v; € V(K,) — W' dan
I{v;,v3} 0 N(v)| = 2 # 1, maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

(iii) Untuk n > 3, untuk sctiap v; € W'maka untuk setiap pasangan titik vy, v, € V(K;) — W',
vp, Yy € N(v;) sehingga |[vp, vq} N N(w)l = 2 # 1. Berdasarkan Definisi maka W' bukan
merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

Oleh karena itu W merupakan basis ketetanggaan. Terbukti bahwa dim,(K,) = n — 1.

(=) Misalkan dim,(H) = n— 1,andaikan H = K,,, maka terdapat v,,v, € V(H) dengan

vy, v, € E(H). Dipilih W = {v;}U{vi:i = 1,2,..,m — 2}. Terdapat dua titik v, v,—, V(H) -

W.Karena v, € N(v,) dan v,_, € N(v,) . maka |{v,, v,_1} N N(v;)| = 1. Berdasarkan Definisi
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W adalah himpunan pcmbeda ketetanggaan, diperoleh [W| = n — 2. Hal ini kontradiksi dengan
dim‘:(H) =n-1.
Berdasarkan uraian di atas. terbukti bahwa dim,(H) = n — 1 jika dan hanya jika H = K,,, untuk

nz2u

Teorema 5.15  dim,(S,,) =n—1,untuk n > 2.
Bukti. Misalkan V(S,) = {v;li = 0,1,2,...,n}, E(S,) = {vev; | i = 1,2,3, ...,n},dandeg(v,y) =
n. Misalkan v, sebarang elemen dari {v;)i = 1,2,..,n} dan W ={y;li = 1,2,..,n ,i # p}.
Diambil sebarang x,y € V(S,) — W. Tanpa mengurangi keumuman bukti, x = vy dan y = v,,.
Dipilin v; € W. Karena N(v;) = {vg}, maka |{vo, v, }NN(v)| = Hwoll = 1
Berdasarkan uraian di atas diperolch bahwa W mecrupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf
S
Misalkan U €V(S,) dengan vy€U. Karena v,v,€V(S)—-U dan
{v,., v JNN(vg)l =2 # 1 maka Ubukan himpunan pembeda. Selanjutnya, misalkan
v, sebarang elemen dari W dan W’ = {v; € W| i # q). Karena v,, v, € V(S,) — W' muka
l{v, ,v, JNN(v;)] = 0 # 1. Berdasarkan Definisi W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan.

Olch karena itu, W merupakan basis ketetanggaan. Terbukti bahwa dim,(S,) =n—1m

Teorema 5.16 Misalkan G adalah graf terhubung berordo n = 2 dan y(G) merupakan hilangan
- dominasi pada graf G. Jikam = 3, maka

dim,(GoK,,) = [V(G)| (dimy(K,;,)) — 1) + y(G)
Bukti. " Misalkan D = {v, |k = 1,2, ...,y(G)} merupakan himpunan
dominasi dari graf G. Berdasarkan penamaan titik hasil kali comb, D, = {v,|k =
1.2,..,y(G)} € B.  Sclanjutnya, bcrdasarkan  Teorema  5.12,  himpunan W, =
{v.- ,-I j=12,...m- 1} merupakan basis metrik ketetanggaan graf Kp,(; dengani = 1,2,...,n.
Misalkan W = D, UiL ((W; — v;).
Diambil sebarang dua titik x,y € V(GoK,,) — W. Terdapat tiga kemungkinan pasangan titik
tersebut, yaitu x = vp, dan y = vy, dengan p,q € {ny,ny, ..,nye)}, x = vpy dan y = vy,

denganp & {nl, ny, ..., ny(c)], atau x = vp,, dan y = v, dengan p # q.
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(i) Jika x = vy, dan y = vy, dengan p,q € {n;,n,, ... ny(c}. Dipilih W = {v,}. Karena
vy, € N(vp2) dan vy, € N(vp;) maka {N(vp2) N{vpr. v} = (v} = 1.

(i) Jikax = v,, dan y = Vp,, dengan p € {ny,ny, ...,y }. Karena D; merupakan himpunan
dominasi dari induk. maka terdapat v,,, € D, sehingga d(vy,1, vpy) = 1. Sehingga v,y €
N(Vy,1) dan Upm € N(Vn,1) maka [N(vp,1) 0 {vpr Vom}| = [{vpa}] = 1.

(i) Jika x = vy, atau x = vy, dengan p # q. Dipilih W = {v,,}. Karena v,,, € N(v);) dan
Vam & N(vp2) maka [N (v52) N{vpm, vgm}| = {vpm}] = 1.

Berdasarkan uraian di atas, maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoK,,.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoK,, yang

mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang W' € V(GoK,,), |W’| < [W|. Misalkan

W' =D'UW?", terdapat dua kemungkinan yaitu D’ € B,|D’| < ¥(G) dan |W*| = UL, (W; —

{va))latau D' € B,|D'| = y(G) dan W* S Ui, H;, IW*| < |W; — {w, }I.

(i) Misalkan W' =D'UW" dengan D' € B,|D'| < y(G) dan |W*| = |UL, (W, — (v })I.
Karena D’ bukan merupakan himpunan dominasi minimal terdapat titik v,, € B maka
d(Vng1:Vp1) > 1,Vn,1 €D’ dengan k <y(G),k €N. Terdapat dua titik vy, vy, €
V(GoK,) — W', h € {2,3,..,m}. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinan w € W' yaitu
untuk w € D" atauw € W",

a.  Untuk w € D', maka terdapat w = v,,,; dengan k < y(G), k € N. Karena vy, v, €
N(Vn,1)- Sehingga |[{vp1, vpn} O N(vp )| = 0 % 1.

b. Untuk w € W*, maka terdapat w = v;, dengant € {2,3,..,m}dan t # h maka
terdapat dua kemungkinan yaitu jika v;,,,, Vpr € N(v;;) dengan i # p dan jika
Up1,Vpn € N(v;; ) dengan i=p . Jika vy, vy, € N(vy) dengan i #p maka
Hvp1. vpn} N N(vie)| = 0 # 1. Scdangkan, jika vy, vp, € N(v; ) dengan i = p maka
[{vp1, vpr} NN ()| = 2 % 1.

(i) Misalkan W'=D'UW" dengan D' CB,|D'|=y(G) dan W' S UL H; IW'I<
IW; — {v;;}|. Maka terdapat H; schingga maksimal |W; — {v;;}| — 1 titik yang menjadi
anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti. misalkan H; sehingga maksimal

W, — {vi1}] — 1 vang menjadi anggola W'. Akibatnya, terdapat dua titik v,,,v,3 €
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V(GoK,,) — W'. Sclanjutnya, terdapat dua kemungkinan w € W' yaitu untuk w € D’ atau
weWw:.
a. Untuk weD'. maka terdapat w = vy, k=1,2,..,¥(G). Karena vy, v,; €&
N(vp,) untuk n, #1 sehingga |{v12,vl3} n N(vnkl)l =0 +# latau vy5, V3 €
N(vp,1 ) untuk ny, = 1 sehingga [{vy2, vz} NN(W)| =2 # 1.
b. Untuk w € W", maka terdapat w = v,, dengan t # 2 dan t # 3. Karena vy, v,3 €
N(vy ) untuk z # 1 sehingga [{v3, v13} N N(vy)| = 0 # 1 atau vy,,v33 € N(v;, )
untuk z = 1 sehingga |{vy,, V13} N N(W)| =2 # 1.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa jika terdapat v;, € W; — {,} atau terdapat v, ; €
D, yang tidak mcnjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis ketctanggaan. Oleh karena
itu. W merupakan basis ketetanggaan dengan dim,(GoK,,) = |V(G)| (dim,(K,,) — 1) +
y(G)m

Teorema 5.17 Misalkan G adalah graf terhubung berordo n > 2 dan y(G) merupakan bilangan
dominasi pada graf G. Jikam = 2, maka
dim,(GoS,,) = (VD) dimy(Sm)) — 1 + ¥(G)
dengan titik cangkok o bukan merupakan titik dominan pada graf S,,,.
Bukti. Misalkan D = {v,, |k = 1,2, ...,y(G)} merupakan himpunan
dominasi dari graf G. Berdasarkan pcnamaan titik hasil kali comb, Dy = {vy,,lk =
1,2, ...,¥(G)} < B. Karena berdasarkan Teorema 5.15 maka dipilih W; = {v,} U{v,-]: j=
23,..m— 1] mcrupakan basis metrik ketetanggaan graf S,y dengan i = 1,2, ..., n. Misalkan
W = D, Ui., Wi — vp,edengant € {1,2,..,y(G)}.
Diambil sebarang dua titik x,y € V(GoS,,) — W. Terdapat tiga kemungkinan pasangan titik
tersebut, yaitu (i) x, y € B (ii) x € B dan y € V(S,uy), dan (iii) x, ¥ € V(Smep)-
(i) Jika x,y € B, maka terdapat x = v, dan = vy, , p # q. Dipilih vpo € W. Karena vp, €
N (vpo) dan vg; € N(vpe) maka [{v,1,v41} N N(vpo)| = |vps| = 1.
(ii) JikaxeBdanyE€ V(Sm(,-)), maka terdapat x = vy, dan y = v, X = Vpy dan y = v,y
denganp # q,ataux = vy dany = v, o dengant € {1,2,...,y(G)}. Karena D, merupakan

himpunan dominasi dari induk, maka terdapat vp,, € D; schingga d(vp,1,vp1) = 1.
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Karena vy, € N(Vn,1) dan Vpm, Vgm & N(Vn,;) diperoleh [{vp1: vom} 0 N(vg )l =
[{vpr}] = 1 atau |[{vp1, vgm} O N(Va1)| = |{¥p1}]- Jika x = v, dan y = vy dengant €
{12, ...,7(G)}, maka dipilih v,q € W. Karena vy, € N(vpg) dan vy o € N(vpo). maka
(o1 vneo} 0 N(wpo)| = l{ve}| = 1.

(iii) Jika x,¥ € V(Smqy), maka X = Uy, dan y = Vg, atau X = vy, dan y = vy, o dengan
Un,0 € W;. Dipilih vy CW. Karena vy, € N(vpe) dan vy, & N(vpe) diperoleh
|{Vom: Vam} 0 N(po)| = |{vpm}| = 1 atans |{Zpm, vn0} N N (vp0)| = {opm}| = 1.

Berdasarkan uraian diatas maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoS,,.

Sclanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan graf GoS,, yang

mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang W' < V(GoS,,), |W'| < |[W|. Misalkan

W'=D'UW?", terdapat dua kemungkinan yaitu D' € B, |D'| < y(G) dan |W*| = |U§'=1 w; —

Vnolt € {12,..,y(G)} atau D' S B,|D'|=y(G) dan W*CS UL H;,IW'| < |UL,W;—

Vneol. t € {1.2,...,¥(6)}.

() Misalkan W' =D'UW* dengan D' € B,|D'] < y(G) dan |W*| = |UL, W, — vl t €
{1,2,...,¥(G)}. Karena D’ bukan merupakan himpunan dominasi minimal terdapat titik
vp1 € B maka d(vy,4,Vp1) > 1,0p,1 € D' dengan k <y(G),k € N. Terdapat dua titik
Vp1, Vpn € V(GoKy,) — W' h € {2,3, ..., m}. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinan w €
W' yaituuntuk w € D' atauw € W*.

a.  Untuk w € D', maka terdapat w = v, ; dengan k < y(G),k € N. Karena vy, vp,;, &
N(Vp,1)- Sehingga |{vp1, vpn} AN (vn,1)| =0 = 1.

b. Untuk w € W", maka terdapat w = v;, dengan t € {0} U{2,3, ..., m} dan t # h maka
terdapat tiga kemungkinan yaitu jika vpy, vp, @ N(vy) dengan i # p, jika vy, vp, €
N(vy ) dengan i = p, dan jika vp,, vy, € N(v; ) dengan i =p dan t # 0. Jika
Up1, Vpn & N(vy ) dengani # p, maka |{vp1,vp,,} N N(vgt)l =0 # 1. Jikavyy, vp, €
N(vip) dengan i=p, maka |{v,y,vpn} N N(vy)| =2 % 1. Sedangkan, jika
Vp1, Vpn € N(vy ) dengan i = p dan t # 0, maka |{vpy, vpn} N N(vie)| = 0 = 1.

(i) Misalkan W' =D'UW" dengan D'CSB,|D'| =y(G) dan W*'CS UL, H,.IW'|<
IU?=1 w; — v,,tol, t € {1,2, ..., y(G)}. Maka terdapat dua kemungkinan yaitu jika terdapat H;
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sehingga maksimal |Wi - Un,ol —1 ik yang menjadi anggota W' dengan tE€

{1,2, ...,y(G)} atau jika terdapat H; schingga maksimzl |“V,| — 1 titik yang menjad: anggota

W'. Terdapat H; sehingga maksimal |W, - ”nrol — 1 titik vang menjadi anggota W' dengan

t € {1,2,...,(G)}. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan H; sechingga maksimal

[Wy — vl —1 yang menjadi anggota W'.Akibatnya, terdapat dua titik vy, v3 €

V(GoS,,) — W'. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinan w € W’ yaitu untuk w € D' atau

wE W’

a. Untuk weD', maka terdapat w =vy ;,k=1,2,..,y(C). Karena vy,,v3 €
N(vnk,) sehingga |{v12, vz} NN (v,,kl)l = 0 # 1. Berdasarkan DefinisiD’ bukan
merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

b. Untuk w € W*, maka terdapat w = v,, dengan t # 2 dan t # 3. Karena v, v,3 &
N(vz ) untuk z # 1, 145,113 € N(v, ) untuk z = 1, atau vy, V33 € N(v,, ) untuk
t # 0, maka |{vy5, v13} N N(v,)| = 0 # 1 atau {v,,, v13} N N(vye)| = 2 # 1. Oleh
karena itu, |{v,3, 33} N N(vz )l # 1. Berdasarkan Definisi W *bukan merupakan
himpunan pembeda ketetanggaan.

Sedangkan, jika terdapat H; sehingga maksimal |WI| — 1 titik yang menjadi anggota W".

Tanpa mengurangi kecumuman bukti, misalkan H, sehingga maksimal |W;|—1 yang

menjadi anggota W'. Akibatnya, terdapat dua titik v,,, v,3 € V(GoS,,,) — W'. Selanjutnya,

terdapat dua kemungkinan w € W' yaitu untuk w € D' atauw € W-.

a. Untwk we€D', maka terdapat w = v, 1,k =1,2,..,7(G). Karena vy,,v3 €
N(vp,,) sehingga |{vy2,v13)} N N(vy,1)| = 0 # 1. Berdasarkan Definisi D’ bukan
merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.

b. Untuk w € W*, maka terdapat w = v,, dengan ¢ = 2 dan ¢t # 3. Karena vy;,v,3 €
N(vz ) untuk z # 1, vy5, 713 € N(v, ) untuk z = 1, atau vy, v33 € N(v,, ) untuk
t # 0, maka |{v,3, v13} N N(v,)] = 0 # 1 atau |[{v,5, 13} N N(vy)] = 2 # 1. Oleh
karena itu, |{v,5,v3} N N(v,)| = 1. Berdasarkan Definisi W* bukan merupakan
himpunan pembeda ketetanggaan.

Berdasarkan uraian di atas. diperoleh bahwa jika terdapat v;, € W; — vy,0.t € {1,2,...,¥(G)}

atau terdapat v,y € D, yang tidak menjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis
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ketetanggaan. Oleh karena itu, W merupakan basis ketetanggaan dengan dim,(GoSy,) =

(V&) dimy(Sm)) = 1+ v(G) m

Teorema 5.18 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n > 2 dan H adalah graf non-
trivial. Jika terdapat basis ketetanggan B dari H dan merupakan himpunan dominasi, dan jika untuk
setiap v € V(H) — B yang memenuhi B € Ny (v), maka

dim,(GOH) = n.dim,(H).
Rukti. Misalkan B; adalah basis aari .1;. )

Pilih W = U}, B; Diambil sebarang dua titik x,y € V(GOH) — W maka terdapat empat
kemungkinan yaitu (i) x,y € V(H;) (ii ) x €EV(H;) dany € V(Hj) dengan i # j dan i,j €
{1,2,3,...,n}, (iii ) x € V(Gy) dany € V(H;),dan (iv) x,y € V(G,).

(i) Misalkan x,v € V{H;). Karena B; adalah basis ketetanggaan dari H;, terdapat t € §;
sehingga tx € E(GOH) danty ¢ E(GOH) atau tx € E(GOH) dan ty € E(GOH) maka

INQy) n {x, ¥}l = 1. Oleh karena itu x, y memiliki pcmbcda ketetanggaan di W'.

(ii) Misalkan x € V(H;) dany € V(H;) dengan i # j. Karcna B; adalah himpunan dominasi

dari H;, terdapat t € S; sehingga tx € E(GOH) dan ty ¢ E(GOH) maka |[N(t) n

{x, ¥}l = 1. Oleh karena itu x. y memiliki pcmbeda ketctanggaan di W.

(iii) Misalkan x € V(Gy) dan y € V(H;). Terdapat t € S; sehingga tx € E(GOH) dan
ty € E(GOH) maka |N(t)n{x,y}] =1. Olch karena itu x,y memiliki pembeda

: ketetanggaan di W.

(iv) Misalkan x,y € V(G,). Terdapat i,j € {1,2,3,...,n} dengan i{ # j sehingga x = v; dan
y=v;. Dipilih t€B;. Karena tv; € E(GOH) dan tv; € E(GOH) maka

[N n{vi, v} = IN® n{x,y}l =1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda

ketetanggaan di W.

Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan
GOH.

" Selanjutnya. ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan GOH dengan
kardinalitas minimal. Diambil sebarang x € W, maka terdapat i € {1,2,3, ..., n}, schingga x € B;.
Akan ditunjukkan bahwa W\{x} bukan himpunan pembeda ketetangaan. Karena B; adalah basis
dari H;. maka B; \ {x} bukan himpunan pembeda ketetanggaan dari H;. Akibatnya terdapat dua
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titik v, vy € V(H;) — By \ {x} dengan r #t schingga untuk setiap s € B;\{x}, [N(s)n
{(vir, vie}| # 1. Diambil sebarang s € W\{x}. Karena v;,, v;; € V(H;) — B; \ {x} maka v;., v, €
V(GOH ) — W\{x}. Terdapat dua kemungkinan s € B; \ {x} 2tau s € Bj dengan j # i.

1) Misalkan s € B; \ {x}, berdasarkan uraian sebelumnya |[N(s) N {v;., v, }| # 1.

2) Misalkans € B; dan v, v € V(H;) — B; \ {x}dengani # j, maka [N(s) N {v;,, v}l =0 #

1.

Rerdasarkan kasus di atas, diperoleh bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan. Oleh

karcna itu, W merupakan basis ketetanggaan dengan dim,{GOH) = n.dim,H).

Teorema 5.19 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n = 2 dan H adalah graf non-

trivial. Jika terdapat basis ketetanggan dari H yang merupakan himpunan dominasi, untuk setiap

basis ketetanggaan B di H terdapat v € V(H) — B yang memenuhi B € Ny(v). maka
dimy(GOH) = n.dim,(H) + y(G).

Bukti. Misalkan B; adalah sebarang basis ketetanggean lokal dari H;. D= {vnklk =

1,23, ..., y(G)} mcrupakan himpunan dominasi dari graf G. Berdasarkan penamaan titik-titik hasil

kali korona, Dy = {vn0lk = 1,2,3,...,7(6)} € G,.

Pilih W = U}, B; U Dy. Diambil sebarang dua titik x,y € V(GOH) — W maka terdapat

tiga kemungkinan yaitu (i) x € V(H;) dany € V(H;) dengan i # j dani,j € {1,2,3,...,n}, (ii)

x € V(Gy) dany € V(H,) dengan i € {1,2,2, ..., n}, dan (iii ) x, y € V(Gy).

(i) Misalkan x € V(H;) dan y € V(H;) terdadat i,j € {1,2,3,...,n} dan 1,5 € {1,2,3,...,m}
dengan i #j dan r # s schingga x = vy dan y = vj;. Terdapat vy € W sehingga
VieVir € E(GOH) dan  vuvjs € E(GOH) maka [N(vi) N {vi, v} = INi) 0
{x. y}| = 1. Olch karcna itu x, y memiliki pcmbeda ketetanggaan di W.

(ii) Misalkan x € V(Go) dan y € V(H;) dengan i€ {1,2,3,..,n}). Terdapat v, € D,
sehingga vy, ox € E(GOH) dan ¢ E(GOH) sechingga |N(vnk°) n{x, y}l = 1. Oleh
karcna itu x, y memiliki pcmbeda ketetanggaan di W.

(iii) Misalkan x,y € V(G,) maka terdapat i,j & {n,, n,, n,, ...,n,,(a)} dengan i # j sehingga
x = vy dan y = v;. Dipilih v, o € Dy. Karena vy, ov; € E(GOH) dan vy, ov; € E(GOH)
maka |N(vn0) N {vi,v;}| = |N(vneo) N {x.¥}] = 1. Oleh karena itu x,y memiliki
pembeda ketctanggaan di W,
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Berdasarkan uraian di atas diperolech bahwa W merupakan himpunan pembeda kctctanggaan
GOH.
Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan GOH yang

mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang x € W. Akan ditunjukkan bahwa W\{x}

bukan himpunan pembeda ketetanggaan. Terdapat dua kemungkinan yaitu terdapat i€

{1,2,3, ..., n}, sechingga x € B; atau x € D,.

M

(i)

Misalkan terdapat i € {1.2,3, ..., n}, sehingga x € B;. Karena B; adalah basis dari_ H;, maka

B; \ {x} bukan himpunan pembeda dari H;. Akibatnya terdanat dua titik v;., v;; € V(H;) —

B; \ {x} dengan r # t sehingga untuk setiap u € B;\{x}, IN(u) n {v;,, v;.}| # 1. Diambil

sebarang s € W\{x}. Terdapat tiga kemungkinan, yaitu s € B; \ {x}, s € B; denganj #

iatau s € D,. ‘

a. Misalkan s € B; \ {x}, berdasarkan kasus di atas maka |N(s) n {v, v;e}] # 1.

b. Misalkan s€B;. Karena v, vy €V(H)—B;\{x} dengan i#j, maka
INGS) N {vir, vl =0 = 1.

¢. Misalkan s € Dy, maka terdapat k € {1,2,3,...,y(Go)} sehingga s = v, o. Terdapat dua
kemungkinan yaitu p,#i atau p, =i. Untuk p, #i diperoleh bahwa
|N(”pko) N {v;, va}l = (0 # 1 sebab Vi Vi € V(H;) = B; \ {x}, sedangkan untuk
py = i diperolehbahwa  |N(vp,0) N (v v}l =2 # 1.

Misalkan x € Dy. Karena D, adalah himnunan dominasi dari G,, maka Dg\{x} bukan

himpunan dominasi miniraal dari Gy. Ada u € Gy, schingga untuk setiap z € Dy\{x}, z tidak

bertctangga dengan u. Karena u € G,, maka terdapat i € {1,2,3,...,n} schingga u = v,

Dipilih y € V(H;) — B;. Berdasarkan pemilihan u dan y diperoleh bahwa u,y €

V(G © H) — W\{x}. Diambil sebarang s € W\{x}. Terdapat dua kemungkinan, yaitu s €

Do \ {x} ataus € B;.

a. Misalkan s € Dy \ {x}. Berdasarkan pemilihan u dan y diperoleh |[N(s) N {x,y}| =0 #
1.

b. Misalkan s € B;. Berdasarkan pemilihan u diperoleh us € E(G © H), sedangkan ys €
E(G © H) sebab B; merupakan basis dari H,. Olch karena it |[N(s) N {v;, ;)] = 2 #
1.
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Berdasarkan kasus di atas. diperolch bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan.
Oleh karepa itu, W merunakan basis ketetanggaan dengan ketetanggaan lokal dengan

dimy(GOH) = n.dim4(H) + y(G).

Teorema 5.20 Jika G merupakan scbarang graf terhubung dengan ordo n 2 2, maka
dim,(GOkSy) = k.n. dimy(S,,) + k.n—1

Bukti: Misalkan V(G) = (uy,us,....,u,} dan V(S,,) = {v1,v3,..., vy}, dengan deg v, =m —

1. Misalkan S,..,, adalah salinan dari graf S,, hc-il, maka

V(Smy) = {viyli = 1,2, ..,m},dengan i = 1,2,...,n,0 = 1,2, ..., k.

V{6OSm) = V(1) Uity Ufer V(Simy):

E(GOySp) = E(GY UL, Uy E(Simy) Uluvaj | w; € V(D vy € V(Sy,)), dan dimy(Sp) =

m — 2. Dipilih B = {v100, V200, - » V(n-1)00} 480 Siy = {Vis1, Visz, v » Viggm—2) } adalah basis metrik

ketetanggaan graf Sp,,. Maka dipilih W = B UlL,(Ufs, Su Uit {vign-1)}), sehingga W] =

k.n.diry(Sp) +k.n—1.

Kemudian akan ditunjukkan bahwa W pembeda kctetanggaan graf GO, S,,. Diambil sebarang
dua titik berbeda x,y € V(GO,S,,) — W, maka terdapat empat kemungkinan pasangan titik yaitu
() x,y € V(Sm,) = W. (i) x €V()—W dany € V(Sm,) — W, (iii) x € V(Sp,) ~W dan y €
V(Sm"‘) — W, dengan [ # k, dan (iv) x € V(Smy) —W dany € V (Sm,-,,) — W, dengan i # j.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa tiap kemungkinan pasangan titik tersebut mempunyai
pe.mbeda .I(eteianggaan diW.

(i) Untuk x,y € V(Smu) — W, maka x =vy,;, dan y =vyp-y). Dipilih vy € W maka
VitrVitm € E(GO,Sy), karena vy, merupakan titik dominan. Tetapi VyyVj(m-1) €
E(GOkSm) sehingga  |Ng(viy) N {x, ¥}l = |Ne(in) N {Viem, Viem-1y}] = Hvum}l = 1.
Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(i) Untuk x € V(1) =W dan y € V(Sp,) — W, maka x = vy dan y = vy;. Terdapat dua
kemungkinan vang terjadi vaitu s = i atau s # i.

o Unwks =i makax = vsg = Vjge dan y = vy;. Karena G graf terhubung maka terdapat

Voo €W dengan  vigoUsep € (GOLSy),  tetapi  vpgoVyy & E(GOS,) sehingga

[Ng(vego) N {x, ¥}l = ING(Vzoo) N {Vsoo: Uﬂj}l = [{vsgo}| = 1.
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e Untuk s # i, maka x = 599 # Voo dan y = vy;. Dipilih vy € W maka vsp,vs00 €
E(GOSm), tetapi vsoovyy; € E(GO,S,,) schingga [No(vssg) N {x. ¥} = [Ne(vssg) N
{vseor vitj}| = [{vsoo}l = 1.

Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(iii) Untuk x € V(S;n,) — W dan y € V(S,,, ) — W, dengan | # k, maka x = vy dan y = vy;.

ni
Dipilih vy, € W maka vy, vy, € E(GO,.S,,), karenra vy,, merupakan titik dominan, tetapi
VieVinj € E(GOySm) sehingga INg(wye) N {x, ¥} = |Ne(ie) O {Vitms virs}] = H{vum}l =
1. Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(iv) Untuk x € V(S;p,) —W dany € V (Smjk) — W, dengan i # j, maka x = vyy dan y = Vjp.
Dipilih vipo € W maka vioqvyg € E(GOSp), tetapi vigoVjkn € E(GCyS;n) schingga
INs (Vigo) N {x, ¥} = |Ng(@igo) N {vurg. vjrn)] = |{vig}] =1. Dengan demikiaa maka
pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

Sclanjutnya, akan ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan GO, S,,
dengan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x € W. Maka tcrdapat tiga kemungkinan yaitu 1)
Terdapat t € {1,2,...,n — 1} sehingga x = v,qq, 2) Terdapat r € {1,2, ...,k — 1} sehingga x =
Vir(m-1)» dan 3) Terdapat b € {1,2, ..., m — 2} schingga x = vy,;,. Akan ditunjukkan bahwa W —
{x} bukan himpunan pecmbeda ketetanggaan.

3) Misalkan terdapat t € {1,2,...,n — 1} sehingga x = vyg. Dipilih pasangan titik vy;, vy; €
V(GOLSm) — {W = {x}} dengan t # n. Diambil sebarang v, € W — {x}. Terdapat tiga
kemungkinan yaitu: .

(i) Jika terdapat i€ {1,2,..,n—1}, dengan v; - Vigo dan t # i, maka ING(US) n

(vejovnl| =02 1.

(ii) Jika terdapat ! € {1,2, ...,k — 1}, dengan v; = Vy(yn_yy maka |[Ng(vs) N {vyjvny)] =

0=1

(iii) Jika terdapat j € {1,2, ...,m — 2}, dengan v; = vy;, maka |Nc(vs) n [vt,,-, vn,j}l =0=

1.

4) Misalkan terdapat r € {1,2,..,k — 1} schingga x = v;(-1). Dipilih pasangan titik

Virgm-1) Vin(m-1) € V(GO(Sm) — {W — {x}} dengan r # h. Diambil sebarang v, € W —

{x}. Terdapat tiga kemungkinan yaitu:
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(i) Jika terdapat i€ {1,2,..,n—1}, dengan V;=wvy, maka [Ng(v)N
{Viron-1 vum-n} =2 # 1.

(ii) Jika terdapat [ € {1,2, ...,k — 1}, dengan v; = vym-1). dengan ! # r. maka |Ng(v) N
{Viren-1) Vingn-0}| = 0 = 1.

(iii)Jika terdapat j €{12,..,m—2}, denganv; = Vipem-1), maka [Ng(v5) N
{virtm-1y Vingm-n}| =0 # 1.

Misalkan terdapat b € {1,2, ..., m — 2} sehingga x = vy, Dipilih pasangan titik vy, vy, €

V(GO4Sy) — (W — {x}} dengan b # p. Diambil secbarang v, € W - {x}. Terdapat tiga

kemungkinan yaitu:

(i) Jika terdapat i € {1,2, ...,n - 1}, dengan v; = v;go maka |Ng(ve) N {vip, vip}| = 2 # 1.

(ii) Jika terdapat € {1,2,...,k — 1), dengan v; = Vy(m1), maka |Ng(vs) O {vip, vip)| =
0=1.

(iii)Jika terdapat j € {1,2,..,m — 2}, dengan v; = v,. dengan b # j, maka |NG(vs) N
{vip, vup}] = 0 = 1.

Berdasarkan uraian diatas, W — {x} bukan himpunan pembeda ketetanggaan. Oleh karena itu

W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan minimal atau basis dari graf GO,.S,,. Jadi
dim,(GO.S,y,) = |W| = k.n. dim,(Sy,) + k.n— 1.

Teorema 5.21 Jika G merupakan sebarang graf terhubung dengan ordo n = 2, dan B, dengan

ordom = 5a + 1 ataum = 5a + 3, a € N, maka
dim4(GOLPy) = k.n.dimy(Py) + k.n—1

Bukti: Misalkan V(G) = {13, u,, ..., un}, V(Bn) = {v1, v, ..., v }. Misalkan B, adalah salinan

dari gral P, ke-il, maka V(Py,;) = {vy;lj = 1.2,...,m}, dengan i =1.2,..,n,l=12,..,k.
V(GOKPn) = V() Ul Uisy V(Bny),
E(GOPy) = E(G) Uy Uley E(Pnyy) Ufwivi; | g € V(1) vy € V(PByyd}. dan dimy(Py) =

12m+2

2|, Dipilih B = {100, 7200 -+ V(n-1)00} dan
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Sit
{Unz} U {U“(4+5(p an-P EN4+ 5(p - 1) < m} U {Uu(7+5(p_l))1p €N, 7+ 5(p - 1) <m-— 1}
U {viim} untukm=5a+3,a€N
(it} U {Vingassp-12):P €N, 4 +5(p — 1) S m} U {vyrasp-1y:P EN,7+5(p - 1) < m},
untukm=>5a+1,a€N

adalah basis metrik ketetanggaan graf P, ;.

Maka dipilih W = B UL, (Ul Sy UM {vum-n])), sehingga |W| = k.n. dim,(By,) + k.n — 1.
Kemudian akan ditunjukkan bahwa W pzmbeda ketetanggaan graf GO P,,. Diambil sebarang

dua titik berbeda x,y € V(GO P,,) — W, maka terdapat empat kemungkinan pasangan titik yaitu

()x € V() —W dany € V(Bn,) — W, (ii) x,y € V(Pn,) — W, (iii) x € V(Py,) =W dany €

V(Pm,) — W, dengan | # ¢t, atau (iv) x € V(Pn,) —W dan y €V (Pmﬂ) — W, dengan i # j.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa tiap kemungkinan pasangan titik tersebut mempunyai

pembeda ketetanggaan di W.

(i) Untuk x € V(1) =W dan y € V(P,, ) —W. maka X = v5o dan y = vy;. Terdapat dua
kemungkinan yang terjadi yaitu s = i atau s # i.

e Unwuk s =i maka x = V559 = Vjgo. ¥ = Vyy;. Karena G graf terhubung maka terdapat
Voo € W dengan v, bertetangga dengan vgyg, sehingga vsoov00 € E(GOLP,), tetapi
VeooVij € E(GOkP,)  sehingga  INg(veoo) N {x, yY = INg(Veco) N {vso0. vuj}] =
l{vsoo}l = 1.

e Untak s #i maka x = vgog # Vigo, ¥ = Vy;j. Dipilih vy, € W schingga vyvy; €
E(GOyPn), tetapi vynVsoo & E(GOyPn) schingga |Ng(wyn) N {x, ¥} = [Ng(vun) N
{vs00. v}l = lfway}| = 1.

Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(i) Untuk x,v € V(Py,,) —W maka x = vy, dan y = vy,. Dipilih vy, € W maka vyavyg €
E(GOyPp). tetapi  vypvys € E(GOyPy,) schingga [Ng(vyn) N{x, ¥}l = ING(Vuh) n
{v,-, /e v”g}l = |{v,-,g}| = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda
ketetanggaan pada W.

(iii) Untuk x € V(Pmu) —Wdanye V(Pmn) — W, dengan | # t, maka x = vy, dan y = vy,.
Dipilih vy, € W maka vy,vy, € E(GOF,), tetapi vypViq & E(GOP,) schingga
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INg(vn) 0 {x, ¥} = |Na(vm,) N {v,-,,,.v;,q” = |{vup}| =1. Dengan demikian maka

pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(iviUntuk x € V(P ) —W dany €V (P’"n) — W, dengan i # j maka x = vy, dan y = Vjq.
Dipilih vjg0 €W maka vingVup € E(GOPyr), tetapi vigoVjeq & E(GOyPn) sehingga
INg (Vigo) N {x, ¥} = |Ns(Wico) N {Vitp, Vjeg}l = [{vip}] = 1. Dengan demikian maka
pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

Sclanjutnya, akan ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan GOy Py,
dengan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x € W. Maka terdapat tiga kemungkinan yaitu 1)
Terdapat ¢t € {1,2,...,n — 1} sehingga x = vy, 2) Terdapat r € {1,2,..., k — 1} sehingga x =
Vir(m-1)» dan 3) Terdapat x € Sy dengan x = vy,. Akan ditunjukkan bahwa W — {x} bukan
himpunan pembeda ketetanggaan.

1) Misalkan terdapat t € {1,2,...,n — 1} sehingga x = v,oq. Dipilih pasangan titik vy, v €
V(GOP,) — (W — {x}} dengan t # n. Diambil sebarang v; € W — {x}. Terdapat tiga
kemungkinan yaitu:

() Jika terdapat i€ {1,2,..,n—1}, dengan v; = vy dan t# i, maka |Na(vs) n

{(vajvmi} =0 = 1.

(ii) Jika terdapat ! € {1,2, ...,k — 1}, dengan vs = Vy(m-1y maka |Ng(vs) 0 (v, vay}] =

0=1.

(iii) Jika terdapat v, = vy; € Sy, maka ING(vs) n {vtlj, anj}l =01
2) Misalkan terdapat r € {1,2, ..., k — 1} sehingga x = v (;n-1). '

e Untuk m = 5a + 1. Dipilih pasangan titik v;rm, Vipm € V(GOkP,) — W — {x} dengan

r # h. Diambil sebarang v; € W — {x}. Terdapat tiga kemungkinan yaitu:
(i) Jika terdapat i € {1,2,...,n — 1}, dengan v; = vy maka |Ng(vs) N (Vi Vam}l =
2#1.
(ii) Jika terdapat ! € {1.2, ...k — 1}, v; = vy, € Sy, dengan [ #r, maka |Ng(vs) N
Wirm, Vinm}l = 0 = 1.
(iii)Jika terdapat v; = vy; € Sy, maka |Ng (v5) 0 {Virm, Vinm}l = 0 # 1.
e Untuk m = 5a + 3. Dipilih pasangan titik vir(m-2), Vin(m-2) € V(GOxPr) — (W — {x}}

dengan r # h. Diambil sebarang v, € W — {x}. Terdapat tiga kemungkinan yaitu:
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(i) Jika terdapat i€{1,2,..,n—=1}, dengan v, =uv,y, maka |[N;(v)N
{virom-2p Vum-2)}i =2 # 1.
(ii) Jika terdapat l € {1,2,...,k — 1}, v; = vy, € Sy. dengan | #r. maka |Ng(vs)N
{Virom-2), Vingm-}| = 0 # 1.
(iii)Jika terdapat vs = vy; € Sy, maka |Ng(v5) N {Virgn-2), Vingm-2}| = 0 # 1.
3) Misalkan terdapat b € Sy, sehingga x = vy,,. Dipilih pasangan titik vy, vy, € V(GO By) —
W — {x} dengan b # p. Diambil sebarang v; € W\x. Terdapat tiga kemungkinan yaitu:
(i) Jika terdapat i € (1,2, ...,n — 1}, dengan v, = v;go maka |Ng(v;) N (vapvip}| =2 % 1.
(ii) Jika terdapat ! € {1,2, ...,k — 1}, dengan v5 = Vy(p-q), maka |Ng(vs) N {vyp, virp}| =
0+1.
(iii)Jika terdapat j € {1,2,...,m — 2}, dengan 1’ = Vyp, dengan b # j, maka |Ng(vs) N
{vip, vip}l =0 = 1,
Berdasarkan ucaian diatas, W — {x} bukan himpunan pembeda ketetanggaan. Olch karena itu

W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan minimal atau basis dari graf GO, P,. Jadi
dimy (GO Py) = |W| = k.n. dimy(Py,) + k.n — 1.

Teorema 5.22 Misalkan G merupakan sebarang graf terhubung dengan ordo n > 2 dan H
* merupakan graf non trivial. Jika terdapat basis ketetanggaan S untuk H yang juga merupakan
himpunan dominasi, maka
dim,(GOLH) = k.n.dim,(H), dengan k > 2

Bukti: Misalkan V(G) = {u,,uy,..,u,} dan V(H) = {v,,v,,..,v,}. Misalkan H; adalah
salinan dari graf H ke-il, V(Hy) = {vy;lj = 1.2,...,m}, dengan i =1,2,..,n,1=12,..,k.
V(GOH) = V(1) Ujzy Uteq V (Ha),
E(GOkH) = E(G) Ujzy Ufey E(Hu) U{wivy; | wi € V(G), vy € V(Hi))-
Misalkan S; adalah sebarang basis ketetanggaan dari H;,. Dipilih W = UL, UL, S;;. sehingga
[W| = k.n.dim,(H).

Kemudian akan ditunjukkan bahwa W pembeda ketetanggaan graf GO, H. Diambil sebarang

dua titik berbeda x, y € V(GO,H) — W, maka terdapat lima kemungkinan pasangan titik vaitu (i)
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x,yEV()—-W, (i) x€ V(G)—W dan y € V(Hy)-W, (i) x,y e V(Hy) - W, (iv) x €

V(Hy) — W dan y € V(Hy) — W, dengan [ # k. dan (v) x € V(Hy) — W dany € V(Hj) — W,

dengan i # j. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa tiap kemungkinan pasangan titik terscbut

mempunyai pembeda ketetanggaan di W.

{i) Untuk x,y € V(1) — W, maka x = vy dan y = vpqo. Dipilih vgy; € W, maka vgnvso €
E(GOH) tetapi VeniVpoo € E(GOH) sehingga  [Ng(ven) N {x, ¥}l = [Ng(ven) N
{v504: Vpoo}] = I{vs00}! = 1. Dengan demikizn maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda
xetetanggaan pada W.

(ii)) Untuk x e V() —W dan y € V(Hy) — W, maka x = vy dan y = vy,,. Terdapat dua
kemungkinan yang terjadi yaitus = i atau s # {.

e Untuk s =i, maka x = vgyg = Vjg9 dan ¥ = vy,,. Dipilih vy,; € W, maka vy,;v509 €
E(GOLH), tetapi vinjVim € E(GOH) sehingga |Ng(viny) n {x.¥}] = |Ne(vinj) 0
{Vs00 Vim}| = I{vseo}ll = 1.

e Untuk s # i, maka X = V5gq # Vjgo dan ¥ = Viyy,. Dipilih vg,; € W, maka v, ;v50 €
E(GOH), tetapi Vspjvim € E(GOLH) sehingga |Ng(vsns) 0 (2 ¥} = |Ng(venj) N
{vso0: Vum}] = w500}l = 1.

Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(iii)Untuk x,y € V(Hy) —W maka x = vy, dan y = vy,. Dipilih vy, € W, karena vy,
merupakan clemen himpunan dominasi, maka dapat dipastikan bahwa vy, vy, € E(GOLH),
tetapi vy @ E(GO H)  sehingga  |Ng(vin) N {x, ¥} = [Ng i) 0 {vug, virg}| =
|{vug]| = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x, y mempunyai pembeda ketetanggaan
pada W.

(iv)Untuk x € V(Hy) — W dan y € V(H;,) — W. dengan | # k, maka x = vy, dan y = vy,p,.
Dipilih v, € W, karena v;;; merupakan clemen himpunan dominasi, jadi dapat dipastikan
bahwa vyrVym € E(GOKH). tetapi vy Vim € E(GOLH) sehingga |Ng(vuy) n{x.y}| =
|N6(v“f) N {Vilm'vtkm}l = |[{vym}l = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x,y
mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

(v) Untuk x € V(Hy) — W dan y € V(Hj) — W. dengan i # j, maka X = Uy dan ¥ = Vjn.

Dipilih vy, € W. karena vy merupakan elemen himpunan dominasi, jadi dapat dipastikan
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bahwa Vi Vym € E(GOLH), tetapi iy Vjum & E(GOH) sehingga |Ng(vay) n{x.¥)| =

[N (i) N {vitm. tjkm}l = {vum}l = 1. Dengan demikian maka pasangan titik x,y

mempunyai pembeda ketetanggaan pada W.

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan GO, H
dengan kardinalitas minimal. Diambil sebarang x € W. Terdapat j € {1,2, ..., m — 1} schingga
x = vy;. Dipilih pasangan titik vy, vy, € V(GOxH) — W — {x} dengan j # p. Diambi! sebarang
vs € W\x. Terdapat dua kemungkinan yaitu:

(i) Jika terdapat r € {1,2, ..., m ~ 1}, dengan vs = vy, dan T # j, maka [N (vs) N {vy;. vy, }| =

2#1.

(ii) Jika terdapat r € {1,2,...,m — 1}, dengan v; = vy ., maka |Ng(vs) N (v, vap}| =0 = 1.

Berdasarkan uraian diatas, W — {x} bukan himpunan pembeda ketetanggaan. Olch karena itu

W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan minimal atau basis dari graf GO, H. Jadi
dim,(GOLH) = |W| = k.n.dim,(H), dengan k = 2.

5.3. DIMENSI METRIK KETETANGGAAN LOKAL

Lemma 5.23 Misalkan graf G adalah graf lintasan dan graf siklus berordo n, S € V(G) dengan
S= {vn‘. | i =1,2,..,kdengann; < ny4,}. Jikaterdapat v, , v, € S sehingga l(vy, — Vi) >
4 maka S bukan inerupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Bukti. Misalkan S € V(G) dengan 5 = {v,, | i = 1,2, ..., k dengan n; < n;,,}. Misalkan terdapat
Vnp» Vn,,, €S sehingga [(vy, — vy,,,) > 4. Berdasarkan himpunan titik pada graf G diperoleh
himpunan titik v, ),; € V(P,) —Sdenganj € {1,2,...,t},t = 5. Terdapat dua kasus, yaitu:
Kasus 1. Unwk graf G adalah graf lintasan (5,). Misalkan V(R,) =
fvili=1,2,..,n}dan E(R,) = {vyvy4,li = 1,2,..,n — 1}. Diambil sebarang s €S maka
terdapat 4 kemungkinan yaitu s = v, S =V, ,, S ¥ Uy, alau s # v, . Jika s = v, maka
N(s) = {V(ny+1} untuk n; = 1 atau N(s) = {v(ni)ﬂ,v(,,‘.)_l} untuk n yang lain. Jika s = v,
maka N(s) = {V(n,,)-1} untuk ngyy = n atau N(s) = {vg,, )41, V(n, y-1} untuk n yang lain.
Sedangkan jika s # v, atau s # v, . maka terdapat n, < n; sehingga s = v, , atau terdapat

ng > nj4q sehingga s = v, . Diambil sebarang titik yang bertetangga x,y € V(P,) — S, maka
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terdapat X = V()42 dan Y =vpyes  dengan Uiz Uinyes € N(S). Diperoleh,
[{vnps2: Vmpss} NN () =02 1

Kasus 2. Untuk graf G adalah grar siklus (C,). Misalkan V(C,) = {y;|li =0,1,2,..,n} dan
E(Cp) = {vivinnli=1,2,...,n =1} 0 {v,v,}. Diambil sebarang s €S maka terdapat 4
kemungkinan yaitu §=v,, S =vp,,, S # Uy, 8tau s # v, . Jika s =v, maka N(s) =
{Vtn+1 Vn} untuk n; = 1 atau N(s) = {v(n) 41, V(ny-1} untuk 7 yang Icin. Jika s = v, maka
N(s) = {v(n;)-1, 1} untuk n;,, = n atau N(s) = [v(n‘)ﬂ,v(n‘.)_ 1} untuk 7 yang lain. Jika s #
Un,» atau s # v, . maka terdapat n, < n; sehingga s = v, , atau terdapat ng > nyyy sehingga
$ = vp,. Diambil sebarang titik yang bertetangga x,y € V(Cn) — S, maka terdapat x = v, 542
dan y = v(n,)+3 dengan Vin) 42, Viny+3 € N{s). Dipelfoleh, |[V(n.~)+z- V(n,-)+3] n N(s)| =0%1.

Berdasarkan uraian di atas, S bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokalm

n

Teorema 524 dim,,(F,) = [—;—I]l, untuk n 2 2.

Bukti. Misalkan (B,) = {wli = 1,2, ...,n}, E(B) = {v;vi,q1li = 1,2, ...,n — 1}. Terdapat lima
kemungkinan nilai n yang terjadi, yaitu n=2, n=4m-1,n=4m, n=4m+1, atau n =
4m + 2 denganm € N.

Kasus 1. Untuk n = 2. Dipilih W = {v,} sehingga tidak terdapat dua titik bertetangga x,y €

V(P,) — W.Maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf P, dengan |[W| =

2-1

5 =1

Kasus 2. Untuk n = 4m + 2 dengan m € N. Dipilih W = {v;,4q-1y : k < [=7]. k €N} U
{v,}. Diambil sebarang v; € W pada graf lintasan maka v; = V3pa(k-1) kK < [n—:l ,k € N atau

v; = v,. Sehingga dipcrolch

{vn-1} ,untuk v; = v,
[V3+4(k-1)—1-V3+4(k-1)+1} suntuk v; = v3440-1)

N = {
Diambi! sebarang x,y € V(P,) — W dan xy € E(B,) maka terdapat dua kemungkinan vaitu

n-1
X = V344(k-1)-2+Y = Va4a(k-1)-1 93N X = V34(k-1)+1- Y = V3sak-1)-2 dengan k < [T]k €
N. Oleh karena itu,

I{v3+4(k-1)—z'V3+4(k-l)—l}nN(v3+4(k~l))| = I{V3+4(k—1)—1]| = 1 atau
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I{V3+4(k—1)+1:V3+4(k-1)+2 }nN(V3+4(k—1))| = I{V3+4(k-1)+1}| =1

Berdasarkan uraian di atas, W merupakan himpuran pembeda ketetanggaan lokal graf B, dengan
-1

W= [

Kasus 3. Untuk n=4m—1,n=4m,ataun=4m+1 dengan m € N. Misalkan W =

{v3+4(k_1) k< ["T-]],k € N}. Diambil scbarang v; € W pada graf lintasan maka terdapat i =

3,7,...3+4(k—-1),..,3+4 (Ian] - 1) dengan k < ln—-l-] ,k € N. Sehingga diperoleh

New) { {vn-1} ,untuk v; = v,

V) = 1 =

t {V3+4(k—1)-1.V3+4(k-1)+1} JUNLUK U = U344(p-1)

Diambil sebarang x,y € V(P,) — W dan xy € E{P,) maka terdapat dua kemungkinan yaitu
X = V3pak-1)-2> Y = Vasa-1-1 980 X = V3iae-1)41. Y = Vagak-1)+2 dengan k=

12,.., i-’%l . Oleh karena itu:

|{V3+atk-1)-2: V34+a-1)-1} N W3 ate-1))| = [{V3+a06-1)-1}| = 1 atau

[{Vasak-1)41 Varagk-1)+2 JOIN@300e-1))| = |{V34ae-1)21}] = 1.

Berdasarkan uraian di atas, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf P, dengan

=[]

Selanjutnya, diambil scbarang W' € V(F,) dengan |W'| < |W|. Maka terdapat tiga kasus yaitu

(i) Untuk n <5, maka |W'| < |[W| = ["T-l] = 1 schingga diperoleh |W'| =0 dan W' = 0.
Berdasarkan definisi 2.5.1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan
lokal. |

(i) Untuk S<n<9, W< |W|=["2]=2 schingga IW’| =1. Misalkan W' = (,}.
Karena |V(P,) — W’| > 4 maka terdapat pasangan titik bertctanga v;, vjyy € V(P,) = W'
dengan d(v;,v;) > 1 atau d(v;, vj4y) > 1 sehingga |{v;, v, } N NWw)| =0+ 1.

(iii) Untuk n> 9, |W]| = n%l] > 2 karena |W'| < |W| sehingga |W’| = 2. Terdapat dua
kemungkinan jarak antara anggota W' vaitu jika untuk setiap v;, v; € W',i < j dengan
d(v;,v;) <4, maka terdapat dua titik bertetangga Up, Upsy € V(P) — W' dengan
d(v,-,vp) > 1 atau d(v,, vp+1) > 1 sehingga ‘{vp,vp, ,} N N(v})l = 0 # 1. Berdasarkan

Definisi 2.5.1 W’ bukan himpunan pembcda ketetanggaan lokal. Selanjutnya, jika tcrdapat
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v, v EW',i <j dengan d(v;,v;) >4, berdasarkan Lemma 523 maka W’ bukan
himpunan pembeda ketctanggaan lokal.

Oleh karena itu. W merupakan basis ketetanggaan lokal. Terbukti bahwa dimy(P,) = [2;—1 ]

Teorema5.25  dimy(Cy) = E} untuk n > 4.
Bukti. Misalkan V(C,) = {v;li = 1,2,...,n}, E(C,) = (viviali = 1,2, ..., n =1} n{v,v, }.
Dipilih W = {v4(k_1)+1 sk = E],k € N}. Diambil scbarang v; € W pada graf siklus maka

terdapat i =1,5,9,...,4(k—1)+1,.., 4(["—:1- -~ 1) + 1dengan k < E],k € N. Schingga

dincroleh

{v,, vn} ,untuk v; = v,
N(v) = {v1,Vp-1} ,untuk v; = v,
Va(k-1)» Va(k-1)2 2 » UNEUK V; = Vg q)41

Diambil sebarang x,y € V(C,) — W dan xy € E(C,) maka terdapat tiga kasus, yaitu:

Kasus 1. Untuk graf siklus berordo n = 4m dengan m € N. Maka terdapat tiga kemungkinan
yaitu x = vyx-1)42 dany = 1)z dengank = 1,2, ..., [E],
n
X = Vg(p—1)-1dany = vy-q) dengank = 2,3, ..., H atau
x = v, dany = v,_,. Sehingga dipcrolch
|(Vagk-1y+2- Vagk=1)+33NON@)] = [{Va(e-1)42}] = L untuk ke = 1,
|{vn, -1y }NN(@)| = Hva}l = 1 untuki = 1,
|{v4(k_1)_1, v4(k_1)}ﬂN(v,-)| = I{V«t(k-l)}l = 1luntuki = 4(k — 1) + 1, atau

I{V4(k—1)+2'V4(k—1)+3}nN(vi)| = |{V4(k-1)+z}| =luntuki=4(k—-1)+1.

Berdasarkan uraian diatas W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan |W| =

n
!
Kasus 2. Untuk graf siklus berordo n = 4m + 1 dan n = 4m + 2 dengan m € N. Maka terdapat

dua kemungkinan yaitu X = Vg(_3)42 dany = vy-qy+3 dengank = 1,2, ..., E] — 1, atau
X = Vg(g-1)-1 dany = vy -y dengan k = 2,3, ..., [%] Olch karena itu:

[(va-1y+2 Vare-1+ 33NN @) = [{vage-1y+2}] = 1 untuk ke = 1,
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| (Vag-1)+2 Zack=1+3}OWN(@)| = [{Dage-1)42}] = 1 untuk i = 4(k - 1) + 1,
[{vack=1)-1. Vae-) NN @D = |{vage-p}| = 1 untuk i = 4m + 1 dank = m + 1, atau
Vatk-1)-1: Vae—y )N (¥3)| = |{vage-1)}| = 1 untuk i = 4(k — 1) + 1. Berdasarkan uraian di
atas W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan |[W| = El

Kasus 3. Untuk graf siklus berordo n = 4m + 3 dengan m € N. Maka terdapat dua

kemungkinan yaitu x = Vg(x—1)4+2 dany = va-1)s+3 dengank = 1,2, ..., E] serta

X = Ug(y—1)-1dany = vy—y) dengan k = 2,3, ..., [%] Oleh karena itu:

I{V4(k-1)+z' V4(k-1)+3}nN(Vi)| = I{V4(k—1)+z}| =luntukk =1,

I{vq(,,_l)_,,v4(,¢_1)}ﬂN(vi)| = |{v4(k_1)}| = 1untuk i = 4(k — 1) + 1, atau

Vak-1)42 Vage-1343}WN @)| = |{Vax-1)42}] = 1 untuk i = 4(k — 1) + 1. Berdasarkan

uraian di atas W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan |W| = [%l

Selanjutnya, diambil sebarang W’ € VV(C,,) dengan |W'| <. |W|. Terdapat tiga kasus yaitu:

(i) Untuk n=4, |W|I<|W|= E] =1 sehingga diperoleh |W'|=0 dan W' =0.
Berdasarkan definisi 2.5 1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan
lokal.

(i) Untuk 4 <n <8, |W'|<|W; - Irgll = 2 schingga diperoleh |W'| = 1. Misalkan W' =
{v;). Karena |V(C,) —W’| =4 maka terdapat pasangan titik bertetangga v;, v, €
V(C,) — W' dengan d(v;,v;) > 1 atau d(v;,vj4,) > 1 sehingga [{v} vjs1} N N(wy)| =
0=+1

(iii) Untuk n > 8. Terdapat v;,v; € W' dengani < j, I(v; — v;) > 4. Berdasarkan Lema 4.3.1
W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Berdasarkan kasus (i), (ii) dan (iii) diperoleh bahwa W' c V(C,) dengan |W'| < |W| bukan

mcrupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf C,,. Oleh karena itu, W merupakan basis

metrik ketetanggaan lokal graf C,,. Terbukti bahwa dim,,;(C,) = E] =

Teorema 5.26 dim,;(H) = n — 1 jika dan hanya jika H = K, untuk n = 2.
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Bukti. (<=) Misalkan V(K,) = {v, vz, ... L E(Ky) = {viyli=1,2,..,n, j=1,2,...n, [ #
j} dengan n > 2 dan W = {v,,v,,...,v,_,} schingga |W| =n—1. Karena tidak terdapat
pasangan titik yang bertetangga x,y € V(K,) —W, maka W adalah himpunan pembeda
ketetanggaan lokal.

Selanjutnya, diambil scbarang W' € V(K,,) dengan |W’| < |W|. Terdapat tiga kasus yaitu:

(i) Untuk n=2, |W|<|W|=n—-1=1 schingga diperoleh |W'|=0 dan W' = 0.
Berdasarkan definisi 4.3.1 maka W’ bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan
lokal

(i) Untuk n =3,|W'| < |W|=n—1 =2 schingga diperolch |U| = 1. Tanpa mengurangi
keumuman bukti misalkan W' = {v,]}. Karena pasangan titik berteiangga v,,v; € V(K,,) —
W' dan |[{vy,v3}J NNl =2 # 1, maka W' bukan mcrupakan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal.

(iii) Untuk n > 3, untuk setiap v; € W maka untuk setiap pasangan titik bertetangga v, v, €
V(Kp) — W', v,,v, € N(v;) schingga |{v,,v,} n N(v;)| = 2 # 1. Berdasarkan Definisi
2.5.1 maka W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu W merupakan basis ketetanggaan lokal. Terbukti bahwa dim,,;(K,) =n—1.

Dengan dcmikian jika H = K, maka dim,,(H) = n—1.

(=) Misalkan dim,,(H) = n — 1, andaikan H % K,,, maka terdapat x,y € V(H) dengan xy ¢

E(H). Dipilih W = V(H) — {x,y}. Karena V(H) — W = {x,y} dengan xy € E(H) maka tidak

terdapat pasangan titik yang bertetangga di V(H) — W. Rerdasarkan Definisi 2.5.1 W adalah

himpunan pembeda ketetanggaan lokal, diperoleh |W|=n — 2. Hal ini kontradiksi dengan
dimy,(H)=n—-1.

Teorema 5.27  dim,,(S,) = 1, untuk n > 2.
Bukti. Misalkan V(S,) = {vli = 0,1, 2, ..., n}, deg(vy) = n,dan E(S,) =
{vovi | i = 1,2,...,n}. Dipilih W = {v,}. Diambil scbarang titik yang bertetangga x, y €
V(Sn) — W.maka x = vy dany = v, dengan p = 3,4, ..., n. Karena vy € N(v;) dan v, €
N(v,) schingga |{vo, v, JNN(v,)| = I{vy}| = 1. maka W merupakan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal. Karena |W| = 1 makadim,,;(S,)=1m
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Teorema 5.28 Misalkan G adalah graf terhubung berordo n = 2 dan y(G) merupakan bilangan
dominasi pada graf G. Jikam = 3, maka
dimy (GoKp) = IV(G)| (dima(Kyi) — 1) +y(6)

Bukti. ‘Misalkan D = {v, |k = 1,2, ...,y(G)} merupakan himpunan

dominasi dari graf G. Berdasarkan penamaan titik-titik hasil kali comb, D, = {v, |k =

1,2,..,¥v(G)} € B.  Sclanjutnya, berdasarkan Teorema 524, himpunan W;=

{vylj=12..,m—-1}, i=12 .,n merupakan lLasis metrik ketetanggaan lokal graf

Ky Misalkan W = D, UL, (W; — {va D).

Diambil sebarang dua titik bertetangga x,y € V(GoK,,,) — W. Terdapat dua kemungkinan
pasangan titik bertutangga tersebut, yaitu x = vp, dan y = v, dengan p,q € {n,,nz. ...,ny(c)}
atau x = vy, dan y = v,,, dengan p & {n,, ny, ... Ny }-

(i) Jikax = v, dany = vy, denganp,q € {ny, n,, ..., 0y ). Dipilih W = {vp,}. Karena vy €
N(vp) dan vg, € N(vp,) maka |N(vp2) N{vp1,ves )| = [{vpn}] = 1.

(i) Jika x = vy, dan y = v,,,, dengan p & [nl,nz, ...,ny(c)}. Karena D, merupakan himpunan
dominasi dari induk, maka terdapat v, ; € D, sehingga d(vy,;,vp;) = 1. Sehingga v, €
N(Vp,1) dan vy, € N(vp,y) maka [N(vn,1) 0 {vpn v}l = v} = 1

Berdasarkan uraian diatas maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf GoK,,,.

Sclanjutnya, ditunjukkan bahwa W mcrupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf GoK,,

yang mempunvai kardinalitas minimal. Diambil sebarang W' € V(GoK,,), |W’'| < |W|. Misalkan

W' = D'UW?", terdapat dua kemungkinan yaitu D' € B,|D'| < y(G) dan |[W*| = UL, (W, -

{viiDlatau D' € B,|D'| =y(G) dan W* € UL, H,;,IW"| < UL, (W; — {vi, DI

(i) Misalkan W' =D'UW" dengan D' € B,|D'| < y(G) dan |W’*|=|U,(W; - {v; DI

Karena D' bukan merupakan himpunan dominasi minimal terdapat titik Upy € B maka
d(Vng1:Vp1) > 1,0p,1 € D’ dengan k <y(G),k €N. Terdapat dua titik bertetangga
Up1. Vg € V(GoKp) — W', h € {2,3,...,m}. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinan w €
W' vaituuntuk w € D' atauw € W*.

a.  Unwk w € D'. maka terdapat w = vy, dengan k < y(G),k € N. Karena vy, vy, €

N(vne1)- Sehingga [{vp0, vpn} N N (Vg )| =0 % 1.
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Untuk € W*, maka terdapat w = v;, dengan t € {2,3,...,m} dan t # h maka terdapat
dua kemungkinan yaitu jika vy, vps € N(V; ) dengan i # p dan jika vy, vpp €
W(vi ) dengan i =p . Jika v, vpn & N(v; ) dengan i # p maka |{vp1,vpe} 0
N(vi)| = 0 # 1. Sedangkan, jika vy, Vpy € N(v; ) dengan i = p maka |{vpy, vpn} N
N =2=%1

Misalkan W'=D'UW" dengan D' CB,|D'|=y(G) dan W*CS UL, H;, |IW’'|<
UL, (W; = {viiD]. Maka terdapat H; sehingga maksimal {W; — {v;;}| — 1 titik yang

menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan H, sehingga maksimal

W,

— {v11}] =1 yang menjadi anggota W'. Akibatnya, terdapat dua titik bertetangga

V32, V13 € V(GoK,,) ~ W'. Selanjutnya, terdapat dua kemungkinan w € W' yaituuntuk w €

D' atauw € W".

a.

Untuk w € D', maka terdapat w=vy, 1,k =1,2,..,y(G). Karena vy,,v;3 &
N(Vp,,) untuk ny =1 schingga |{vyz,v33} N N(vp,q)| =0 # latau vy,,vy3 €
N(vp,: ) untuk n, = 1 sehingga |{v,3, v;3} N N(w)| = 2 # 1.

Untuk w e W~, maka‘ terdapat w = v,, dengan t # 2 dan t # 3. Karena v,5,v,3 €
N(vg ) untuk z # 1 sehingga |{v,5,v;3} N N(v,,)| = 0 # 1atau vy5,v,3 € N(v;, )
untuk z = 1 sehingga |{vy2, vi3} NN )l =2 # 1.

Berdasarkan uraian d1 atas, diperoleh bahwa jika terdapat v, € W; — {v;,} atau terdapat v, ; €

D, yang tidak menjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis ketetanggaan lokal. Oleh

karena itu, W merupakan basis ketetanggaan lokal. Jadi, dim,;(GoK,,) = |[V(G)| (dimA,,(Km) -
1) +y(G)m

Teorema 5.29 Misalkan G graf terhubung berordo n = 2 dan graf S,,, berordo m > 2, maka

dimy (GoSy) = [V(G)]

dengan titik cangkok o bukan merupakan titik dominan pada graf S,,,.

Bukti. Misalkan W € V((GoS,;,) merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Dipilih W =

B = {v;,li = 1,2,..,n}. Diambil sebarang titik yang bertetangga x,y € V(GoS,,) — W, maka

x = vjp dan y = v;; denganj = 2,3, ...,m. Karena v;o € N(v;;) dan v;; € N(v;;) sehingga
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|{vie, vi;} N N(vi1)| = Hvio}l = 1. Berdasarkan uraian di atas W merupakan himpunan pembeda

ketetanggaan lokal.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggan lokal. Diambil sebarang W'

V(GoS,), IW'| < |W|, schingga |W’| < n — 1. Terdapat tiga kemungkinan yairu untuk W' <

BW' c UL, H,atauW' S SUT,SSBdanC€ U, H; .

(1) Untuk W’ € B. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan v;, € W'. Terdapat dua titik
bertetangga vy, v19 € V(G0S,,) — W', Diambil sebarang a € W' maka d(a,v,;) > 1 dan
d(a,v,o) > 1. Akibatnya, |{vy5, 0} "N(a)| =0 # 1.

(i) Untuk W' < UL, H;. Tanpa mengurangi kcumuman bukti, misalkan v,, € W', p €
{0} U{2,3,...,n} . Terdapat dua titik bertetangga 1, vyo € V(G0S,,) — W'. Diambil
sebarang a € W' maka d(a, v,;) > 1 dan d(a,v,,) > 1. Akibatnya, |{v,2,v,0} N N(a)| =
01

(iii) Untuk W' € SUT,S € BdanT € U}, H;. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan
vy € Widan vy, € W', p € {0}U(2,3,..,n}. Akibatnya, terdapat dua titik bertetangga
V2. V1o € V(GoS,,,) — W' Diambil sebarang a € S atau b € S maka d(a,vy;) > 1,
d(a,vyp) > 1,d(b,vy,) > 1, dan d(b,vy0) > 1 . Akibatnya, |{v,,, v,0} NN(@)| =0 =1
atau |{v,,, V10} NN(B)| =0 %= 1.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa jika terdapat vy € W,i = 1,2,..,n yang tidak

menjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis ketctanggaan lokal. Oleh karena itu, W

merupakan basis ketetanggaan lokal dengan dim, (GoS,,) = [V(G)| =

Teorema 5.30 Misalkan G merupakan graf siklus, graf bintang, graf lengkap, atau graf lintasan

berordo n > 2 dan m = 4, maka

IV(6)I(dimg (Cn) = 1) + V(G), untuk m = 4k atau m = 4k + 3

dimg(GoCyp) =
imy1(GoCrm) { [V(G)I(dima (Cn) — 1) + y(G), untuk m yang lain

dengan k € N dan y(G) merupakan bilangan dominasi pada graf G.
Bukti. "Misalkan G merupakan graf C,, graf §,,, graf K,,. dan graf P, berordo n > 2 danD =

{vn, Ik = 1,2, ...,y(G)} merupakan himpunan dominasi dari grat’' G. Berdasarkan penamaan titik

hasil kali comb, Dy = {v,, |k = 1,2,...,y(G)} € B. Sclanjutnya. berdasarkan Teorema 5.25,
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himpunan W;= {m(k_.l)ﬂ tk < [;I,k € N}. i=1,2,..,n merupakan basis metrik

ketetanggaan lokal graf C,,;). Dipilih W € V{GoC,,). terdapat dua kasus yaitu:

Kasus 1. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Dipilih W = U}, W;. Diambil sebarang titik yang

bertetangga x,y € V(GoC(,;,) — W, akibatnya x,y € Cpp(y —W;. Karena B S W maka

berdasarkan Teorema 5.25.3, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokai. Karena W;

merupakan basis ketetanggaan lokal dari C,,, maka W merupakan basis ketetanggaan lokal dari

graf GoGC,,.

Kasus 2. Untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Misalkan W = D; UL {v4(c-1)} dengan k =

23,..,[%]. Diambil sebarang dua titik bedtetangga x,y € V(GoC,,) — W. Terdapat dua

kemungkinan pasangan titik bertetangga tersebut, yaitu x,y € B — D, ataux E B— D, dany €

Cnci) — {Vise-n}

(i) Jika x =v,, dan y =vy dengan p.q € {n,,n,, ..., 0y ). Dipilih v;; € D; dengan
d{vi1, Vp1) = 1 dan d(v;y, vyy) > 1 atau d(viy,vg,) = 1 dan d(vy5,v,) > 1. Diperoleh
IN@i) N {rp1,vg1)] = [{mpa}] = 1 atan [N (i) 0 {wp1, 041} = [{vaa)] = 1

(ii) Jika x = v,; dan y = v, dengan p ¢ {nl,nz, ...,ny(c)]. Karcna D, merupakan himpunan
dominasi dari induk, maka terdapat v, ; € D, schingga d(vp,1,Vp,) = 1. Karena vy, €
N (Vp,1) dan vy, € N(Vp, ;) maka [N(vn,1) 0 {vp1, v} = [{va}] = 1.

Berdasarkan uraian diatas maka W mcrupakan himpunan pembeda kctetanggaan lokal graf GoC,,,.

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf GoC,,

yang mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang'W' € V(GoC,,), IW'| < |W]. Terdapat

dua kasus yaitu

Kasus 1. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Misalkan W' € U, H;, IW'| <UL, W;|. Tanpa

mengurangi keunuman bukti, misalkan v,, € W', maka terdapat vy, v,, € W' dengans < ¢,

I(vys — vy,) > 4. Berdasarkan Lemma 5.23 W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Kasus 2. Untuk m =4k +1 atau m = 4k + 2. Misalkan W’ =D'UW", terdapat dua
kemungkinan yaitu D' € B, |D’| < y(G) dan |W*| = UL {vis-n)}| atau D' € B,|D’| = y(G)

dan W* c UL, H;, IW*| < IU?=1[VI4(R—1)}I dengan k = 2,3, ..., [%]
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(i) Misalkan W' = D'UW"* dengan D’ € B,|D’| < y(G) dan |W"'| = |U?=1{vi4(k~1]}|. Karena
D’ bukan merunakan himpunan dominasi mirimal terdapat titik vy, € B maka
d(Vng1:Vp1) > 1. Vny1 € D' dengan k <y(G),k €N. Terdapat dua titik bertctangga
Vps: Vpe € V(GoKp) —W',s,t € {2,3,..,m},s # ¢. Selanjutnya, terdapat  dua
kemungkinan w € W' yaituuntuk w € D' atauw € W".

a. Untuk w € D', maka terdapat w = v, , dengan k < ¥(G), k € N. Karena vy, vp, €
N(vn,1)- Sehingga |{vps, vpe} A N(wp )l =2 # 1.

b. Untuk w € W*, maka terdapat w = vy, dengan h € {2,3,...,m}, h # s, dan h # t.
Karena vy, vy & N(vy,) dengan i # p atau = p . Maka "vpl, vph} n N(v,-h)| =0=#
1.

Misalkan W'=D'UW* dengan D'c€ B,|D'|=y(G) dan W' c UL, H;, IW'| <

|UL i{vis-1}|- Maka terdapat H; schingga maksimal |vi4q—1y} — 1 titik yang menjadi anggota

W'dengank = 2,3,..., Ir?] Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan H, sehingga maksimal

lvu(k_l)l —1 yang menjadi anggota W'. Akibatnya, terdapat vy, v, € W’ dengans < ¢,

I(vys — vy,) > 4. Berdasarkan Lemma 5.23 W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa jika terdapat v;, € W; — {v;,} atau terdapat v,,; €

D, yang tidak menjadi anggota W, maka W bukan merupakan basis ketetanggaan lokal. Oleh

karena itu, W bukan merupakan basis kctctanggaan lokal dengan dim,,(GoC,,) =

{-!V(G)I(dimA,,(Cm) —1) 4+ V{G),untuk m = 4k ataum = 4% + 3
IV(G)l(dimA,l(C,,,) - 1) + y(G), untuk m yang lain

Teorema 5.31 Misatkan G graf terhubung berordo n = 2 dan graf K,,, berordo m = 3. Jika y(G)
merupakan bilangan dominasi pada graf G, maka
dimy, (GoKy,) = [V(G)(dimy, (Kym) — 1) + y(G)

Bukti. Misalkan S = {vn,, Vn,, ... Uy e JE V (G) merupakan sebarang himpunan dominasi dari
graf G, selanjutnya berdasarkan penamaan titik pada graf hasil operasi kali comb himpunan S dapat

ditulis sebagai S° = {vp,1,Up 1 Vs, o1} Berdasarkan Teorema 4.1.5, himpunan B; =

{vi1, Vizs -1 Vign—1)} dengan i = 1,2, ..., n mcrupakan basis kctctanggaan lokal graf K. Dipilih
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W =S5"UL,(B; — {v;1}). Diambil scbarang titik yang bertctangga x,y € V(GoKp) — W,

terdapat dua kasus yaitu x,y € / = S" ataux €/ — S" dany € (B; — {v1}).

(i) Jikax,y €l —S*,x = v, dany = vy, dengan r, k # n;,i = 1,2, ...,y(G). Dipilih v, € W.
Karena d(vyq, Vyp) = 1 atau d(vyy, vyp) > 1 maka IN(V2) N {vp, v H = {va l = 1.

(ii) Jika x € I = S* dan y € (B, — {v;1}). sehingga x = v,,; dan y = vy, dengan r # n;,i =
1,2, ...,¥(G). Karena S* merupakan himpunan dominasi dari induk, maka terdapat v, € 5™
Karena d(vyq, Vy,g) = 1 dan d(vyp, vy,1) > 1 maka [N(vn,1) 0 (0p1, vemd| = {vndl = 1.

Oleh karena itu W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Selanjutnya ditunjukkan

bahwa W merupakan basis kctetanggaarn lokal. Diambil sebarang W' € V(GoKy,), IW'| < |W|.

Teidapat dua kemungkinan yaitu W' =/1"Uj, H' dengan I' € I, |I']| <y(G), dan |H'| =

IB; — {vi1}i atau W’ = I' U, H' dengan |I'] = y(G), H' € UL, K}, dan |H'| < |B; — {v }I.

a. Untuk W' =T1"UL,H dengan!’ S I,|l'| < y(G),dan |H'| = |B; — {v;;}|. Karena I’ bukan
merupakan himpunan dominasi minimal, maka terdapat titik v, € I —I' sehingga
d(vp, vnk1) > 1,vy,; € I'. Terdapat pasangan titik bertetangga vy, vy, € V(GOKyp) — W'
dengan h # 1. Diambil sebarang x € W', maka terdapat dua kemungkinan yaitu x =
Ung1 Ung1 € 1" atau = vy, h # Lvy € H'.

i. Jika x = v, maka vy, v, € N(x). Olek karena itu |{v, ), v} N N(x)| # 1.
ii. Jika x = vy, h # 1 maka tcrdapat dua kemungkinan yaitu v, vy & N(x) untuk i # r
atau vyq, v € N(x) untuk i = r. Akibatnya |{v,,,v,,} N N(x)] # 1. Oleh karena itu
/' bukan himpunan pembeda keictanggaan lokal.

b. Sclanjutnyauntuk W' = I' UL, H',dengan I’ € I, |I'| = y(G), |H'| < |B; — fvy}|,dan H' €
UL, K&. Terdapat KY, schingga maksimal terdapat (|B; — {v;;}] — 1) titik yang menjadi
anggota W’. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan i = 1 sehingga maksimal terdapat
(1By — {vy; ]l — 1) titik yang menjadi anggota W’. Akibatnya terdapat pasangan titik
bertetangga V33,743 € V(GoK,,) — W'. Diambil scbarang x € W’, maka terdapat dua
kemungkinan yaitu X = vy, 1, U,y € I' atau x = vy, t = (4,5, ...,m), v, € H'.

i. Jikax = v, maka vy,, v13 € N(x). Akibatnya {{v2, v;3} N N(xX)] # 1.
ii.  Sedangkan jika x = v;, maka v,,, ;3 € N(x). Akibatnya |[{v,;, v;3} N N(x)| # 1.

Oleh karena itu W’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.
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Berdasarkan uraian di atas W’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu W
merupakan basis ketetanggaan lokal dari graf GoK,. Jadi dimy(GoKy)=|W|=
V(&) I(dimy(Ky,) — 1) +y(G).m

Akibat 5.32 Misalkan G graf terhubuny berordo n > 2 dan graf K,,, berordko m = 3. Jikak = 1
maka
dim, (Go* K,y) = [V(Go* 1K) |(dimy (Km) — 1) + y(Go* 1K)
Bukti. Misalkan ¢’ = 50*"1K,,, akibainya Go*K, = G'0K,,. Bedasarkan Teor.ma 5.24.1,

diperolch dim,, (Go*Ky) = |V (Go* K ) I(dimy (K — 1) + y(Go*~1K,,).

Teorema 5.33 Misalkan G adalan graf terhubung berorodo n = 2 dan H adalah graf K,,, berordo
m 2 3 Jika y(G) merupakan bilangan dominasi dari graf G dan k > 1 maka
dimg, (GogKy) = k|V(G)|(dimy, (Km) — 1) + v(G)

Bukti. Misalkan S = {v,,, Un,, ., Oy y(G)} C V(G) merupakan himpunar dominasi minimal dari

graf G, selanjutnya berdasarkan penamaan titik pada graf hasil operasi kali k-combt himpunan §

dapat ditulis scbagai §* = {vn,Ul'vnzol'---'Vn,,(g)OI}- Berdasarkan Teorema 4.1.5, himpunan

Bit = {Vio1) Viezs s Vieem-1)} dengan i =1,2,..,n dan t=12,..,k merupakan basis

ketetanggaan lokal graf Ki. Dipilih W = §° U™, (B;: — {vjp:}). Diamhil <ebarang titik yang

bertetangga x,y € V(GogK,,) — W, terdapat dua kasus yaitu x,y € | — S* atau x € | — S* dan

Y € (Bie — {vin -

i. Jikax,y €1—S5°, x =vp9, dan y = vy, dengan r, k # n;,i = 1,2,...,¥(G). Dipilih v, €
W dengan t = 1,2, ..., k. Karcna d(V,g1, Vpez) = 1 atau d(vggq, Vre2) > 1 maka [N(vpp) N
{vro1 Vo1l = {vroa}l = 1.

ii. Jikax €/—S5" dany € (B;; — {vio1}). sehingga x = v,4, dan y = vy, dengan r # n;,i =
1,2,..,y(G)dant = 1,2, ..., k. Karcna §* mcrupakan himpunan dominasi minimal dari induk,
maka terdapat vn,0, €S°. Karena d(vyo1.Vno1) =1 dan d(Vyem, Vngo1) > 1 maka
|N(Vnk01) n {vrl)l'vrtm}l = {v,o}l = 1.

Berdasarkan uraian diatas W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa W mecrupakan basis ketetanggaan lokal minimal. Diambil

sebarang W’ € V(GoiK,,), [W'| < |W|. Terdapat dua kemungkinan yaitu W' =I'Ul, H'
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dengan I’ € I, |I'| < y(G), dan |H'| = |By — {vig1}| atau W' =T’ U, H' dengan |I'] = y(G),

H' € U K&, dan |H'| < |Bie — (vip1}I-

a. Untuk W' =1"U H' dengan I' €I, |I'| < ¥(G), dan |H'| = |B; — {vioy}|. Karena I’
bukan merupakan himpunan dominasi minimal, maka terdapat titik v,y € I — I' sehingga
d(v,.m, ”nkm) >1,Up,01 €. Terdapat pasangan titik bertetangga  Vygq, Vpen €
V(GoyKy,) — W' dengan h # 1. Diambil sebarang x € W', maka terdapat dua kemungkinan
yaitu X = Vp, 01, Unger € I atau x = vyep, h = 2,3 ..., m. Jika x = vy, 09 maka Vypgy, Vpen €
N(x). Sedangkan jika x = vy, it # 1 maka terdapat dua kemungkinan yaitu v,gy, Veep €
N(x) untuk i # r atau Vyqq, Ve € N(x) untuk i = r. Akibatnya |{v,qq, Vren} D N(X)| # 1.
Olch karena itu W' bukan himpunan pembeda ketctanggaan lokal.

b. Selanjutnya untuk W’ = I' UL, H', W’ = I' UM, H' dengan |{'| = y(G), H' € U™, K¥, dan
|H'| < |Bit = {vigs}I. Terdapat K sehingga maksimal terdapat |B;; — {vo,}| — 1 titik yang
menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan i = 1dan t = 1 sehingga
maksimal terdapat (|By; — {v191}] — 1) titik yang menjadi anggota W'. Akibatnya terdapat
pasangan titik bertetangga v, V114 € V(G0xKy,) — W' dengan h,q # 1,h # q. Diambil
sebarang x € W', maka terdapat dua kemungkinan yaitu x = vy, 01, Vn,01 € i’ atau x =
Viep, P Lp# hp #q,dan vy, €H'.

i Jika X = vp,q) MaKa Viep, Vieq € N(x). Akibatnya |{vy10, 214} N N(x)| # 1.
ii.  Sedangkanjikax = v;, maka vyyp, V114 € N(x). Akibatnya |{v;5, v114} 0 N(x)| # 1.
Oleh karena itu W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Berdasarkan uraian di atas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu W

merupakan basis ketetanggaan lokal dari graf GoyK,,. Jadi dim,(GoyK,,) = |W|=

klV(G)(dima(Kp) —~1) +y(G) m

Teorema 5.34 Misalkan G graf terhubung berordo n = 2, graf §,, berordo m > 2. Jika titik
cangkok ¢ bukan mcrupakan titik dominasi pada graf S,,, maka
dim, (GoSy,) = [V(G)]
Bukti. Misalkan W =1 = {v;|i = 1,2, ...,n }. Diambil sebarang titik yang bertetangga x,y €

V(GoS,,) —W, akibainya x =v; dan y =v;; denganj=23,..,m. Oleh karena iw
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Hvior vy} N (vi)| = l{vio}] = 1. Berdasarkan uraian diatas W merupakan himpunan pembeda

ketetanggaan lokal.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal.

Diambil sebarang W' € V(GoS,,), IW’| < |[W|. Terdapat tiga kemungkinan yain W' € I, W' €

a.

n,Si,atau W' € BUP, dengan B €I dan P € UL, S},

Untuk W' € I. Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan vy, ¢ W'. Akibatntya terdapat
pasangan titik bertetangga v;., vy € V(GoSp) — W'. Diambil sebaranga vy, € W’ dengan
(vp1,v10) = 1 atau d{vp,,vy;) > 1 sehingga |{v40, v12} N N(vp,)| = 0 # 1. Berdasarkan
Definisi himpunan pembeda ketetanggaan lokal W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan
lokal.

Unwwk W' S UL,S),. Tanpa mengurangi kcumuman bukti, misalkan vy, € W',p # 1.
Akibatnya terdapat pasangan titik bertetangga vyq, v, € V(G0S,,) — W'. Diambil sebarang
Vpqg €W’ dan p,q # 1 dengan (Vpq, v3) > 1 atau d(vp,, v42) > 1 schingga |{v10, 712} N
N (qu)l = 0 # 1. Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan lokal W' bukan
himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Sedangkan untuk W' S BUP, dengan BSI dan P < UYL,S.. Tanpa mengurangi
keumuman bukti, misalkan vy, € W',p € {0,1,...,m}. Akibatnya terdapat pasangan titik
bertetangga vy, vy € V(G0S,,,) — W', dengan x,y € {0,1,...,m}, x # y. Diambil sebarang
Vea EW' .k # 1 dengan (Viq, vix) > 1 atau d(vgeq,vy,) > 1 schingga  |{vyy.vyy}n
N (v,“,)l =0 # 1. Berdasarkan Definisi ‘himpunan pembeda ketetanggaan lokal W' bukan

himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Jadi W merupakan basis

ketetanggaan lokal dan dimy,(GoS,,) = |V(G)| =

Akibat 4.2.5 Misalkan G graf terhubung berordo n = 2, graf S;;, berordo m = 2, dan titik cangkok

o bukan merupakan titik dominasi pada graf S,,,. Jika Jika k = 1 maka
dimAL(GORSm) = IV(GOk-ISm)l

Bukti. Misalkan G' = Go*~1S,,. akibatnva Go*S,, = G'0S,,. Bedasarkan Teorema 5.24.4,
diperoleh dim,;(Go*S,,) = |V(Go*~1S,,)I.
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Teorema 5.35 Misalkan G adalah graf terhubung berordo n = 2 dan H adalah barisan n graf S,
berordo m = 2. Jika titik cangkok o bukan merupakan titik dominan dari graf bintang S,
dan k 2 1 maka

dimy, (GoySm) = IV(G)]

Bukti. Misalkan W =1 = {v;o;|i = 1.2,..., n }. Diamoil sebarang titik yang bertetangga x,y €

V(GoxS,,) — W, akibatnya x = vy, dan y =v;; denganj =2.3,..,m. Olch karcna itu

I{vno, vw} NN}l = [{vieo}l = 1. Berdasarkan uraian diatas W merupakan himpunan

pen.beda kete:anggaan lokal.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggaan lokal. Diambil sebarang W' ©

V(G0rSy), IW'| < |W|. Terdapat tiga kemungkinan yaitu W' €1, W' € U, S¥, atau W' €

B U P, dengan B € I dan P € UJ%, S¥,

a. Untuk W' € I. Tanpa mengurangi keunuman bukti, misalkan v,4, € W’. Akibatntya terdapat
pasangan titik bertetangga vy, Vy¢2 € V(G0 S,,) — W' Diambil scbaranga Vpo1 € w'
dengan (Vpoy. Vye0) > 1 atau d(vpoy, Vyp2) > 1 sehingga |{vye0, 102} O N(vpoy)| = 0 = 1.
Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan lokal W’ bukan Limpunan pembeda
ketetanggaan lokal.

b. Untuk W' < U, S Tanpa mengurangi keumuman bukti, misalkan vy, € W',p # 1.
Akibatnya terdapat pasangan titikk bertetangga v,,9, V112 € V(GOxSy,) — W'. Diambil
sebarang vpeq € W' dan p,q # 1 dengan (Vpeq: v110) > 1 atau d(vpeq, v132) > 1 schingga
|{¥110, Y112} N N(¥peg)| = 0 # 1. Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan
lokal W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

c. Sedangkan untuk W' S BUP, dengan BS! dan P < UJX S Tanpa mengurangi
keumuman bukti, misalkan vy, € W',p € {0,1,...,m}. Akibatnya terdapat pasangan titik
bertetangga vy, Viey € V(G0S,) — W', dengan x, y € {0,1, ..., m}, x # y. Diambil scbarang
Viea E W'k £ 1,d € {0,1,....m} dengan (Vppq, vqx) > 1 atau d(vktd,vuy) > 1 schingga
|{1ex: v1ey} A N(Vkea)| = 0 = 1. Berdasarkan Definisi himpunan pembeda ketetanggaan
lokal W’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu, W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Jadi W merupakan basis

ketetanggaan lokal dari graf G0,S,, dan dim4;(Go,S,,) = |V(G)| m
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Teorema 5.36 Misalkan G merupakan graf C,, graf S,,, graf K,,, atau graf P, berordo n > 2 dan
m 2 4. Jika y(G) merupakan bilangan dominasi pada graf G maka

dim,, (GoC,) = {lV(G)I(dim,,,_(C,.,,) — 1) + V(G),untuk m = 4k ataum = 4k + 3
IV(G)|(dim,, (Cp) — 1) + y(G), untuk m yang lain
dengan k € N.
Bukti. Misalkan G merupakan graf C,, graf S, graf K, atau graf P, berordon > 2. § € V(G)
dan S = {vn,, Un. s Unyy ) merupakan himpunan dominasi minimal dari graf G. selanjutnya
berdasarkan penamaan titik pada graf hasil operasi kali comb hixﬁpunan S pada GoC,, adalah §* =

{tn,1: Vny10 oo Un, etk Berdasarkan Teorema 4.1.3, B; =
{vn:viS:---rvi4(k—1)+1r---.vi[4(l?]_l)+lllksI?’l}. dengan i=1,2,..,n merupakan basis

ketetanggaan lokal graf C!,. Terdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 4k,m = 4k +

1,m =4k + 2, ataum = 4k + 3.

a. Unmk m = 4k atau m = 4k + 3. Dipilih W = U}, B;. Diambil scpasang titik bertetangga
x,y € V(GoC,,) — W, akibatnya x,y € C}, — B;. Karena / € W maka berdasarkan Teorema
4.1.2, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Karena B; merupakan basis
ketetanggaan lokal dari C,,, maka W merupakan basis ketetanggaan lokal dari graf GoC,,.

b. Sedangkan untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Misalkan W = uf’=1[v,-4(k_1)} dengan
k=23,.., EI Diambil sebarang titik yang bertetangga x,y € V(GoC,;) — W. terdapat dua
kasus yaitux,y € | — S ataux € / — S* dany € C, — {vju—py}.

(ii) Unwk x,y €I —S*, x = v, dan y = vy, dengan 7,k # n;,i = 1,2,...,y(G). Dipilih
vy €1 dengan d(vyy,v) =1 atau d(v,ve,) > 1. Oleh karena itu [N(v;) N
Ve vl = vl = 1.

(iii)Untuk x € I — S* dan y € Cf, — {vi4k-1)}, akibatnya x = v, dany = v,, dengan r #
n;, i = 1,2, ...,y(G). Karena §* merupakan himpunan dominasi minimal dari induk, maka
terdapal vy, € S”. Karena d(v,y,vp,,) = 1 dan d(vy,vy,,) > 1 maka [N(vg,,) 0
{er-vrz}l =l{vr}l = 1.

Berdasarkan uraian diatas maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggaan lokal. Diambil sebarang
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W' € V(GoC,,), IW'| < |W|. Terdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 4k,m = 4k +

IL,m=4k + 2,ataum = 4k + 3.

a.

Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Karcna |W'| < |W| dan [W'| < U], B;l, akibatnya
terdapat C{, sehingga maksimal terdapat |B;] — 1 itk yang menjadi anggota W'. Tanpa
mengurangi keumuman bukti, misalkan { = 1 sehingga maksimal terdapat |B,| — 1 titik yang
menjadi anggota W'. Akibatnya vy, vy, € W', r # A, dan I(vy, — vy;) > 4. Beidasarkan
Lemma 5.23.1, W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Scdangkan. untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Terdapat dua kemungkinan yaitu W' =

I'UL, H' dengan ' € 1, |I'| < y(G), dan [H'| = UL {viaw-1}| dengan k =23, ,I%]

atau W' = I' UL, H' dengan |I'| = y(G), H' € UL, CL, dan |H'] < UL {viage-) }I-

i Untuk W' =1'"UlL, H' dengan I' €1, |I'| < y(G), dan |H'| = UL, {Viaqe-1y}| dengan
k=23,.., [1;-] Karena I' bukan merupakan himpunan dominasi minimal, maka terdapat
tittk v, €1- I' sehingga d(v, 1r vnkl) > 1,vy,1 €1'. Terdapat pasangan titik
bertctangga Uyp, Uy € W' dengan p # q. Diambil sebarang x € W', maka terdapat dua
kemungkinan yaitu x = vy, ,,V,,; € I’ atau x = vy, dengan h # 1, v, € H'. Jika x =
Up,1 Maka vy, Urq € N(x). Sedangkan jika x = v,, maka vy, v € N(x). Akibatnya

[{vrp. vrg} NN = 1.

li. Selanjutnya untuk W' =/'"U%L,H' dengan |I'|=y(G), H' € UL, CL. dan |H'| <

UL {viage-n)}| dengan k =23, ,I%I Terdapat Cff, schingga maksimal ierdapat
I[vM(k—l)}I — 1 titik yang menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti,
misalkan { = 1 sehingga maksimal terdapat (|v14_(k_1)| — 1) titik yang menjadi anggota
W'. Akibatnya terdapat pasangan titik bertetangga v,p,v,q € W' dengan p # q dan
l(vu, - vlq) > 4. Berdasarkan Lemma S5.23.1 W' bukan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal.

Berdasarkan uraian diatas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu

w merupakan basis ketetanggaan lokal dan dimy, (GoCp,) =

[IV(G)I(dimA,_(Cm) - 1)+ V(G),untukm = 4k ataum = 4k + 3 -
[V(G)|(dimy,, (Crn) — 1) + y(G), untuk m yang lain
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Teorema 5.37 Misalkan G merupakan graf C,, graf S,,, graf K,,. atau graf P, berordo n = 2 dan
m 2 4. Jika k > 1 maka

dim,, (G0*Cp)

B {IV(GO""Cm)l(dimAL(Cm) — 1) + V(Go*~1C,,), untuk m = 4k ataum = 4k + 3

- [V (Go*1C,)|(dim,, (Cr) — 1) + ¥(Go*¥~1C,,), untuk m yang lain

Bukti. Misalkan G' = Go*~1C,,, akibatnya Go*C,, = G'oC,.. Bedasarkan Teorema 5.24.7,

diperoleh dimy, (Go*Cyp) =

[V(Go*1C)I(dimy (Cm) — 1) + V(Go*~1C,p), untuk m = 4k atau m = 4k + 3
IV(Go* 2C)I(dimy, (Crn) ~— 1) + ¥(G0*~1C,,), untuk m yang lain

Teorema 5.38 Misalkan G merupakan graf £, graf S,,, graf K,,, dan graf B, berordo 7. = 2 dan

m 2 4. Jika y(G) merupakan bilangan dominasi dari graf G dan k > 1 maka

kIV(G)|(dimy, (C) — 1) + V(G),untuk m = 4k ataum = 4k + 3

dim,(GoxCrm) = [ klV(G)I(dimy,(Cy) — 1) + ¥(G), untuk m yang lain

dengan k € N.
Bukti. Misalkan G merupakan graf C,,, graf S,,, graf K,,, dan graf P, berordon > 2. § € V(G) dan
S = {Pny Vg oo "ny(a)} merupakan himpunan dominasi minimal dari graf G, sclanjutnya
berdasarkan penamaan titik pada graf hasil operasi kali comb himpunan S pada Go,C,, adalah

§* = {Vn,01, vn,01, ---'Vn,,(a)m}- Berdasarkan Teorema 413 By =

{v,-m,vus, v Vita(k-1)+1. '"'v"‘[“(l?l“) “]Ik < Fﬂ]’ dengan i = 1,2f v, 1 'meru_pakan basis
ketetanggaan lokal graf Ci. Terdapat empat kemungkinan nilai m yaitu m = 4k, m = 4k +
1,m =4k + 2,ataum = 4k + 3.

a. Untuk m = 4k atau m = 4k + 3. Dipilih W = U7, B;,. Diambil sepasang titik bertetangga
x,y €EV(Go,Cp) —W, akibatnya x,y € Cit —B;,. Karena ! S W maka berdasarkan
Teorema 4.1.2, W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Karena B;, merupakan
basis ketetanggaan lokal dari C,. maka W merupakan basis ketetanggaan lokal dari graf
Go;Cpr-

b. Sedangkan untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Misalkan W = §° U?:l[l‘m»,r-z)} dengan

r=23, ,I?] Diambil sepasang titik bertetangga x,y € V(Go,C,,) — W. terdapat dua
kasus yaitux,y € [ — S ataux € I — S* dany € Cf — {vira(r-1)}-
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(i) Untukx,y € I — §*,x = v, dany = vy, denganr, k # n;, i = 1,2,...,y(G). Dipilih vy, €
I dengan d(vigy, Vrg1) = 1 atau d(Vipy, ko) > 1. Oleh karena it [N(vi01) N {¥r01, Vko1}| =
|{vror}] = 1.

(i) Untuk x € I — S° dan y € C — {Vipak-1y}» akibatnya x = v,; dany = vy, dengan r #
n;,i=12,..,y(G). Karena §° merupakan himpunan dominasi dari induk, maka terdapat
Ungo1 €S°. Karena d(vro,Vngo:) =1 dan d(vppp Vnyo1) > 1 maka IN(wnp01) D
{vro1, Vrtz}l = {vpu = 1.

Berdasarkan uraian diat.s maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa W merupakan basis ketetanggaan lokal minimal. Diambil

sebarang W' € V(GoyCy). |W'| < |W|. Terdapat empat kemungkinan nilai m yaiu m =

4k,m =4k + 1, m = 4k + 2, ataum = 4k + 3.

a. Unwk m = 4k atau m = 4k + 3. Karena |W'| < |W| dan [W’| < U, B, akibatnya
terdapat Cji sehingga maksimal terdapat |By| — 1 titik yang menjadi anggota W’. Tanpa
mengurangi keumuman bukti. misalkan i = 1 dan t = 1 sehingga maksimal terdapat (|By,| —
1) titik yang menjadi anggota W'. Akibatnya vy, vy € W', r # h, dan [(Vy — V1) > 4.
Berdasarkan Lemma 5.23.1, W' bukan merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

b. Sedangkan untuk m = 4k + 1 atau m = 4k + 2. Terdapat dua kemungkinan yaitu W' =
I'UM H denganl’ € i.|I'| < y(G),dan |H'] = |U {viar-1y}| denganr = 2,3, .., F?l aau
W' = I UP%, H' dengan |I'] = y(G), H' € U, C&, dan [H'] < U {viag-n)l-

i Unwkw'=r UPE, H' dengan I' € 1, |I'] < y(G), dan |H'] = [U¥,{via(r-1y}| dengan

r=23,.., [—?] Karena /’ bukan merupakan himpunan dominasi minimal, maka terdapat
titik vpg, € 1 — I’ sehingga d(vhm,vnkm) > 1,vp,01 € 1I'. Terdapat pasangan titik
bertetangga (Vnep, Vneq) € V(GOCy,) — W' dengan p # q. Diambil sebarang x € W',
maka terdapat dua kemungkinan yaitu x = vy g, Vp,,1 € I’ atau x = vy, dengan y #
1,viy, € H'. Jika X = vy, o maka vpep, Vpeq € N(x). Sedangkan jika x = Uy, Maka
Vheps Vheg € N(X). Akibatnya I{Vhtprvhtq} n N(x)l #1

ii.  Selanjutnya untuk W' =1"UL,H dengan |I'| = y(G), H' € U™, CE, dan |H'| <

IU?_.{‘,{UM(,._”H dengan r = 2,3, E] Terdapat CH schingga maksimal terdapat
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|{via--1}| — 1 titik yang menjadi anggota W'. Tanpa mengurangi keumuman bukti,
micalkan { = 1 sehingga maksimal terdapat (|v,4(r_,)| — 1) titik yang menjadi anggota
W'. Akibatnya terdapat pasangan titik bertetangga vyp, V1 € W' dengan p # q dan
l(vm, - v,tq) > 4. Berdasarkan Lemma 5.23.1, W’ bukan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal.

Berdasarkan uraian diatas W' bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu

|74 merupakan basis ketetanggaan lokal dan dimy, (GoyG,.,) =

{le(G)I(dimAL(Cm) — 1)+ V(G3),untukm = 4k antaum = 4k + 3
kv (G)|(dim,,(Cp,) — 1) + y(G), untuk m yang lain

Teorema 5.39 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n 2 2 dan H adalah graf non-
trivial. Jika terdapat basis ketetanggan B dari H dan merupakan himpunan domiaasi, dan jika untuk
sctiap v € V(H) — B yang memenuhi B € Ny (v), maka

dimy,(GOH) = n.dimy(H)

Bukti. Misalkan B; adalah sebarang basis ketetanggaan lokal dari H;.

Pilih W = U}L, B;. Diambil sebarang dua titik yang bertetangga x,y e V(GO H) - W
maka terdapat tiga kasus yaitu (i) x,y € V(H;), (ii ) x,y € V(Gy) dan ( iii ) x € V(Gy),y €
V(H;).

(i) Misalkan x,y € V(H;). Karena B; adalah basis ketetanggaan lokal dari H; maka terdapat
S € B; € W sehingga IN(s) n{x,y}| = 1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda
ketetanggaan lokal di W. 4

(ii) Misalkan x,y € V(G,) maka terdapat i,j € {1,2,3,...,n} dengan i # j sehingga x = v;
dan y = v;. Dipilih s € B;, karena sv; € E(G OH) dan sv; € E(G O H) maka
[N(s) n {v;, v;}| = 1. Oleh karena itu x, y memiliki pembeda ketetanggaan lokal di W.

(iii) Misalkan x € V(Go) dan y € V(H;). Karcna S; € Ny (y), sehingga untuk sctiap
SES;— Ny, (y) maka sx € E(GOH) dan sy € E(G O H). Akibatnya, [N(s)n
{x, ¥}l = 1. Oleh karena itu x, y memiliki pembeda ketetanggaan lokal di W.

Berdasarkan uraian di atas dipcrolch bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal

GOH.
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Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketctanggaan lokal
GOH dengan kardinalitas miniraal. Diambil sebarang x € W, maka terdapat { € {1,2.3, ...,n},
sehingga X € B;. Akan ditunjukkan bahwa W\{x} bukan himpunan pembeda ketetanggaan
lokal. Karena B; adalah basis dari H;, maka B; \ {x} bukan himpunan pembeda dari H;. Akibatnya
terdapat dua titik bertetangga v, v, € V(H;) — B; \ {x} dengan r # t sehingga urituk setiap s €
B\ {x}, IN(s) n {vjy, v;c}| # 1. Diambil sebarang s € W\{x}. Karena v;,., v;, € V(H;) = B; \ {x}
maka v;,, v, € V(GOH ) — W\{x}. Terdapat dua kemungkinan s € B; \ {x} atau s € B; dengan
j#i
(i) Misalkan s € B; \ {x}, berdasarkan uraian sebelumnya |[N(s) N {v;, vy} # 1.
(i) Misalkan s € B; dan v;,, v € V(H;) — B; \ {x} dengan i # j, maka [N(s) N {v;, v}l =

0=+1.

Berdasarkan kasus di atas, diperoleh bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

‘eh karena itu, W merupakan basis ketetanggaan lokal dengan dim (G © H) = n.dim,(R).

Teorcma 5.40 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n = 2 dan H adalah graf non-
trivial. Jika terdapat basis ketetanggan dari H yang merupakan himpunan dominasi, untuk setiap
basis ketctanggaan B di H terdapat v € V(H) — B yang memenuhi B € N, (v), maka

dimy, (GOH) = n.dimy (H) + y(G).

Bukti. Misalkan D = {v, |k = 1,2,3,...,y(G)} merupakan himpunan dominasi dari graf G.

Berdasarkan penamaan titik-titik hasil kali korona. Dy = {v, |k = 1,2,3,....¥(6)} € G,. B;

adalah sebarang basis ketetanggaan lokal dari H;.

Pilih W = UL, B; U D,. Diambil sebarang dua titik bertetangga x,y € V(GOH) - W

maka terdapat tiga kemungkinan yaitu (i) x,y € V(H;), (ii) x,y € V(G,), dan (iii ) x € V(G,)

dan y € V(Hy).

(i) Misalkan x,y € V(H;). Karena B; adalah basis ketetanggaan lokal dari H; maka terdapat
s € B; € W sehingga |N(s) n{x,y}] = 1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda
ketetanggaan lokal di W.

(ii) Misalkan x,y € V(Gy) maka terdapat i,j € {nl. 1y, N3, ...,n,,(a)} dengan i = j schingga

x = v; dan y = v;. Dipilih t € Dy. Karena tv, € E(GOH) dan tv; € E(COH) maka
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|N(t) n{vi, v,-}I =|N({t)n{x,y}l =1. Oleh karena itu x,y memiliki pembeda
ketetanggaan lokal di W.

Misalkan x € V(Gy) dan y € V(H;) maka terdapat i€ {nl,nz,n3, ...,ny(a)] dan
j €{1.2,3,...,m} sehingga x = v; dan y = v;. Dipilih t € D,. Karena tv; € E(GOH) dan
tv; € E(GOH) maka |N(t) n{v,v;}| =IN()n{x,y}| = 1. Oleh karena i x,y

memiliki pembeda ketetanggaan lukal di W.

Berdasarkan uraian di atas maka W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal graf GOH .

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa W merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal

G®H yang mempunyai kardinalitas minimal. Diambil sebarang x € W. Akan ditunjukkan bahwa

W\{x} bukan himpunan pembeda keietanggaan lokal. Terdzpat dua kemungkinan yaitu terdapat

i €{1,23,..,n}, sehigga x € B; atau x € D,.

@

(ii)

Misalkan terdapat i € {1,2,3, ..., n}, sehingga x € B;. Karena B, adalah basis dari H;, maka

B; \ {x} bukan himpunan pembeda dari H;. Akibatnya terdapat dua titik bertetangga

Vi, Vi € V(H) — B; \ {x} dengan r # t schingga untuk sctiap u € B\{x}, IN(w)n

{vir, vie}] # 1. Diambil sebarang s € W\{x}. Terdapat tiga kemungkinan, yaitu s € B; \

{x},s€Rjdenganj # iatau s € D,.

a. Misalkan s € B; \ {x}, berdasarkan kasus di atas maka |N(s) n {v;,, v;;}| = 1.

b. Misatlkan s€B;. Karcna v, vy € V(H)—B;\{x} dengan i=#j, maka
ING) N {vir, v}l =0 % 1.

c. Misalkan s°€ Dy, maka terdapat k € {1,2;3, ...,¥(Gy)} schingga s = v, 4. Terdapat dua
kemungkinan yaitu p, #{ alau pg=i. Untuk p, #i{ diperoleh bahwa
IN(vpe0) 0 (Vi viel] =0 # 1 sebab vy, vy € V(H;) — B; \ {x}, sedangkan untuk
Pi = i diperoleh bahwa  |N(vp0) 0 {vir v} = 2 = 2.

Misalkan x € Dy. Karena D, adalah himpunan dominasi dari Gy, mzka Dy\{x} bukan

himpunan dominasi minimal dari G,. Ada u € Gy. sehingga untuk setiap z € Dy\{x}, z tidak

bertetangga dengan u. Karena u € G,. maka terdapat i € {1,2,3,...,n} schingga u = v;q.

Dipilih y € V(H,;) — B;. Berdasarkan pemilihan u dan y diperoleh bahwa u,y €

V(G © H) — W\{x). Diambil scbarang s € W\{x}. Terdapat dua kemungkinan, yaitu s €

Dg \ {x} atau s € B;.
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a. Misalkan s € Dy \ {x}. Berdasarkan pemilihan u dan y diperoleh [N(s) n {x,y}| =0 #
1.

b. Misalkan -s € B;. Berdasarkan pemilihan u diperoleh us € E(G ® H), sedangkan
ys € E(G © H) sebab B; merupakan basis dari H;. Oleh karena itu |N(s) n {vi, v ,}l =
2=1.

Berdasarkan kasus di atas, diperoleh bahwa W merupakan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal. Oleh karena itu, W merupakan ketetanggaan lokal dengan dim,,(G © H) =
n.dimg,(H) + v(G).

5.4, HUBUNGAN DIMENSI METRIK DENGAN PENGEMBANGAN KONSEPNYA

[ubungan dimensi metrik ketetanggaan graf GoK,,, dengan dimensi metrik ketetanggaan lokal
paca graf GoK,, diperoleh dari Teorema 3.1 dan teorema 5.1. Scdangkan, hubungan dimensi
metrik ketetanggaan graf GoS,, dengan dimensi metrik kstetanggaan lokal pada graf GoS,,
diperoleh dari Teorema 3.2 dan Teorema 5.2. Kedua hubungan tersebut disajikan dalam akibat
berikut.

Akibat 5.4.1 Misalkan G adalah graf terhubung berordo n > 2 dan y(G) merupakan bilangan

dominasi pada graf G. Jika m = 3, maka dim,(GoK,,) = dim,,;(GoK,,).

Akibat 5.4.2 Misalkan G adalah graf terhubung berordo n = 2 dan §,;,, berordo m > 2, maka
dim4(GoSy,) = dim,,(GoS,,) dim,(S,) — 1 +y(G). ’

Hubungan dimensi metrik ketetanggaan graf ¢ O H dengan dimensi metrik ketetanggaan
lokal graf G O H diperoleh dari Teorema 4.1.1 dengan Teorema 4.2.1, hubungan tersebut
disajikan dalam akibat berikut.

Akibat 5.4.3 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n = 2 dan H adalah graf non-

trivial. Jika terdapat basis ketetanggan B dari H dan merupakan himpunan dominasi, dan jika untuk

setiap v € V(H)-B.B & Ny(v), maka
dim4(GOH) _ dima(GOH)
dima() ~  dimg(H) °
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Hubungan dimensi metrik ketetanggaan graf G (O H dengan dimensi metrik ketetanggaan
lokal graf G (Y H diperoleh dari Teorema 4.1.2 dengan Teorema 4.2.2, hubuagan tecsebut
disajikan dalam akibat berikut.

Akibat 5.4.4 Misalkan G adalah sebarang graf terhubung berordo n = 2 dan H adalah graf non-
trivial. Jika terdapat basis ketetanggan dari H yang merupakan himpunan dominasi, untuk setiap

basis ketetanggaan B di H terdapat v € V() — B yang memenuhi B € Ny(v), maka

dimA(GOH)-dimM(GOH) _
dima(H)-dima(H) 4O
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BAB 6. KESIMPULAN DAN SARAN

6.1. KESIMPULAN
Dari penelitian ini, diperoleh hasil yang disajikan dalam kesimpulan di bawah ini.

1. Berhasil dibangun konsep dimensi metrik kuat lokal suatu graf.

2. Dimensi metrik kuat lokal graf khusus yang sudah ditemukan adalah graf siklus, graf lengkap.

graf lintasan, dan graf bintang.

3. Dari graf-graf khusus di atas, dapat ditemukan karakterisasi graf dengan dimensi metrik kuat

lokal tertentu.

4. Dapat ditemukan dimensi metrik kuat lokal graf hasil operasi korona.

Dimensi metrik ketetenggan untuk graf’ hasil operasi korona dan operasi comb dapat

ditemukan untuk beberapa graf.

6. Dimensi metrik ketetanggaan lokal untuk graf hasil operasi kali comb dapat ditemukan untuk

beberapa graf. Lebih lanjut berhasil ditemukan dimensi metrik ketetanggaan lokal graf hasil

operasi kali comb tingkat-£.

7. Berhasil ditemukan hubungan dimensi metrik ketetanggan dan dimensi metrik ketetanggaan

lokal graf hasil operasi kali comb dan graf hasil operasi korona.

0.z. JARAN

Untuk penelitian lebih lanjut, dimensi metrik untuk graf subdivisi, graf yang memuat

clique atau graf H-covering. Penclivan juga bisa dikembangkan acngan membangun Konsep baru

dimensi metrik dengan memandang dari aspek negasi atau kemplemen.
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ABSTRACT

Let G be a connected graph with vertex set 1(G) and W = {wy, wy, ..., w,;} © V(G). The representation
of a vertex v € V(G) with respect to W is the ordered m-ple r(viW) = (d(v, w, ), d(v, wy)....,d(v,wy))
where d(v, w) represents the distance between vertices v and w. The set W is called a resolving set for G if
every vertex of G has a distinct representation with respect to . A resolving set containing a minimum number
of vertices is called basis for G. The metric dimension of G, denoted by dim(G), is the number of vertices in a
Lasis of G.The set W is called a local resclving set for G if every two adjacent vedtices of G have a distinct
representation and a minimum local resolving set is calicd a lecal basis of G. The cardinality of a local basis of
G is called the local metric dimension of G, denoted by dim{G). The comb product and the corona product are
non-commutative operations in graph, but th2se operations can be commutative with respect to the local metric
dimension for some graphs with certain conditions. In this paper, we determine the local metric dimersion of the
most gencralized comb ~nd corona products of graphs. Futhermorc, we determine the commutative
characierization of comb and corona products with respect to the local metric dimension.
Keywords: resolving set, basis. local basis, local metric dimension, the most generalized comb and corona

products of graph, commutative characterization.

1. INTRODUCTION

Let G be a finite, simple. and connected graph. The vertex and edge sets of graph  are denoted
by M(G) and E(G), respectively. The distance between vertices v and w in G, denoted by d(v, w), is
the length of the shortest path between them. For the ordered set W = {wy,w,, ..., w,} € V(G), and
a vertex v € V(G), the representation of v with respect to Wis the m-tuple, r(v|W) =
(d(w,wy),d(v,wy), ...,d(v,wp,)). The set W is called a resolving set of G if every vertex of G has a
distinct representation with respect to . A minimum resolving set W of graph G is called a basis of
G. The cardinality of a basis is called metric dimension of G, denoted by dim(G). The set W is called
a local resolving set of G if every two adjacent vertices of G have a distinct representation with respect
to W, that is if u,v € V(G) such that uv € E(G)) then r(u|W) = r(v|W). A local resolving set of
G with minimum cardinality is called a /lecal basis of G, and the cardinality of a local basis of G is
called the local metric dimension of G, denoted by dim{G).
Godsil and McKay (3] defined the rooted product graph as follows. Let G be a graph on n vertices and
H be a sequence of n rooted graphs My, H, H;, ..., H,. The rooted product graph of G by H denoted
by GoH is a graph obtained by identifving the root of #; with the i-th vertex of G. Frucht and Harary
(2] defined the corona product graph. The corona graph. GOH, of two graphs G and H is obtained by
taking one copy of G and |V(G)| copics of H and then joining by edge the i-th vertex of G to every
vertex in the i-th copy of A. In [6]. Rodriguez et al. generalized the corona product G © H, where H
is a sequence of n graphs H\. H». H:. ... H,, H; and H; may not be isomorphic. Saputro et al. [7]
studied the metric dimension of the comb product graph GoH, which is a special case of a rooted

product graph. Susilowati et al. [10] have left the open problem on the metric dimension of
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(ky, ka, k3, ..., kp)-comb and (k,, ko, ks, ..., ky)-corona of graph G of order n and n sequence of
graphs H. In this paper, we determine the local metric dimension of (k,, k3, k3, ..., k, )-comb and
(kq, ko, k3, ..., Ky )-corona of graph G of order n and n sequence of graphs } and the commutative
characterization of comb and corona product with respect to local metric dimension.

Rodrigucz et al. (6] observed the local metric dimension of rooted product graph as follow:

Theorem 1.1. [6] Ler G be a connected labelled graph of order n > 2 and let H be a sequence of n
connected bipartite graphs Hy, Ha, H,, ..., Ha. Then, for any rooted product graph Go3, dim{GoH)
= dim{G).

Theorem 1.2. [6] Let G be a connected labelled graph of order n > 2 and let H be a sequence of n
connected non-bipartite graphs H\, H:, Hs, ..., H.. Then, for any rooted product graph Goit,
dim{Go¥) = X}, (dim,(H;) — «;).

where aj = 1 if the root of H; belongs 10 a local basis of Hj and a; = 0 otherwise.

Susilowati et al [10] defined the generalized comb product of graphs Goy H and the
generalized corona product of graphs G O, H. Futhermore, Susilowati et al [10] determined the
metric dimension of G 0, H and G O, #. Rodriguez et al. [S] observed the local metric dimension of

corona product graphs, as bellow,

Theorem 1.3. [S] Let H be a non empty graph. The following statements hold.
(1). If the vertex of Ky does not belong to any local basis for Ky + H. then for any connected graph G of
order n,
dim(G © H) = ndim;(K; + H).
(i1). If the vertex of Ky belongs to a local basis for Ky + H, then for any connected graph G of order n
22,

dim(G O H) = n(dim,(K; + H) - 1).

Theorem 1.4. [6] Let G be a connected labeled graph of order n > 2 and let H be a sequence
of n non empty graphs H\, Hy, I3, ..., Hu. Then, for any corona product graph G @ K,
dim(G @ H) =X}, (dim (K, + H;) — a)).

where aj = 1 if the vertex of K, belongs to a local basis of Ky + H; and a; = 0 otherwise.
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Okamoto et al. [4] discovered the characterization of local metric dimension for some graphs.
Rodriguez et al. [6] and Susilowati et al. [8] observed the local metric dimension of rooted product
graph. Susilowati et al [9] determined the local metric dimension of G o, } and G Oy H.

In this paper, we define the most generalized of comb product of graphs (G ok, x, ks,..x, #)- the
" most generalized of rooted product of graphs (G o, k, ...k, J{) and the most generalized corona
product of graphs (G Ox, k,.ks..k, H and G O, ky.k5...k, H), where n = |V(G)|. Futhcrmore, we
analyse the metric dimension and local metric dimension of G O, k., .k, Hs G Ok, kyky...kcn H+
G Ok, kpkq..kq H and G Ok, kpks...kn - We also formulate the necessary and sufficient conditions

such that the local metric dimension of comb product graphs has the equal value, even though the

position of graph that operated is exchanged. Likewise for the corona product graphs.

2. The Local Metric Dimension of the Most Generalized Otf Comb Product Graphs

Let G be a labelled graph on n vertices and J{ be a sequence of iz ruoted graphs Hy, H», Hs, ...,
H,. The kq, k3, k3, ... k,-rooted product graph of G by H denoted by G o,,".:z",‘s'.. k,, J€ is obtained
by taking one copy of G and k; copies of H; for every i= 1, 2, ..n, that are
Hyy Hyg, Hyg, oo s Hyg o Hay Hopo Hass oo Hogy o Hay Hag, Haa, oo Hagey s oo iy Hyp Hpa, oo Hy,, and
grafting the root of Hj, j = 1, 2, 3, ..., k; with the i-th vertex of G. If ;s is the root of Hj, fors = 1, 2.
.., k, then 05 = o; in the graph G 0, j, k5,4, FE » fOr s = 1, 2, ..., &y If Hy = H for every i =
1,2,3,..,n, then we get G O, i, ky,..0 T = G Oy, iy ks,..k, H- In other words, G oy, x, k.,..x, H IS
the special case of G O k, ks,..k, H-

Susilowati et al. [8] described the properties of rooted product graphs as the following lemma

and observation.

Observation 2.1. [8) Let G be a labelled graph of order n 2 2 and 3 be a sequence of n connected
graphs H;, j = 1, 2, 3, ...n. In the rooted product graph GoH , if every H; is connected bipartite
graph then every two ¢djacent vertices in H; have distinct distance to the root of H; and to all vertices
in GoH.

Lemma 2.2. [8] Let G be a labelled graph of order n 2 2 and H be a sequence of n connected

graphs M, j =1, 2, ..., n. In the rooted product graph G o H . if o} is the root of H;, and U; is local

basis of H;. then the following statements hold.

(). If oj € U; then there are two adjacent vertices x.y in H, such that v(x|S) = r(y|S) for every
Sc V(H), ISl < |u;| -2

(ii). If o; € U; then there are two adjacent vertices x,v in H; such that r(x|S) = r(y|S) for every

Sc V(H). ISl < |y - 1.
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Using Theorems 1.1. and 1.2 respectively, we get the corollaries 2.3 and 2.4 respectively, as bellow.

Corollary 2.3. Let G be a labelled cornected greph of order > 2. Let H be a connected graph and
H be u sequence of n connected bipartite rooted graphs Hi. H». Hs, .... Ha. Then

dimAG Ok, k, kq...ky H) = diMAG Oy, i, ks, &, H) = dimAG).
Proof: Let G be a labelled connected graph of order # > 2 and let ' be a sequence of n connected
bipartite rroted graphs H,, Hp, H3, ..., Hy. Let
HyyoHyz, Hys, oo Hyno Hayo Haoo Hos, vy gy Hago Hag, g, o Hagey, oo Hing, Hng, Higo o Hoge,, aT€
the k; copies of H forevery i = 1,2,3,...,n. Let o is the root ot H;, fors =1, 2, ..., k;, choose W=
local basis of G.

Take any two adjacent vertices v, yvin Hj,, j= 1.2, ..., n;5 =1, 2, ..., &;. Because H;: connected
bipartite, by Observation 2.1, we get d(x|z) = d(y|z) forevery z € V(G oy, &, ...k, ). Therefore
T(x|W) = r(y|W). Take any two adjacent roots 0y, 0js in G Oy, i, ks,..k, - Because ¥ = local basis
of G then r(oxIW)#) r(o|W) and W is a local basis of G og s,k,.k, H - SO

dimi(G o, k,k,..k, H) = dim{G). The same rcason for dimdG Ok, k, .k,...k, H) = dim{G).u

Corollary 2.4. Let G be a connected labelied graph of order n and let H he a sequence of n
connected non-bipartite rooted graphs of order at least two Hy, Hy, Hs, ..., Ha. If 0; is the root of H; for
everv j=1, 2....n, then

dimi(G O, kykeg,..den FE) = Zj=1 ki (dimy(H;) — ;)
where a; = 1 if oj belongs to a basis of H; and a; = 0 otherwise.
Proof: Let G be a connected labelled graph of order n > 2 and let }{ be a sequence of the connected
non bipartite rooted graphs H, H>, M, .. ., H,. Let
Hy1 Hygo Hyg, oo Hagy Horo Hogo Hos, o Howgy Hay Hag, Hag, oo gy, oo Hpg gy Hygo o Hog, e
the &; copies of H; for every i = 1,2,3,....n. Let gjs is the root of Hj and W is a iocal basis of Hj
fori =1.2,3,..,n :5=1.2.... 4 Choose W= U, (U, (W5 — {o;s])).
Take any two adjacent vertices x. v in G Ok, k, k,...k, H. By Lemina 2.2, we can proof that W is a
minimum local resolving sct of G oy, x,.k,...k, H and [W | = ?:1 k,(diln,(Hj) — aj). where a; =1

if oj belongs 1o a basis of H; and a; = 0 othenwise. m
By Corollaries 2.5 and 2.4 we get Corollary 2.5 and Corollary 2.6 respectively, as below.

Corollary 2.5. Let G and H be connected graphs. If H be a bipartite graph, then
dim;(GOk'_kz_ks_man) = dlm,(G).
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Corollary 2.6. Let G be a connected graph of order n, H be a connected non bipartite graph of order
at least 2, and o is a grafting vertex. Then

) Ti-1kj(dim;(H) — 1), ifo belongs tolocal basis of H
dim:{G oy, k, ks...kn )= { ?:1 ki(dim(H) ), utherwise

Theorem 2.7. Let G be a connected labelled graph of order n > 2, and let H be a sequence of the
combined of n connected non-bipartite Hy, H, ..., H; and bipartite graphs Hu, H 511, ..., Ha, and o;

is the root of Hj. Then

= ¥5. k(dimy(H;) - a)) forG = C,,nodd.s>1
or G bipartiteor G = K;,s =n-1
&MAG Oy ey ko, ey HO) 4 = Zf=1 kj(dim(H;) — aj) + 1, forG = C,nodd,s=1
= Y3, ki(dimy(H;) — a;) + dimy(G) — s, forG = K, s<n—1
< Tio, kidim(H) - @) +n—-s—1, otherwise

where aj = 1 if the root of H; belongs 1o a local basis of Hy and a;j = 0 otherwise.

Proof: Case 1: forG =C,nodd,s> 1or G bipartiteorG = K,,s=n—-1. Choose
W = Usey (UL (U = (o)), s0 | W1 = i, ky(dimy (H)) — a).
By Lemma 2.2. we can see that W = Uj. 1(Uf_f_1(U,-; —{0;})) is a minimum local resolving set of
GOk, kpies.. ki H AN dIMAG O, ke, ks H) = T521 Kj (dimy(H;) — ay).
Case 2: for G = C,,nodd,s = 1. Choose = ?=1(U:21(Ui! oM v iz} = Uf__’_ Uy —f{oyhv
{z},zeHy foranyj=s+ 1,542, .,n;1=12, ..,k and z # 0,;. We can proof that W is a
minimum local resolving sct of Gog, x, k,..k,H and dim{Goy, k, k,, .k, H) = Zf___, k,-(dim,(H,-) -
a;) + 1.
Case 3: for 6 = K,;,s < n — 1. Choose
W= j=1(U:21(Uﬂ —{o vyl 2oy, j=s+1,5+2,..,n—11=123,.. k;}, Without
loss of generality, let s = n — 2, it means that Hy, /= 1, 2, ..., n - 2 are non bipartite graphs and
H(n—1)1, Hy, are bipartite graphs and

W = UBZ2(U, Wi = 100) Y g [tgnone # gyl = 1,23, . kg).
We can proof that W is a minimum local resolving sct of Goy, x, ky...k, H and dimAG oy, x, ks...k, H)
= T3, ki(dimy(H;) — a;) + dimy(G) — 5.
Case 4: ForG is otherwise, dimiGoy, i, k, .k, H) < iy kj(dimy(H;) —a) +n—s—1, it is

obvious because K, is the graph with the biggest local metric dimension respect to the its order. m

3. The Local Metric Dimension of the Most Generalized of Corona Product Graphs
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Let G be a labelled graph on » vertices and H be a sequence of n rooted graphs Hy, Ha. H, ...,
H,. The ky, ky, k3, ... kp-corona product graph of G by H denoted by GOy, x, «,...k, } is obtained
by taking one copy of G and k; copies of H; for cvery i= 1, 2, ..n, that are
Hi1, Hig Hyzs oo iy Ha1u Hog, Has, o Hagy Han, Hago Ha oo Hapy, o Higo Hg o Hns, oo. Hige,, and
and then joining by edge the i-th vertex of G to every vertex in j-th copy of H;, j =1, 2.3, .. k. If
Hy=H for every i =1,2,3,...,n, then we get G Ok, k, k5. H = G O, kp sy H- In other

words, G Ok, i, ks...k, H is the special case of G Oy, k, ks,..kn H-

Lemma 3.1. Let G be a connected nontrivial labelled araph. If H be an empty graph and H be a
sequence of n empty graphs H, i, H:, ..., H,, then

AMAG Oy ey ey H) = GMUG Oy ey ey ey ) = i G).
Proof: Let H be an empty graph and 3¢ be a sequence of n empty graphs H\, H, H;, ..., H.. Then
there are no edge in A and H{. In graph GOy, x, k.1, H and GOy, k, k,...k, I rESPEctively, every
vertex in H and H adjacents to one vertex only in G. ﬂemfom, the local metric dimension of

GOy, ky k5, kg H and GOy i, ks,..k, H depend on local metric dimension of G only. @

Using Theorem 1.3. and 1.4 respectively, we get the Corollaries 3.2 and 3.3 respectively, as bellow.

Corollary 3.2. Let H be a non empty graph. The following statements hold.
(i). If the vertex of K does not belong to any local basis for Ky + H, then for any connected graph G of
order n,

dimdG O, k, ky...ko H) = Zi=q ki(dimy(X; + H)).
(ii). If the vertex of K, belongs to a local basis for K, + H; then for any connected graph G of order i
=2,

dim{GOx, k, ky...4cn H) = Lieq ki(dimy(K; + H) — 1).

Corollary 3.3. Let G be a connected labelled graph of order n > 2, and 3 be a sequence of n non
empty graphs H, H», H;, ..., H.. Then
dimAG Ok, k, ks,..kn H) = Ti=y ki (dimy(Ky + H) — ay)

where a; = 1 if the vertex of K, belongs 10 a local basis of K, + Hj and aj = 0 otherwise.

Proof: Let G) = {v,,v,,V3, ...,V ), B is a local basis of H; and B; isabasisof <v; >+ H,.i=
1,2, ...mj=12 .. k. SoB;j=8 forj=1,2, .., k; Choose "= ?=1(Uf;,(8,~,- - {v;)).
Because < v; >+ Hy; = Ky + H; so [W| =X, ki(dim(K, + H;) — 1) if v; is an element of a
local basis of K; + H; and |W| = T, k;(dim;(K; + H;)) if v; is not an element of a local basis of

K; + H;. Futhermore, we can prove that i is a local basis of GOy, i, k;..k, . ®
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4. Commutative Characterization of Comb and Corona Products Graphs with Respect to
the Local Metric Dimension
An operation * defined on two graphs is said commutative if 4*B = B*A for every graph 4 and
B. An operation * defined on two graphs G and A is said commutative with respect to local metric
dimension if dimy(G*H) = dim;(G*H), denoted by (G*H) =gim (H*G) [9].
In this section, we present commutative characterization of comb and corona products graphs with

respect to the local metric dimension.

Theorem 4.1. Let G and H be connected bipartite graphs of order at least two. Then

dim,(G) = dim;(H) if and only if (GOH) =4im; (HoG)
Proof: Lct G and H be connected bipartitc graphs. Let (GoH) =4;m; (HoG). It means that
dim,(GoH) = dim;(Hot). By Theorem 1.1, we get dim,(G) = dim;(H).
Conversely, let dim;(G) = dim;(H). By Theorem 1.1, we get dim,;(G) = dim;(GoH) and
dim;(H) = dimy(HoG). Therefore dim;(GoH) = dim;(HoG). So (GoH) =giy (H 0G). =

For the case of non bipartite graphs, the formula of commutative characterization of gencralized
comb product with respect to the local metric dimension is presented base on existence of grafting

vertex, whether element of a local basis of graph operated.

Theorem 4.2. Let G and H be connected graphs of order at least three. Let G and H be non bipartite
graphs. If the grafting vertex of GoH belongs 1o a local basis of H and the grafting vertex of HoG
belongs to a local basis of G, then

[V(G)Idimy(H — 1) = |V(H)|dim, (G — 1) if and only if (GOH) =gim: (HOG)
Proof: Let G and H be connected graphs of order at least three. Let G and H be non bipartite graphs.
Let the grafting vertex of GoH bclongs to a local basis of H and the grafting vertex of HoG belongs to
a local basis of G. Let (GoH) =4im (H0G).Theorem 1.2, we get dim, (GoH) = |V(&)|(dim;(H) - 1)
and dim;(HoG) = |V(H)|(dim;(G) - 1).
Therefore V(G (dim,(H) — 1)) = [V(H)I(dim,;(C) — 1).
So [V(G)I(dim;(H - 1) = |V(H)I(dim,(C) - 1).
Conversely, let |[V(G)|(dim;(H} — 1) = |V(H)|(dim;(G) — 1). Then

V(G)I(dim(H) - 1) = [V(H)I(dim,(G) — 1).

Therefore dim(GoH)= dim;(HoG). =

For the case grafting vertex does not belong to a local basis of graph operated, given below.
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Theorem 4.3. Let G and H be connected graphs of order at least three. Let G and H be non bipartite
graphs. If the grafiing vertex of GoH does not belong to a local basis of H and the grafting vertex of
HoG does not belong to a local basis of G, then

V(G dim,(H) = [V(H)|din(G) i and only if (GoH) =4 (HoG).
Proof: Let G and H be connected graphs of order at least three. Let G and H be non bipartite graphs.
Let the grafting vertex of GoH does not belong to a local basis of H and the grafting vertex of HoG
does not belong to a local basis of G. Let (GoH) =yjm (HoG). By Theorem 1.2, we get
dim(GoH) = |V(G)I(dim;(H)) and dim;(HoG) = [V (H)|(dim(G)).
Therefore |V(G)|(dim;(H)) = |V(H)I(dim;(G)). So |V(G)|dim(H) = |V (H)|dim;(G).
Conversely, let |[V(G)|(dim,(H) = [V(H)|(dim;(G)). Thendimd{coH) = dim;(HoG). In other
words (GoH) =g4jm; (HoG) m

In the next theorems. we present the commutative characterization of generalized corona

* product with respect to local metric dimension.

‘Theorem 4.4. Let G and H be non empty connected graphs. if the vertex of K, does not belong to a
local basis of Ky + H and K, + G, then
V(®I(dim, (K, + H)) = (V(H)ldim (K, + G)) if and only if (H O G) Z4imi (G O H)

Proof: Let G and X be non empty connccted graphs. Let the vertex of K; does not belong to a local
basis of Ky +H and K, +G. Let (G OH) =24 (HOG). Based on Theorem 1.3.(3), we
get dim; (G © H) = |V(G)| (dim;(K; + H)) and dim (GO, H) = |V(G)| (dim (K, + H)).
Therefore |V(G)| (dim(Ky + H)) = [V(H)| (dim,(K, + G)).
So [V(G)| dimy(K; + H) = [V (H)| dimy (K, + H).

Conversely, let [V(G)| dim;(K, + H) = |V(H)]| dim;(K, + H). Then
Based on Theorem 1.3.(i), we get dim;(G © H) = dim;(H © G).
In other words (€ O H) Z4igu (H O G). =

Theorem 4.5. Let G and H be non empty connected graphs of order at least two. If the vertex of K
belongs to a local basis of Ky + H and Ky + G. Then
IV(G)I(dim,( Ky + H) ~ 1) = [V(H)|dim((K, + G) — 1)

if and only if (H © G) =4imi (G © H).
Proof: Let G and H be non empty connected graphs of order at lcast two. Let the vertex of K,
belongs 1o a local basis of K; + H and K, + G. Let (G © H) =i (H © G). By Theorem 1.3.(ii), we
get,

dim,;(G © H) = [V(6)] (dim;(K; + H) — 1) and dim;(H © G) = |V(H)| (dim,(K; + G) — 1).

ThereforelV(G)| (dim, (K, + H) — 1) = |[V(H)] (dim,;(K, + G) - 1).
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Conversely, let |V (G)} (dim,(K; + H) — 1) = |V(H)| (dim;(K; + G) — 1). Then, by Theorem
1.3.3ii), we get dim,(G O H) = dim;(H O G). In other words (G O H) Zgjm; (H O G). =

Acknowledgements: This research was supported by DRPM Indonesia through Penelitian Dasar

Unggulan Perguruan Tinggi Universitas Airlangga 2018.

References

{1l
(2]
(3]
[4]
(5]

(6]

(71

(81

G. Chartrand, L. Erch, M.A. Johnson, and O.R. Qellermann, Resolvauility in graphs and the
metric dimension of a graph, Discrete Appl. Math., 105 (200), 99-113.
R. Frucht and F. Harary, On the corona of two graphs, Aequationes Mathematicac, 4(3)(1970} ,
322-325.
C.D. Godsil and B.D. McKay, A new graph product and its spectrum, Bulletin of the Australian
Mathematical Socicty, 18 (1978), 21-28.

F. Okamoto, L. Crosse, B. Phinezy, P. Zhang, and Kalamazo, The local metric dimension of
graph, Mathematica Bohemica, 135(3)( 2010): 239 — 255.

J.A. Rodriguez-Velazquez, G.A. Barragan-Ramirez, and C.G. Gomez, On the local metric
dimension of corona product graphs, Combinatorial And Cornputational Results, Arxiv:
1308.6689.vl (Math Co) (2013}, 30 Agustus.

JLA. Rodriguez-Velazquez, C.G. Gomez., and G.A. Barragan—Ramu'ez Computmg the local
metric dimension of graph from the local metric dimension of primary subgraph,
arxiv:1402.0177v1[math. CO}(2014), 2 Feb.

S.W Saputro, N. Mardiana, and I.A. Purwasi, The metric dimension of comb product graph,
Graph Theory Conference in Honor of Egawa’s 60th Birthday, September 10 to 14, [internet]
[citation 22 October 2013):
hitp://www.rs.tus.ac.jp/egawa_60th_birthday/abstract/contributed_talk/Suhadi Wido Saputro.
L. Susilowati, Slamin, M.I. Utoyo, and N. Estuningsih, the similarity of metric dimencion and
local metric dimension of rooted product graph, Far East Journal of Mathematical Sciences,
97(7) (2015), 841-856.

[9] L. Susilowati, M.]. Utoyo, and Slamin, On commutative characterization of generalized comb and

corona products of graphs with respect to the local metric dimension, Far East Journal of
Mathematical Sciences, 100(4) (2016), 643-660.

[10] L. Susilowati, M.I. Utoyo, and Slamin, On commutative characterization of graph opcration with

respect to metric dimension, Journal of Mathematical and Fundamental Sciences, Vol. 49, No. 2, -
2017, 156-170.

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI



IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

nis] Submission Acknowledgement from Journal of Ma... hups: “'mail.google.conmail w O =search fmfs  lppmith acid L

0 jmfs@Ippm.itb.ac.id
Click here to enable desktop notifications for Airlangga 1

Move to Inbox

COMPOSE RE: [jmfs] Submission Acknowledgement from Journal of M

Inbox (286) J.Math.Fund.Sci. <jmfs@ippm.itb.ac.id>

Starred to me, ayune.rosfiana, utamidyahpurwa.

1 rtant

mporian Dear Authors,

Sent Mail

Drafts (50) - This is to confirm that the manuscript, "The Local Strong Metric Dimensior
and the Strong Metric Dimension of Corona Product Graph of Order-k” (iv

Categories been received for consideration in the Journal of Mathematical and

eg .

Fundamental Sciences.

More
Your article will be chacked for plagiarism first before it will be reviewed

2 liliek , by peer reviewers.

Just a gentle rerainder that Author is requested to recommend at least 3 (1
international/overseas referees and at least 3 (three) suitable
local/domestic referees for your article who do not have any research
cooperation with authors within the last three years (please provide name:
institution and email address). Total candidates of referee is at least 6
(six) referees. It should be better if you can provide referee’s ORCID or
SCOPUS Author ID or ResearcherlD. The Journal will consider carefully z
recommended exclusions, but will not always follow the reviewer
recommendations. Author is also requested to send the highlights of pape
No recent chats for reviewers. The form of referee candidates and paper’s highlights can
Start 3 rew cne be obtained at the end of this letter.

The due date to subniit the form is 7 (seven) day from the submission date

For your information, author whose paper is accepted for publication in
Journal of Mathematical and Fundamental Sciences is subjected to pay U

9142018, 10:10 AM

LAPORAN PENELITIAN HUBUNGAN DIMENSI METRIK... LILIEK SUSILOWATI



IR-PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

The Local Strong Metric Dimension and the Strong Metric Dimension of Corona Product
Graph of Order-%&

L. Susilowati. U.D. Purwati, A. Rosfiana
Department of Mathematics. Faculty of Sciences and Technology, Universiras Airlangga, Surabaya, Indonesia”, JI.
Mulyorejo Surabaya. 60115

lilick-s(@ fst.unair.ac.id, avune.rosfianate gmail.com, utamidvahpurwati@@gmail.com

Abstract »

Let G be a cunnected graph and V(G) is a set of vertex G graph. Vertex w € V(G) is called as a
strong resolver of vertices u, v € V(G), if there is the shortest path u — w which contains v or
the shortest path ©» — w which contains u. The set W € V(G) is called as a strong resolving sct
of G, if for every two distinct vertices in V(G) have a strong resolver in W. The minimum
cardinality of strong resolving set of G is called as strong metric dimension of G, denoted by
dimg(G). The set W € V(G) is cailed as a local strong resolving set of G if for every two
distinct adjacent vertices in V{G) have a strong resolver in W. The minimum cardinality of local
strong resolving set of G is called as local strong metric dimension of G, denoted by dimg, (G).
In this paper, the characterization of graph with certain local strong metric dimension, strong
metric dimension of corona product graph of order-£, and local strong metric dimension of
corona product graph of order-£ are examined.

Key words: strong resolver, local strong resolving set, strong metric dimension, local strong
metric dimension, corona of order-k

AMS Subject Classification Numbers: 05C12, 05C76, 05C69.

1. INTRODUCTION

Let G be a connected, simple and finite graph. A vertex set in G is denoted by V(G) and a
edge set on G is denoted by E(G). The metric dimension concept was introduced by Harary in
1976 and the concept has been developed by other researchers. Chartrand, G. et. al. [3] found the
characterization of graph with certain metric dimension. Sebo and Tannier [11] presented the
definition of strong metric dimension on graph and Okamoto, et «l. [7] developed the metric
dimension concept into local metric dimension. Okamoto, et al. [7] succeed in finding the
characterization of graph with certain local metric dimension. Baca, M., ef al. [2] succeed in
finding the metric dimension of rcgular bipartitc graph, Ali, M., ¢r @l. [1] found the metric
dimension of some graphs containing the cycle. Rodriguez, J.A., ef al. [9] developed the strong

metric dimension concept and found the strong metric dimension of strong product graphs.
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Rodriguez, et al. [8] found the local metric dimension of corona product grpahs. Rodriquez, et al.
[10] continued the rescarch for rooted product graphs. Dorota Kuziak et. ai. [5] found strong
metric dimension on graph of corona product. Meanwhile, Susilowati, et al. [12] found the
similarity of metric dimension and local metric dimension of rooted product graph. In this paper,
the concept of local strong metric dimension is established and the characterization of graph with
certain local metric dimension is presented. Furthermore, the concept of strong metric dimension
and local metric dimension is applied in corona product graph of order-£.

Let G be a connected graph of order n and H is a graph of order at least two, then G
corona H denoted by GOH is a graph obtained by taking » multiplication of H which are
Hy,H,,...,H, and connecting vertex i of graph G to all vertices on graph H; [4]). For every
natural number-k, corona product of order-k of G and H is defined as
G O H =(G O H)® H. Therefore, corona product of order-k with natura! humber—k,
denoted by OF is defined as:

G OH , ifk=1
(G O'H)OH , ifk=2

According 1o Ocllermann and Peters-Fransen [5], let G is a connected graph and u,v €

GO"H={

V(G). The interval between vertex u and vertex v is denoted I[u, v] is a set whose members are
all of vertices included in the shortest path u — v. A vertex w € G s called as a strong resolver
of a pair of u,v if v € I{u,w] or u € Ifv,w]. Tic set W € V(G) with W # ¢ is called as a
strong resolving set of G if every two vertices in graph G have a strong resolver in W. The strong
resolving set of G with minimal cardinality is called as a strong basis of G graph. The number of
vertices in a strong basis of G graph is called as a strong metric dimension G graph, denoted by
dim¢(G).

2.  Strong Metric Dimension of Corona Product Graph of Order-k
The strong resolving set propertics in graph to support the main result is presented below.
Lemma 2.1 Let G be a connepfed graph and s € V(G). If u,v € V(G) withd(u,s) =d(v,s)
then s is not a strong resolver of pair vertices u, v.
Proof. Let G be a connected graph and s,u,v EV(G) with
d(u,s) =d(v,s) =k, k € N.
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Supposed that s is a strong resolver of pair of vertices u,v so u€l/[v,s] or

v € Ilu,s| then there are three cases which are (i) € /[v,s], v & I{u,s], (i) u & I[v,s],

v € I{u,s), and (iii) u € I{v, 5], v € I[y, 5].

(i) Supposc €I[v,s], v€&lI[u,s)], and I[v,s] = {v = vy, vy, 5,75, .., =5). Becausc
u € I{v,s] so there is v; € I[v,s] with i € {1,2,3,...,k — 1} so v; = u. Then d(u,s) <
d(v, s). This is contradicted with statement d(u, s) = d(v, s).

(i) Suppose & I[v,s], v€l[u,s], and I[u,s] = {u = ug,uy,u;,u3,...,ux =s}. Because
v € I{v,s] so there is u; € I[v,s] with i & {1,2,3,...,k — 1} then u; = v. Then d{v,s) <
d(u, s). This is contradicted with statement d(u,s) = d(v, s).

(iii) Suppose u € {|v,s] and v € I[u,s]. According to case (i) and case (ii), then it is obtained
d(u,s) <d(v,s) and d(v,s) <d(u,s). Because d(u, s) < d(v,s),
d(v,s) < d(u,s) then case (iii) is not possible to occur. '

According to the explanation above. the three cases are not possible to occur so s is not
strong resolver of pair vertices u, v. Therefore, if u,v € V(G) with d(u,s) = d(v,s) then s is

not strong resolver pair of vertices u,v. &

Lemma 2.2 Let G be a connected graph, s,u,v € V(G), and uv € E(G). If d(u,s) <

d(v,s) thenu € I[v,s].
Proof. Let G be a connected graph, s,u,v€eV(G), uv € E(G), d(v,s) =1,
d(u,s) =k with k<!l and Ifu,s] = {u = up, uy, uy, u3, ..., 4, = s}. Because uv € E(G)
so there are paths v, ug, uy, Uy, ..., Uy with the length of path k +1 < L Therefore, there arc two
cases whichare (D k+1<land (i)k+1=1L

The case (i) is not possible to happen because if k+1<1! then the path
V,Ug, Uy, Uz, ..., U, = S has the length less than ! which causes d(v, s) < [. This contradicts with
d(v,s) =L

The case (ii) if k +1 =1 then v,ug, uy,u,, ..., u, = s is the shortest path of vertex v to
vertex s ) that 1v,s] = {v,u = ug,u,, u,, ..., ux}. Then

u € I|v,s]. Soif d(u,s) <d(v,s) thenu € I[v,s]. =
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Lemma 23 Let G be a connected graph. If for every W CV(G) with
IW| =k is not srrong resolving set of G graph then for every S EV(G)
with |S| < |W] is also. not strong resolving set of G graph.

Proof. If for cvery W € V(G) with |W| = k is not strong resolving sct of G graph. Suppose

there is § € V(G) with |S| < |[W| and S is strong resolving set of G graph.

If 1S| =1 then for every two vertices in G have strong resolver in S. Therefore, there is

W =Su{yli=12,..,k—=1}withv; e V(G)\S so |W| =k which is strong resolving

set of G yraph. This contradicts with the statement for cvery W € V(G) with |W| = k is not

strong resolving set of G graph.
So for every W € V(G) with {W| = & is not strong resolving sci of G graph then for every

§ € V(G) with |S| < |W] is also not strong resolving set of G graph. =

Kuziak, D., et. al. [5] have presented the theorem of strong metric dimension of corona
product graph, in this paper the theorem of strong metric dimension of corona product graph with
different formula is presented. Furthermore, this fonnula is used to determine metric dimension

of corona product graph of order-£.

Theorem 2.4 Let G and H be connected graphs with orders of ny and ny, with ny,ny 2 2, so
dim (GOH) = (V(G)| — DIV(H)| + dimg(H).
Proof. Suppose V(G)={wyli=12,..,n,} with n; 22, VH)={yli=12,..,n,}
with n, = 2, H; is a copy of Hgraph order-i with i = 1,2, ...,n,, V(H;) = {vili = 1.2, ..., n,}
with i = 1,2, ...,n,. Therefore, V(GOH) = V(G)U?:, V(H;) and
E(GOH) = E(G)VU, E(H) U {uvij | u; € V(G), vij € V(H;)}. Suppose dimg(H;) =k
with k < n, and S; = (v, Viz. Vi3, ..., Vi } is strong basis of H; graph. S = 5, U?:'z V(H;) is
chosen. Because H; isomorphic with H for every i € {1,2,...,ny} s0 |S| = (n, = DIV(H)| + k
or |S| = (IV(G)| — DIV(H)] + dims(H).
Furthermore. it is shown that § is strong resolver of GOH graph. Two distinctive vertices
x,y € V(GOH) were taken. so there are four possible pairs of vertices which are (i) x,y €

V(G), (i x € V(G)and y € V(H;) withi € {1,2,...,n}, (i) x,y € V(H;) withi € {1,2,...,n,}
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and (iv) x € V(H;) and y € V(H;), i #j, i,j € {12, ...,n,}. After that, it is shown that every

possible pair of two vertices has strong resoiver in S.

() Ifx,y e V(G). thereisi,j € {1,2,..,n,}withi # jsox=u;andy = u;. Vertex v;; €S is
sclected. Because u; € /[y, vy ], viy is strong resolver of vertices u;, uj, SO a pair of vertices
u;, u; has strong resolver in S.

(i) If x € V(G) and y € V(H,), there are Li € {1,2,..,n,}, j €{1,2,...,n;} so x =1 and
¥ = v;j. There are two possibilities which can happen, namely l = i orl # i.

a. Ifu € V(G), vy € V(Hy) with I = i so w; = u; and vy; is adjacent with u;. v,y € S is
selected with m # i, m € {1,2,...,n,} so d(w, V1) < d(vyj, Vpy). Based on Lemma
2.2, u; € l[v,- I vm,] and vy is strong resolver of vertices uy, vy;. Therefore, a pair of
vertices u;, v;; has strong resolver in S.

b. If uy € V(G), v; € V(H;) with I # i and v}, € S is selected. Because w; € I{v;), vy]
so vy, is strong resolver of vertices u;, u;, so a pair of vertices u;, u; has strong resolver
in S.

(i) If x,y € V(H;) withi € {1,2,..,n} thereis j,m € {1,2,...,n2} so x = v;; and y = vjp,.
Because S; is strong basis of H; graph, so there is v € S; which is strong resolver of a pair of
vertices v;j, Vim. Because S; € S, a pair of vertices v, vgnalso has strong resolver in S.

(v If x€V(H) and yeV(H;) with i#jand ij€{12..,n}, there are
m,n € (1,2,...,n2} 50 X = v;y, and y = vj,,. Because = S, UL, V(H;) , viy ES or v €S
SO Vim € I[Vim, Ujn] OF Vjy € I[Vpyn, Vj]. Therefore, a pair of vertices Vi, Vjn has strong

resolverindi S.

Based on the explanation above, S is strong resolving set of GOH graph. Furthermore, it is
shown that S is strong resolving sct of GOH graph which has minimal cardinality. S' €
V(GOH) is taken with IS} < {S] so the maximum cardinality of S’ is |S| — 1. Suppose
IS’] = IS| — 1. Without losing the generality of proof, S = S, U2, V(H;) is selected so there are
two  cases, which are (i) S = S\{X}UL,V(H) with x€S; and

(i) §' = S5, UL, V(H) \{y} with y € V(H,), forone i € {2,3,...,m,}.

=2
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Without losing the generality of proof, suppose S’ = S;\{v;;} U2, V(H;) so a set which

consisted of H; element which become S’ element is W = {vy2, V13, ..., U1} With

W = 15,] — 1. Because Sy = {vy, V1, ..., U35} is strong basis of H; and vy, € W so W is

not strong resolving set of H; and there are two vertices in di H; which don’t have strong

resolver W, if v, and vy, x,¥ € {1,2,...,n,}. Furthermore, it is shown that v, v;, also
doesn’t have strong resolverS’. v € §' \ W is taken so d(vy,,v) = d(vn.,v) so according
to Lemma 2.1, v is not strong resolver of vertices v, v,, and a pair of veitices vy, vy,

does not have strong rcsolver in S' \ W. Because vy,, v, do not have strong iesolver in di

W and S’ \ W, a pair of vertices vy, v;, does not have strong resolver in S’ and S’ is noi

strong resolving sct

Without losing the generality of proof, suppose S’ =S, UV (H,) \{vz1} Ui, V(HY).

Because Sy = {11, V12, ., V1i} With k < 1, so there are vy, € H; and vy,,, € §’, and there

iS Vin,) V21 € S'. Itis proven that vy, , v2; do not have strong resolver in §'. s € §' is taken

so there are three possibilities, namely (1) s€S; (2) s € V(H;), (3)s € V(H;) with

i €(34 ..n}

1) Suppose s € 5’, s €5y, there is j € {1.2,...,k} so s = vy;. It is proven that v, &
1[Vin, 1] and vy, € [[Vyy,vy]. Because vy,,, vy € V(H,y) so if v € [[vyn,, vy;] is
taken, it causes v € V(H,) so vy & /{vy,,, ;] Because 1[1721,171,-] = I{vyy,u,] U
Iuz, u1) U I[uy, vy5] and Vo Up, U1V € E(COH) so I[vyy,up] = {vz1,u2} and
Huy, vy;] = {uy, v}, therefore vy, & I{vay,u;] and vy, € I{uy, vyj]. Because
Uy, uy € V(G) so if ue € Iuy, u,] is taken, it causes u, € V(G) so vy,, € I[uy, uy].
Therefore, vy, € [[V;,, v15]. Because vyy & I[vy,,,, V4] and vy, € I[V3q,v15] so vy
is not strong resolver of a pair of vertices v,,,;,, so a pair of vertices vy,,, V;;, does
not have strong resolver in S;.

2) Supposc s €', s € V(H), there is j € {1,2,..,n;} so s =vy;. It is proven that
Vin, € l[v21,v2,-] and vy € I[vyp,,vz;]. Because v,,,v; EV(H;) so if vE
I[v;1. V2] is taken, it causes v € V(Hz) 50 Vy,, & I[v;1,15;]. Because I[vy,,, vy)] =
Hopn,, ) VU I[ug, up) U Iy, j, vy;] and vy, uy, U055 € E(GOH) so l[vmz,uI] =

{Vin, 1) and I[uz, ;5] = {uz, v2;}. Therefore, vy € I[Vin,, U;] and vy € I[uy, vy)].
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Because ug,u, € V(G) so fro u, € [[uy, uy) causes u, € V(G), so vy & I[uy, uy].
therefore v,y € I[vy,,,v;j]. Because vy, €1 [vu,vz’;] and vy, € '[v.p,, V5] so
v,; are not strong resolver of a pair of vertices vVyn,, V71, S0 a pair of vertices
VU1n,, U231 does not have strong resolver in V (H3).
Suppose s € S',s € V(H;) with i € {3,4,...,n}, there is j € {1,2,...,np} so s = ;. It
is proven that vy, €I[vyy,v;] and vy € I{vy,,. vij]. Because [[vyy,vy] =
I[vz1,uz) U I{uz, w;) U Iy, vi5] and voyu,, 4, vi; € E(GOH) g0 [y, uz] = {v2, u.}
and Iu, vj] = {us, vy}, 50 Vin, € [[v21,u;) and vy, € I[u;, v;;]. Because up, u; €
V(G) so for v, € I[u;,u;) causes u, € V(G), so vy, & I[uz, u;]. Therefore, vy,, &
1[v21,v5]. Because Hvang vij] = H{Van,, w2} U g, ui] U 1{ug, vy;) and
Vin, U1, UiVij € E(GOH)  so ' [Ving ] = {Vinyouy}  and  1[uy, vy = {uy, v},
SO V1 & I[vyn,, 1] and vy, & Iu;, v;;]. Because uy,u; € V(G) so for u, € I[u, u;]
causes u, € V(7), so vy € I[uy,u;]. Therefore, v,y & I[vyn,, v;]. Because v, €
i [vn, vi,-] and v;, € I[vy,,, V] so v;j is not strong resolver of a pair of vertices
V1n, V21, SO a pair of vertices v;,,, V2, does not have strong resolver in V(H;) with
i € {34, ...,n,} and so a pair of vertices v,,,, v;; does not have strong resolver in 5.
Because a pair of vertices v,,,, V2, does not have strong resolver in §,, di V(H;), or
in V(H;) with i € (3,4, ...,n,}, . Thus, v,,,, v;; also docs not have strong resolver in S°.

Therefore, S’ is not strong resotving set.

According to case (i) and (ii)), it is obtained that a S'SV(GOH) with

[S'l = IS| — 1 is not strong set resolving set of GOH graph. Because S’ is not strong resolving
set of GOH graph, so according to Lemma 2.3, 5" € V(GOH) with |S"] < |S’|is also not strong
resolving set of GOH graph. So, § is strong basis of GOH graph and dim,(GOH) =
V(6 - DIV(H)| + dims(H). =

Corollary 2.5 Let G, H be a connected graph of order at least nvo. so

dimg(GO*H) = (IV(GO*'H)| - V)IV(H)| + dim(H).
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Proof. Let G, H be a connected graph of order at lcast two and G' = GO* 'H, so (GO*H) =
G'GH. According to Theorem 2.4, which states that dim,(G'OH) = (IV(G")| - )|V(H)| +
dimg(H),so dim(GO"H) = (JV(GO*'H)| - DIV(H)| + dim,(H). =

3. Laocal Metric Dimension of a2 Graph
Asetof W € V{G) with W # @ is called as local strong resolving set of graph G if every
two adjacent vertices in G, it has strong resolver in W. Local strong resolving set of G with
minimum cardinality is called as local strong basis of G gicph. The cardinality of local strong
basis of graph G is called as local strong metric dimension of G graph, denoted by dim(G).
Local strong metric dimension of ccrtain graphs is presented below, those graphs are path
graph P, cycle graph C,,. star graph S,,, and complete graph K, to obtain the charactcrization of

graph with certain local strong metric dimension.

Theorem 3.1 dimgy(P,) = 1.
Proof. Suppose V(P,) = {v;|li = 1,2,...,n}, E(R,) = {vjvi;,1li = 1,2,...,n — 1}, P, graph has
path of vy, vy, ..., Vp-y, Uy and S = {v,| degv, = 1} is selected.

It is proven that S is local strong resolver of £, graph. Two adjacent vertices vy, V;4q €
V(B,), vivis; EE(P) withi = 1,2,...,n — 1 are taken, so v; €
I[vy, v;44] therefore v, is strong resolver of vertices vy, v, € V(B,). Hence, S is local strong
resolving sct of B, graph.

Local strong‘ resolv{ng set of a graph is not possible to be empty set, so set S is local strong
resolving set with minimum cardinality thercfore S is local strong basis of P, graph. Thus,

dimsl(Pn) =1.m

1 if niseven
2 ifnisodd

Proof. Suppose C, graph has order n so there are two possibilities which are; n is even number

Theorem 3.2 dimy(C,) = [

or n is odd number.
Case 1. Foreven n whichisn = 2k, k = 2.

Suppose V(C,) = {w;. v;li = 1,2, ...k} and
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E(C,) = {wityer, UeVi, Vv uumli=12,..,k—1}, C, graph has cycle of
Uy, Up, oo Upmq, gy Vgey Vg ys -, V1, Ug and § = {uq ] is selected. It is proven that S is local strong
resolver of C,, graph. Two adjacent vertices of u, v € V(C,,), uv € E(C,) are taken, so there are
four possible pairs which are () u = u;, v =y, for i € {1,2, ...,k =1}, (Y u=u,, v =1y,
(liDu=v,v=v,, for i€{1,2,..,k—1}, and (iv) u =u,, v = v,. Furthermore, it is
shown that every possible pair of vertices has strong resolver in S.
() w,uq €V(C,) with i €{1,2,..,k— 1} is taken, so u; € I{u,,u;44] therefore u, is
strong resclver of a pair of vertices u;, u;4q € V(Cy,).
()  wugv, € V(C,) is taken, so uy € I[uy, vy ] therefore u, is strong resolver of a pair of
vertices uy, V.
(il)) v;, v € V(C,) withi € {1,2, ...,k — 1} is taken, so v; € I[u,, v;4,] therefore u, is strung
resolver of a pair of vertices v;, v;,, € V(Cy).
(iv) u,,v, € V(C,) is taken, so uy € I{u,,v] therefore u, is strong resolver of a pair of
vertices Uy, V4.
Based on the explanation above, u, is strong resolver for every posrible adjacent pair of
vertices in C,,, 50 S is local strong resolving set of C,, graph. Local strong resolving set of a graph
is not possible to be an empty set. <o S is local strong resolving set with minimum cardinality,

thercfore S is local strong basis of C,, graph. Thus, dimgy(C,) = 1 is for even n.

Case 2. Forodd n, whichisn =2k +1, k=1
Suppose V(C,) = {w,u;, v;li = 1,2, ..., k} and

E(C,) = {wuy, Uiltjeq, UpVy, ViVigiWli=12,..,k—1}, C, graph has cycle of
W, Uy, Uz, coey Upmq, U,y Vg, V=1, -, V1, W and S = {w, 1} is taken. It is proven that S is local
strong resolving set of €, graph with odd n. Two adjacent vertices u, v € V(C,), uv € E(C,) are
taken. so there are five possible pairs which are (Du=w, v=1u,, ((Du=1u;, v=1u,
i€{12,...k-1}, (iDu=wy,v=v, (Vu=y,v=vy, i€{l2.,k—1} and
(v) u = v;, v =w. Furthermore, it is shown that every possiblc pair of vertices has strong
resolver §.

(1)  uy,w € V(C,) is taken, so w € I{u,, w] therefore w is strong resolver of a pair of vertices

u,,w e V(C,).
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(i) uyugyy €V(C,) withi € {1,2, ...,k — 1} is taken, so u; € /{w, u;,,] therefore w is strong
resolver of a pair of vertices u;, u;,, € V(Cyp).

(il uy, v €V(C,) is taken, so uy € I[uy, vi] therefore u, is strong resolver of a pair of
vertices Uy, v, € V(Cp).

(iv) vy, v EV(C,) with i € {1,2,...,k — 1} is taken, so »; € I[w,v;,,] therefore w is strong
resolver of a pair of vertices v;, v;4, € V(C,).

(v) vy, w€V((C,) is taken, so w € I[v,,w] therefore w is strong resolver of a pair of vertices
v, w € V(Cy).
According to the explanation above, it is obtained that every two adjacent vertices in C,

can be strong resolved by vertex w or vertex u,, so S is local strong resolving set of C, graph.
Furthermore, it is shown that S is miniinum local strong resolving set. S’ € V(C,,) with

IS’ < S is taken, so S’ is singleton. Because C, is cycle graph with order odd n, therefore there

are two adjacent vertices which each of them has distance of -"—;1 to s € S'. Without losing the

generality of proot, S’ = {w} is selected. Therefore, d(uy, w) = d(v,,w) = k so according to

Lemma 2.1, w is not strong resolver of vertices uy, vy. Thus, a pair of vertices u,, v, does not

have strong resolver in S’ and S’ is not local strong resolving set of C, graph. Thus, S is

minimum local strong resolving set or local strong basis of C,, graph and dim(C,) = 2 for odd

n A

Theorem 3.3 dimgy(S,) = 1. . )
Proof. Suppose V(S,) = {v;li = 1,2,...,n}, E(Sp) = {v,vili=1,2,...,n ~ 1} and
W = {v,} are taken. Two adjacent vertices v,, v; € V(S,) with i = 1,2,...,n — 1 are taken, so
v, € I[v,,v;] therefore v, is strong resolver of vertices v,, v;. Hence, W is local strong
resolving sct of S, graph.

Local strong resolving set of a graph is not possible to be an empty set, so W is local strong
resolving set with minimum cardinality therefore W is local strong basis of S, graph. Thus.

dimsl(sn) = 1- .

Theorem 3.4 dimy(K,) =n—1withn > 2,
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Proof. Suppose V(K,) ={vli=12,..,n}, EK,) ={vv;|i#jandi,j=12..,n}
and § = {y;li = 1,2, ...,n - 1} are taken. Two adjacent vertices of v;, v; € V(K,,) with i # j and
i =1,2,...,n are taken, so v; € § or v; € S therefore'v; € I|v;, v;] or v; € 1[vy, vy
Thus, every two vertices in K,, graph has strong resolver in S and S is local strong resolving set
of K,, graph.

Furthermore, it is shown that S is minimum local strong resolving set S’ € V(K,) with
IS'] < S is taken so there are two vertices in K,; graph which are not a member of §’. for
example v and v. s € S’ is takzn, so d(u,s) = d(v,s) = 1 therefore according to Leraima 2.1, s
is not strong resolver of vertices 1,v. Hence, a pair of vertices u,v does not have strong resolver
in $' and S’ is not local strong resotving set of K, graph. Thus, S is local strong basis of K,
graph and dimgy(K,)=n—1. =

The characterization of graph with certain local strong metric dimension is presented
below.
Theorem 3.5. Let G be a connected graph of order n = 2, so
i dimy(G) = 1ifand only if G is bipartite graph
ii dimg(G)=n—1ifandonlyifG =K,
Proof. Lct G be a connected graph of ordern = 2
(1)) (<) Suppose G is bipartite graph with V(G) is partitioned to be V; #¢ and

V, # ¢ also § = {u} with u € V, is selected. x,y € V(G) with xy € E(G) is taken, so

x€V,yeV,ory €V, x €V, Because G is a connected graph and xy € E(G) so there is

the shortest path x —u and the shortest path y —u with d(x,u) < d(y,u) or d(y,u) <

d{(x,u). According to Lemma 2.2, it is obtained x € I[y,u] or y € I[x,u] so u is strong

resolver of vertices x, y. Therefore, S is local strong resolving set of G graph.

Local strong resolving set of a graph is not possible to be an empty set, so S is local strong
resolving set with minimum cardinality thercforc S is local strong basis of G graph. Thus,
dimuy(G) = 1.

(=) Suppose dimy(G) =1 and if G is not bipartite graph, so there are v,,v, € Vi,
Uy, Uz u €V, with vy, vu; € E(G) and w u, € E(G) therefore an odd cycle of
Uy, Uz, U, ..., Vg, Uy, Uy is  formed. According to Theorem 3.2, so dimg(G) = 2.

This contradicts with dimg(G) = 1. Thus, G is bipartite graph.
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(i) (<) Suppose G = K,,, so according to Theorem 3.4 dimy(G) =n— 1.
(=)If dimy(G) =n—1 and G = K,,, there are u,v € V(C) with uv € E(G). Because
uv € E(G)so degu<n-—2 and degv <n—2 therefore V(G)—{u,v} is local strong

resolving sci of G graph. This contradicts with dimg(G) =n—-1. m

4. Local Strong Metric Dimension of Operation Graph of Corona Order-k Product
The theorem of local strong metric dimension of operation graph of corona order-k product

is presented below.

Theorem 4.1 Let G,H be a connected graph of order n, and n,, so dimy(GOH) =
V(&) dimg (H).

Proof. Suppose V(G) = {ii = 1,2, ..,ny}, V(H) = {wili = 1,2,...,n,), H; is a copy of H

graph order-i with {=12,..,n, V(H) = {vy]j = 1.2, ..., n,} and

E(GOH) = E(G) U, EC(H) U {wvy; | w; € V(G), vi; € V(H)). Suppose dimg(H) =k

and S; = {v;j|j = 1.2, ..., k} are local strong basis of H; graph. S = Uz, S; is selected.

Two adjacent vertices x,y € V(GOH), xy € E(GOH) is taken. There are three possible
pairs of vertices, which are (i) x,y € V(G), (ii) x € V(G) y € V(H;), and (iii) x,y € V(H;).
Furthermore, it is shown that every possible pair has strong resolver in S.

(i) If x,y €V(G) so there are i,j € {1,2,...,n,} with i # j therefore x =u; and y = u;.
vy €S is sclected. Because u; € /[y, v;y] so v, is strong resolver of vertices uy, u;.
Therefore, a pair of vertices u;, u; has strong resolver S.

(i) If x € V(G) and y € V(H;) with xy € E(GOH) so there are i€ {12,..,ny}, jE
{1.2,.. ,n;} therefore x = y; and y = v;;. Uy € S withm # i, m € {1,2, ..., n,} is selected.
Because u; € /{v;j, V1] $0O vy, is strong resolver of vertices u;, v;;. Therefore, a pair of
vertices u;, v;; has strong resolver in S.

(iii) If x,y € V(H;) so there are j,m € {1,2, ...,n;} with j # m therefore x = v;; and y = vj,.
Because S; is local strong basis of H; graph, there is v € S; which is strong resolver of a pair
of vertices vy, viyn. Because S; € S maka pasangan titik v;;, vy, also has local strong

resolverin S.
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Bascd on the cxplanation above, § is local strong resolving set. Furthermore, it is shown that
§ is minimum local strong resolving set. S’ € V(GOH) with |S'| < |S|is taken, so there is
x €S; with i € {1,2,..,1,} and x & S’ which result in WES;, WcS with |W|<|S].
Becausc S; is local strong basis of H; graph and |W| < |S;| so W is not local strong resolving set
of H; graph and there are two vertices v;,, v;, € V(H;) which do not have strong resolver in W.

Moreover, it is shown that v, v;,, also do not have strong resolver in 5. v€ S’ \ W i»
taken, so d(viy, V) = d(vty, v) therefore according to Lemma 2.1, v us not strong resolver of
vertices Vi, Uiy, and a pair of vertices vy, v;, docs not have strong resolver iz 5’ \ W. Because
Vix, Viy do not have strong resotver in W and also S' \ W so §' is not local stroag resolving set
of GOH graph. Thus, S is local strong basis of GOH ygraph and
dimy(GOH) = |V(G)|.dimg(H). =

Corollary 4.2 Let G, H be a connected graph of order at least two, so
dimy(GO*H) = |V(GO* H)|.dimg (H).

Proof. Let G,H be a connected graph of order at least two and G' = GO*1H, so
(GO*H) = G'OH. According  to Theorem 4.1 which states that
dimg(G'OH) = |V(G")|dimg(H) thus it is obtained

dimg,(COXH) = |V(GO* 1 H)|dimy, (H). m
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Suggestion
Inspired by the resecarch done by Susilowati, er. al. [13] and Susilowati, e. al. [14], this
rescarch can be continued to find the commutative characterization of corona operation through

strong metric dimension or local strong metric dimension.
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