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Teori integrasi |Dbiasanva dikembaugkan dengan melibatkan
epsilon delta. Dengan demikian maksa dengan mempelajari  teord

integral selalu meilibatkan suatu kesimetrian terhadap suatu titik
tertentu. Jika sitfat kesimetrian ini dapat dibilangkan maka akan
diperoleh suatu pengertian baru dari  suatu integrai tanna
melibatkan epsilon delta. Pendelinisian hbaru  inl  mempunyai
syarat yang lebih lemah dibandinrkainn deogan pendefinisian yaug
sebelumnya.

Permasalahan penelitian init adalah mencari definisi  untuk
integral pada interval tertutup [a,b}], kemudian dicari sifat-sifat
dasarnya dan mencari hubungan antara integral ini dengan integral
sebelumnya.

Pendefinisian integrai tanpa epsilon delta ini dikembangkan

dari suatu koleksi interval terbuka ¥ = {I =(u,v) |« = (u,v)} dan

Fla,b] = {I | = « f{a,b]}. Dari koleksi interval di atas dibangun

M

suatu partisi dan dari partisi ini selanjutnya dibuat definisi in-
tegral tanpa epsilon delta pada [a,Db].

Integral tanpa epsilon delta ini selanjutnya juga memenuhi
sitat-sifat yang terdapat pada integral schbelumnya dan lebih jauh
ditemukan bahwa fungsi yang terintegral Henstock juga terintegral
tanpa epsilon delta.

Dengan didefinisikannya integral tanpa cpsilon delta ini,
maka kita mempunyai suatu alternatif lajn dalam mengkaji teori in-
tegral.

i
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1.1. Latar Belakang Penelitian

Teori integral merupakan salah satu cabang matematika yang
termasuk dalam kelompok analisis dan banyak diterapkan dalam ca-
bang-cabang ilmu lainnya. Seperti pada cabang ilmu lain, teori
integral juga berkembang baik dari segi teori maupun dari segi
pemakaiannya. Dari segi teori, peneliti teori integral disamping
mengkaji sifat-sifat integral yang sudah ada juga berusaha untuk
mendapatkan definisi integral dengan syarat lebih lemah
dibandingkan dengan pendefinisian integral yang ada pada saat ini.

Dalam teori integral dikenal dua cara pendefinisian integral,
yaitu pendefinisian secara deskriptif dan pendefinisian secara
konstruktif. Untuk tujuan pemakaian pendefinisian integral secara
deskriptif kurang menguntungkan. Hal ini disebabkan fungsi vyang
akan diintegralkan dengan integral yang disusun secara deskriptif
harus memenuhi k;iteria tertentu, dan untuk menentukan apakah sua-
tu fungsi memenuhi kriteria tersebut biasanya tidaklah mudah.
Mungkin dengan alasan inilah peneliti integral mencari alternatif

lain untuk mengatasi kemacetan pengembangan teori integral pada

umumnya dan pemakaian integral pada khususnya. Alternatif lain
itu adalah mendefinisikan integral secara konstruktif. Dengan de—
mikian dapat dimengerti mengapa perkembangan teori integral yang

1
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disusun secara kKonstuk{if relatif lebih pesat.
IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

Sejak abad ke 17, yaitu awal mula perkembangan teori in-
tegral,integral yang didefinisikan secara konstruktif selalu meli-
batkan konsep epsilon delta. Akibatnyva, dalam teori integral sela-
lu melibatkan kesimetrian terhadap suatu titik tertentu. Jika ke-
simetrian ini bisa dihilangkan,maka akan didapatkan suatu definisi
integral tanpa melibatkan epsilon delta dan tentu saja definisi
infegral yang baru ini mempunyai persyaratan yang lebih lemah dari
pada persyaratan pada definisi integral sebelumnya.

Dari uraian di atas kami tertarik untuk mengkaji integral

tanpa epsilon delta, dalam hal ini dibatasi pada interval tertutup

{a,bl.

1.2, Rumysan Masalah
Permasalahan penelitian ini adaiah
1. Bagaimana nmendefinisikan integral tanpa epsilon delta pada
interval tertutup [a,b] (integral ini disebut integral mulus
pada f{a,b]) 7
2. Sifat-sifat dasar apakah yang dipenuhi oleh integral ini 7

3. Bagaimana hubungan integral ini dengan integral scbelumnya 7

1.3. Tujuan dan Manfaat Penelitian

Tujuan Penelitian ini adalah untuk
1. menyusun integral mulus pada interval tertutup [a,b].

2. mencari sifat-sifat penting dari integral mulus. Diharapkan si-

2
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3.

fat yang berlaku pada inteogral lengan pendetfirnisian scehelumnya
IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

juga berlaku pada integral mulus.

mencari hubungan anlara integral 1ni dan  inteeral vang telah

ada sebelumnya. Hubungan yang dimaksudkan di sini adalah apa-

kah fungsi vang terintegral dengan detfinisi integral sebelumnya

juga terintegral mulus atau sebaliknya apakah fungsi vang te-—

rintegral mulus juga ‘terintegral dengan definisi integral

sebelumnya.

3
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TIA LALIAN DIICT A
FARWMSIAAAAIN 1 g b M

Dalam literatur baku analisis seperti pada Celidze  {(1989).
Henstock (1988), Peng Yee (1989)., dan lain-lain serta dalam pene-
litian analisis seperti pada Cao (1992), Soeparna (1991), dan la-
in- lain pendefinisian integral sccara konstuktif selalu melibat-
kan epsilon delta. Sebagai contoh adalah  pendefinisian integral

Henstock-Kurzweil yang diberikan di bawah ini :

Fungsi t : [a,b] —> X dikatakan terintegral

Henstock-Kurzweill pada [a,b] jika ada bilangan

X by

A = (R jJ f(x)dx sehingga untuk setiap bilangan = > 0
)
ada fungsi hernilai positif & : [a,b] -~ R sehingga

untuk sctiiap partisi--

D= (fu,vl;x) = {a=a_,a_ , a_.....4 =bix . X , ...,X }
dengan
Mo- oo(n ) Ca X a < X - (x )
berlaku
b 4 b
[DZE(x) (veu) - (RS F{x)dx| =
X a . D
L oaf(x )(a —a ) -~ (R )qu(x)dxi <
i B i L= ¢

Pada tahun 1994 Imam, telah berhasil menyusun konsep topologi
non epsilon delta pada sistem bilangan real. Pada tahun yang sama
Imam, juga berhasilrmenyusun kalkulus non epsilen delta, pada
pene~ litian ini konsep vyang diberikan adalah mengenai konsep

limit fungsi, kekontinyuan fungsi, dan turunan fungsi.

il
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Untuk menyelesaikan masalah penclitian ini diperlukan lang~

kah—-langkah sebagal berikut

1.

Mengumpulkan iliteratur vang ada hubungannya dengan permasa—
lahan penelitian ini.
Menentukan konsep topologi-ns>, konsep kekontinyuan-n=<, dan
konsep turunan-rn:<> pada sistem bilangan real yang diperlukan
untuk menyusun detinisi integral mulus dan dalam mencari si-
fat-sifat integral mulus ini.
Membangun koleksi interval schagai berikut

“la,bl = {I}:: o Tavb]y .

Melaluli koleksi interval ini disusun partisi

P = {aﬁaa,an,aﬁ,...,ammb PN X s....X )
dengan
u < oa “x voa (v, IX = (u ,v )
untuk setiap i, dan [a,b] = 1

Melalui #{a,b] dan partisi di atas selanjutnya disusun in-
tegral mulus pada interval [a,b].

Mencari sifat-sifat penting dari integral mulus,

Mencari hubunéan antara integral mulus dengan integral yang

]

ada sebelumnya.

S
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[ Y
DAD I '!f

CITRAT A A AL A
PLMIAATAN
4.1. Konsep Topologi Non Epsilon Delta boda Siolen Bilangan Eeai
Diketahui R merupakan sistem bilangan real, [ = (u,v) dengan
= < I , % merupakan koleksi semua I , dan semua himpunan vyang
b4 N

dibicarakan dalam baly ini adalal himpunan bagian dari K.

4.1.1. Titik-linmit dan Titik-dalaa
Definisi 4.1, :
+ e K, titik-limit poo Cdibaca @ non epsilon deltad  hiwpunan A,

Jita untuk setiap I - helake o A

Teorema 4.2,

»=RK merupakan titik=limit poo himpunan A jlka  dan hanya  jika
titik=-limit himpunan A.

Bukti : Ambil sebarang ©  titik—limit on-: himpunan A dan z25>0.
Dengan memilih Ix = N:(z),maka N{(x) A - {#} #©, Oleh karena
itu x merupakan titik-limit himpunan A. Sebaliknya ambil sebarang

= titik-limit lhimpunan A dan I = ¢ . Misalkan I =(u,v) dan

%
A

e=min{x—~u,v-x} ,maka ©F N ()A-{x)} 1 SA-{=}. Sehingga i
merupakan titik-limit n-3& himpunan A'%

)
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Teorema 4.3, 1
IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

Setiap himpunan berhingga tidak mempunyal titik-limit ns=é,

Bukti ¢ Ambil sebarang A  himpunan  berhingga.Jadi A dapat
dituliskan sebagai A = {ai,ad,...,ah} dengan aL < aL#i, L=, oo,
....m-1. Selanjutnya ambil sebarang = < R, akan ditunjukkan bahwa
v bukan titik-limit n > himpunan A. Maka terdapat tiga kemungkinan
,yaitu x(&L untuk setiap .+, ::>aL untuk setiap ., dan ada
v {1,z,....n} sehingga a < oa < a - Jika = < a. untuk setiap
v, maka dipilih u < = dan - <v< 2 . untuk setiap < . Jika = > a
untuk setiap v, maka dipilih x>u>al untuk setiap .. dan v > ¥,
Sedangkan jika ada + = {:,z.....n} sehingga a = L a maka
dipilih a <u o= a jika a Cwoataua <Cu Ca jika a =

dan u < v < aL+1.Dengan memi lih IJ=(u.vj. maka Ix A - ) o= 0,

Oleh karena itu « bukan titik-limit ncd dari himpunan A.@

Akibat 4.4, :

1

Jika A mempunyail titiweliait po, maka A Lak berhingga.

Teorema 4.5. @

Jika » titik-limit pn=d  hiwpunan 4, mzka unbtuk setiap I & ¢

berlaku I A tak berhingga.

Bukti : Andaikan » titik=limit n:< himpunan A dan ada IU sehingga

po

I ™ A berhingga.Jadi I M A dapat dituliskan sebagai
“.I A = {a .a_ ..... a },
dengan a < a (v = 1.2z....,n-2}). Maka terdapat tiga kemungkinan
L Lo+l
7
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»yaitu = < a untuk sellpp, o udviksmadAiices etiap +.  dan  ada

L€ {t,2,....n) sehingga a T o < a . Jika & < a untuk setiap
v, maka dipilih ud« dan =+ < v < a , untuk setiap .. Jika =« > a
i L

untuk setiap i, maka dipilibh » > u >a untuk setiap ., dan Vv > x.

Sedangkan jika ada . = {:.:z. ... .~} sehingga a = x < a , maka

1 1+ 1

dipilih a < u = a jika a < = atau a < u < a jika a = x
vl 1 R L . L

Pt 4
L

dan u < v < a - Dengan memilih Ii=(u,v).maka I'mA-{«} = ©. Oleh

karena itu « bukan titik-limit n<% dari bimpunan A. Keontradiksi.B

o

Detinisi 4.6. :
x &€ R disebut titik-dalam p:o himpunan A, tika ada [ <= 3

sehingga L o Al

titik~dalam nod hinpunan & jiks dan hanyo jlka titik-dalan
himpunan A.
Bukti : Ambil sebarang = titik-dalam nz2 himpunan A, maka ada
IX c::él"'x sehingga I.\,_ CAGMIsalkan I:{ =(u,v) dan o=min{«=-u,v-x}, maka

No(x) < I < A. Sehingga = merupakan titik-dalam himpunan A.
Sebaliknya ambil sebarang =« titik—dalam himpunan A, maka ada
Jd_(x), sehingga N_(:)ZA. Dengan mengambil I =N (+)., maka I( Z AL

Sehingga » merupakan titik~dalam n:2 dari himpunan A.E

8
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4.1.2. Himpunan Terbuob o don Himponen ot ot o
IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

Detinisi 4.3. @

A disebut himpunan tecbuka oo, §iia setinge anbrpgot
titik=-dalam noo hinmpunan A,
Dari definisi 4.8, dan teorema 1.7. diperoleh

L

feorema 4.9, :

A himpunan terbuka psc

Definisi 4.10.

0o

attya

jika dan hanya Jika A himpunan terbuka.

A himpunan tertubup nof, jika setiap Litik-liadt
termuat dalam A,
Dengan teorema 4.2. dan definisi 4.10. diperoleh

Teorema 4.11.

L]

A himpunan tertutup n.d jika dai: haurva jlka A

tertutup.

.y

Teorema 4.12.
A himpunan terbuka no jika doan hanya jika A
ned.

Bukti :

himpunan A . Karena titik=limit <  himpunan

setiap 1 = # , berlaku I A ={n ) »oO,

merupakan himpunan baglian dari A, Oleb

9
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himpunan

Ambil sebarang A himpunan terhuka n:d dan x

Sehingga I

Larcna

himpunan

mzripakan

himpunan
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titiklimit ncd

Mohammad Imam Utoyo
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titik-dalam n<% himpunan A. Karena A terbuka n-o, maka = =2 A atau
) IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA
= A . Jadi A merupakan himpunan tertutup 2. Sebaliknya ambil

By

sebarang A himpunan tertutup oo Jdan 2 & A, Karena = & A", maka
bukan titik-limit n5 himpunan AT Sehingga ada I « + , sehingga
I AT~ {x} = 0. Karena » = 1 ™ A7, maka I = AT = O, Sehingga

IY <~ A, Oleh karena itu » merupakan titik-dalam =< himpunan A.

Dengan demikian A merupakan himpunan terbuka n;5.E

Akibat 4.13. :
A himpunan tertubtigp pol Jika sddan hanya jira A Bidmanan terboea

nco.

lTeorema 4.14. :

Misalkan B.C R,

{AL : AL hinpunan lerbuka no0 wnlux setiap o = B
dan
{CL : (a himpunan tertuluap nzo untuk setiap » = Br,
maka 3
Cid. ULEB AL merupakan himpunan terbuka pso
(iid. . € wmerupakan himpunan tertutup npsd
LB
_Bukti t (i), Ambil sebarang x ¢ L A maka ada . = B sehingga

T

v = A .Karena A merupakan himpunan terbuka n=fd, maka ada I =%
L - I

b

sehingga I 2 A < i B A . Uleh ltarena itu B A nerupakan
X 1 Lo N LR =4 .

himpunan terbuka n<s.

(ii). Karena {N B C }C = il B ¢, maka dengan (i) dan aki
[ 1 Lofr L

10
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bat 4.14. diperoleh m _ C merupakan hinpunan tertutup n;b.g
" “fBPERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA '

Teorems 4.15. @

Unituk n = N, misalkan <A : A ,: .5 », hiwmpunan terbuka nood,
dan 1€ ¢ O .1 o3 0 himpunan ten tatup poor. maka 2
1 L
iz, 0 A weerupakan himpunan ter bukas poo
L =1 L
- Al - . .
iid. v C  merupakan himpunan tertutup noo,
v =1 L
Bukti ¢ (i). Ambil seharang » = A ,maka untuk setiap -+,
T

o

. . A 1 y
berlaku = = A . Karena A himpunan terbuka n:so, maka ada 1 = %

o

sehingga Iv < AL' Dengan memilih I = HTAA I:, maka

n . o . - -
I <« nL 1A_.Sehxngga ™ A merupakan himpunan terbuka nsd.
b4 = 1 . ¥ L

(ii). Karena {<_ C} =." . maka dengan (i) dan akibat

=1 v o=

. T ; .
4.13. diperolch v C merupakan himpunan tertutup na%.ﬂ

_—
- i

Teorema 4.1f, :

Setiap himpunan terbuka nod merupakan gabungan  beberapa Ix 7ang
saling asing dan paling banyak Lerhituny.

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbuka n:=¢, Untuk setiap
x < A, dipilih IM = Hy terbesar schingga I_\< <A Selanjutnya. akan

ditunjukkan bahwa untuk setiap =, v = A, dengan =« # +, Dberlaku

I N1 =0 atau I =1 . Jika I I =0, maka ada
% v ™ v :-'.

I 1 memuat x dan v. Oleh karena itu

X A%

z €1 ™1 .Sehingga 1
X v ot

dengan pemilihan I\ dan I diperoleh I =1 =1 .Selanjutnya dari
S Y B 3 o

7

pengambilan I diperoleh A=uw 1, dengan setiap Iy saling

asing satu dengan vang lainnya.. Untuk membuktikan bahwa {1'}

11
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pad e banyak terhi g pegbystai ONvERSITas ARURWBEA! (0 = (0 0
I }. Karena G © Q, dan Q terhitung , maka {1"} paling banyak

terhitung E

| MILIK |
PERPUSTAKAAN
4.1.3. Penutup Suatu Himpunan UNIVERSITAS AIRLANGG A
SURABAYA

Definisi 4.17. 3
Himpunan A disebut :

(id. lerbatas, jika untuk setiap » <« Roada I < # sehingga A <

I
(i1). terbatas ke atas, jika ada x = KR schingga A < (-, ).
i11). terbatas ke bawah, jika ada x = R sehingga A < (»,ad.

Pefinisi 4,18, @

Jika A7 menyatakan hiwpunan semua titik-limit p=é himpunan A, maka

penutup himpunan A adalah himpunan A = A U A’
[eoiema 4.19.

Jika A # © dan terbatas, maka sup A = A dan inf A € A,

ik 1 : Ambil sebarang A himpunan terbatas n:s¢&, Misalkan o« = sup A

dan %+ = inf A.Jika = = A, maka untuk setiap I =% , berlaku
a Lol
I M\ = {2} # O, Sehingga « = A', Sedangkan jika b=A, maka untuk

setiap I]- oy, ILnA = (b} # O, Sehingga - = A'.Ja di a,b & i\ﬁ

Iy i

Feorema 4. 200 ¢
Untuuk setiap A < R, A tertutup n=d.

Bukti : Ambil sebarang « = A, maka « = A' dan x & A. Oleh karena

12
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itu ada IH‘E '”(:;-: . SEhing%!PEkPU}STQKAzNU%WE&S%L\%Q&&KE&AE‘ dari teorema 4.5.

Iw tidak memuat titik-limit rn.< himpunan A, sehingga I & A' = €,
Oleh karena itu I 7 A = O, Dengan demikian I = A . Jadi A

o

terbuka n<’ atau A tertutup n.“-g

4.1.4, Himpunan Kompak
Definisi 4.21.
Keluarga himpunan terbuka np.3, <G 3, sdisebul selinut  terbuka nped

himpunan A, jika A £ U 6.
T

Definisi d.¢c2. :
A disebut himpunan kompak n:>,  jika setiap selimut terbuka neéd
himpunan A memuat sub bagian berhingga yang menyelimuti A, Sub

bagian tersebut disebul sub selimut berhingga himpunan A.

Teorema 4.:23.

Himpunan bagian tertutup nod dari himpunan kompak paeo merupakan
himpunan kompak nod,

Bukti ¢ Ambil sebarang A himpunan kompak n:so dan B sebarang
himpunan bagian tertutup =2 dari himpunan A. Ambil sebarang {Gﬁ}
selimut terbuka nc® himpunan B. Karena B himpunan tertutup n=é,
maka B himpunan terbuka ns<. Sehingga {GQ}U{BL} merupakan selimut

terbuka ncd dari himpunan A.Karena A himpunan kompak n<, maka ada

sub selimut berhingga {Gﬁ D1 %X »} vang memuat A. Selanjutnya

1

13
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RS G IR-PERPUBTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA ' | ™
sab solimut berhinges dari (G . Sedoanegkan jika B
unoca {u : Fonerupakan sub osefimut berhingga
(HEch karens 1tu B omecupakan homprvaan kompak oo

; 0 T B

datr untvk et Moo { shistrean |
FERNE- H shoars ] prat il ; ot
"
L b f
ic:t o Rarena untuk sctiap o0 Nooa b odana - b,
levbctas ke atas don 00 N} terbatlas ke bawal.
;o= owupda Nt dan b ind{h - N}y ada. Karena
: 1

N, oA b maka L. sSehinegga dengan pendeling
diperoleh untuk setiap N, & o3 i+ b Oleh ka
: I
S REAIRTE B Lompiak g
i ¢ Ambil scbarang @ - R dan I = Andaikan I
nooo0 Misalkan I = fu.v) dan (G} merupakan selimut
r1 I = [u,v] vang  tidak memiliki sub  selilmut
penvelimuti T o= fu.v]. Misalkan - (u.v) dengan

LAPORAN PENELITIAN l .'}ntegral Non Epsilon ...

{B } merupakan
{G 3,
davi (G},
i

maka {a . N}
Sehingga

[ el

untuk

setiap

sian a dan o

rena ilu [a,b]

tidak kompak
terbuka n.oo da-
berhingega vang

merupakan

Mohammad Imam Utoyo



bilangan rasional, makﬁ$€@ﬁﬁﬂ@ﬁmwaﬁ&ﬁAghﬂuwégﬂl salah satu dari

[u.yl] dan [yl.v] tidak dapat diselimuti oleh sub bagian berhingga

dari {Ga}. Misalkan yang tidak da pat diselimuti adalah [u,yl],

namakan I . Dengan mengambil bilangan rasional +v_= I |, maka
It - b
i 1

IY = fu,v_]Julv_,v ] dan salah satu dari [u,v_] dan [wﬂ.yll tidak
1 ) A2 I £ <

dapat diselimuti oleh sub bagian dari {Gﬂ}. Namakan yang tidak da-

pat diselimuti terse but dengan f, . Selanjutnya proses ini dilan-

jutkan sehingga diperoleh

(a). Untuk setiap .

T

N, T =1
(b). Untuk setiap 1= N, I  tidak dapat diselimuti oleh sub

"bagian dari {G;}.

Misalkan Untuk sctiap .= N, I = {a ,b |, maka dengan teorema
M 1 1
1
4.35. diperoleh ¢« = sup{a : i= N} dan b = inf{b|: 1< N} merupakan
1 B
0
anggota dari T\ . Dari proses pembentukan fﬁ , diperoleh a = b,
e B %
. W “
Selanjutnya karena « = i I, < Iw, maka ada Gw sehingga o & Ga'

Oleh karena itu ada I « # , sedemikian hingga I C Ga' Menurut pen-
o 51

L

definisian « diperoleh ada 1= N se hingga I « I « G,. Hal ini
i L [

bertentangan dengan (b). Jadi fq kompak nzo, H

Teorema 4.26. ¢

A kompak n=d jika dan hanya jika A tertutup nsé dan terbatas neé.

)
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1
YLk r Ambid 5cln:!1':—;1:;.;IR'.REﬁ??ﬁ\-ﬁ%/ﬁ’\lalﬁ\“vlgﬁﬁﬁﬁﬁélR}‘ﬁNGGﬁa:l oo AL Untuk se-

trap A0 dipil:ih i - dan 1 ¢ o sehingga 101 =t Karena
{1 A wmerupakainr sclimut terbuka g0 darl A dan A kowpak oo,
LR N 4 O T, A, oseliingea A Sl .
. . ' b
Dav: pendefinisian | Jdipercich bahwa untuk setiap o ada [
scehingga I 0l =00 Selanjutnyva dipiiih [ = & I , maka
s T
Py o1 ) = 6, Ravena A 1 dan I {0 1 '} =&, maka I <A
i . b | H .

Cleh karena itu A terbuka oo, dengan kata Iain A terbuka -3,
Selsnjutnya karena A -+ I, maka untuk setiap - A, ada ;fi"i
setirnzea AT 0 Olel karenn ifu A terbatas o . Sehaliknva jika A
tevboatas, maks untuk scotiap .- A, ada Ixe 9; sehingga A < IJ. Ka-

rena A tertutup o o0 doe T kompak o o ownka menurut teorema 4,23,

A Kowmpak no

1 1.1 . i«
« 2 | Lt - L - o R
: : £ Qhnrl g itd B i R THI A S PR T B T H AP A ) P Lirilindigad Ll L=l
s . 1 L
ap osub hagian o Ditispannngy g baodal bosong, maka

moooF L

sty r Ambil sebaraneg {K } kKoleksi himpunan kompak n:o, sehingza
s

vt

irtsan setiap sub bagian berhinggannva tidak kosong. Andaikan & R
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= 0, maka K { 2 K} =6. Sehingga K <{ ™ K V. atau Ko K .

| gy IRPERPUSTAKANUNNEééﬁASéﬁ&ANGGA i o
¢ -I.; e

B th(:

Dengan demikian {KL 2 ¥ 5} mevrupakan selimut terbuka nso dari

KQ. Karena K. kompak n=:r, maka ada = ,~ ,....c schingga Kﬁc

i

8] ¥
L K% . Dengan demikian diperoleh X 2{ " K} = 0, Kontradikisi.g
1=1 b"_ 1 i o

Akibat 4.28. @

Jika {K » merupakan koleksi himpunsn  kompak nped dengan K oK
[x] . n [aR
A

untuk setlap n= N, maka N K & O
i

=]
4.2, Barisan Bilangan Real
Dalam bagian ini akan diberikan konsep barisan tanpa

melibatkan epsilon delta.
Definisi 4.29. :
Barisan {pv} dikatakan konvergen poo dalam A, jika ada ¢ & A se-

hingga untuk setiap 1 = 4, ada nceN sehingga p = T untuk setiap
v P g " E

n Eno. Jika {p > konvergen n:2 ke 5, maka dinotasikan dengan

nEd=p ——s p atau pEo-limp = .
I Tt
PR Y

Teorema 4.30. :

nsé=lim p = p jika dan hanya jika lim p = p,
™ n
ree—*a0 [t A

Bukti : Ambil sebarang barisan {p } dengan ngé—limp“= ». Selanjut-
[alemtar JAT

nya ambil! sebarang ¢ > 0, dan dipilih I = N _(r). Karena
p &

17
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o= limp =

=

©v maka adia IRPERRUSTAHAN URINERSTAS AILANGIGA(;: ) untuk setjap

on L Vengan demikian lim p = o, Sebaliknva ambil sebarang barisan

(R

{p } dengan lim p =

[ IR N

I =(u.v) dan ~=min{

schingepa p = N _(#)ol untuk setiap nn . Jadi pio-limp

2y
9

Fieeednds

[T T ST TR HP: IO B AU
Pryoonatlril Ap F bari-an alam A
N
Iz A, nsselim o= oo, dan pedeliwm o pomop’, maka
I i
S s

i s

bart. @ Ambil sebarang {p } barisan dalam A. Misalkan

roo=lim p = dan n o-lim p =

L LEAN

Ambit sebarany I =

Rarena ma=1lim p = . dan n o=-lim p =
T [
IR T .

setian oo, berlaku p oo (._-——1_;_.',\+~—) dan p

v ' o £

itu

n n b o]

Selanjutnya akan dibicarakan tentang barisan

hubungannya dengan kekonvergenan suatu bharisan,

P -

B R 3 3 3y
I A N I SN S |

M

Dari~an {p 2 disebul by isan Canchy jika untuk setrap

LAPORAN PENELITIAN i 8Integral Non Epsilon ...

Selanjutnya ambil sebarang 1

» ', Akan ditunjukkan bahwa

(i ".;' +“) .

misalkan

~=u,v=i}. Maka N () T_. Sehingega ada ada o oo N

[

i
. i

- E
IS -

) = 7 .

3

misalkan I = () dengan => 0 dan * > 0.
", maka n <N sehingga untuk

Oleh karena

Cauchy dan

BEES 1V I
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H B H f i 1 ™ . , T N § - . weab i . !
R = G L) e 2R pERPUSTAKAR UNIVERSITAS AIRLARGGA Hooseldngga unluk

1 l,' H ] - LR 3
i s: i = Lp o=, .
I i e
t ™
o — ST
L S Fhe 3% A
Lok barisan konveroern pfo jika dan hanya jika Ap » 0 bariszan
B - . I
iy,

it f Ambil sebarang  {p }  Dbarisan konvergen &, misalkan
b

konvergen ke ;. Akan ditunjukkan bahwa {p } merupakan barisan

in

Cauchy. Ambil sebarang 1 = & , misalkan I = (-:,t) dengan « > 0

[ [ [

dan o 2 0. RKarena {p } konvergen ke ¢, maka ada s < N sehingga
. ] L !
untuk setiap non , berlaku p =1 =(--
x ¥

w+ =) dengan L=min{-,t }. Oleh

Karena 1tu untuk setiap »,w Zn . berlaku

P =p-p + —-p + p= (D

" T H{ a8

“.p ) = (P —eap FL).

m

Juid p = Ip = (p —=,p + ). Dengan demikian barisan ({p }

mesunakan barisan Cauchy.  Sebaliknya ambil sebarang {p } barisan
M

Canchy maka untuk setiap I = £ , misalkan I = {-=,1) dengan =20
%]

[ o

dan - 20, ada r & N, sehingga untuk setiap n,m 2 o herlaku

& , 7 {p —.p +t ). Oleh karena itv untuk setiap w1 berlaku
s } i Vit £l

p = p ==,p + ). HPengan demikian barisan {p } terbatas. Sehingga
) ;:_‘ 3 fr

ada . = ﬁﬂ. sehingga {p : ~< N} = T'. Misalkan k= {p_t n < om},

i it T il

maka untuk setiap w2 N, berlaku E_Cﬁf Karena untuk setiap ms N,
E konpak dan E ZE , maka menurut teorema 4.27. diperoieh ﬁEwiﬁ.
it i Frrro: 1

19
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. . IR- ERPUSTAKQNlJNI
Rarena untuk setiap ada o - N5

I:.

berl tku untuk setiap

scbaly jlka tidak misalkan

ancgata.

MmIsKan < maka

]

hontradikst:. Misalkan 1':“'—“- ti-1. Se

bahw t barisan {p } konverzen ke

nzan pendetfinisian b . maka ada » ==
ber!aku untuk setiap 0 E o oa—]

schingyr

ERSITAS AIRLA
1 LN

i

G

34 setiap

v

makan o omemuat satu

L L3
21
. I dengan .
Hal ini berarti o= ]o—, -],

Lanjutoya akan ditunjukkan

S, maka de

Ambil sebarang 1
il

N sechingga untuk setiap = n

i

Karena untuk setiap «, pzE

maka untuk setiap . bherlaku p — 1 . Denean demikian
Loo=tim (p —») = 0 atauw npr—lbim p o=
- —E ‘ Sy E: !
T4, Zebkond :
Dalam bagian ini akan dibicarakan tentang kekontinyvuan fungsi
real tanpa melibatkan konsep epsilon delta.  Sehelum membicarakan

tentang kekontinvuan  suatu  fungsi

tentang  pengertian limit fungsi

70
o

yt-sifatnva.

PRI e « ra
FEEREE RERS B B N DU
. L -, A a r-) . t 3 N TR e B oy
ia Tzex. Fozill ok oe Ly o HRCD LILIeA R @by Siisaoid
i
PR IRENEEN . < 1 opa s 3 ioa
shaeer by desiipii sl f L 1
; P Ny am 2 -
i = L Tk E L 1.3
I 1
——
S N 3 boogass oy - 4
o1 owal 3k ;.‘.E' - i . LSS BTRFETE N A
) i

LAPORAN PENELITIAN 7 {tegral Non

terlebih dahulu dibicarakean

tanpa  cepsilon  delta beserta

el Ujprakan

tiv timit psd himpoman D, maka
;
I o ada L o= F sehl ngoa
i i W B
. bt Lk PO b,

Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo




Setelah diberikan definisi limit fungsi nsd, selanjutnya akan
IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

diberikan teorema vang menvatakan keekivalenan definisi limit

fungsi n7¢ dan definisi limit fungsi sebelumnya.

Teorema 4. 35,

ned-lim f{x) = L jika dan hanya jika lim f(x) = L.
X sy X — vy

Bukti : Ambil sebarang fungsi f : Dfﬂ*% R dengan
nEd=~1im f(x) = L.
¥ —— v

Akan ditunjukkan bahwa itim f(x) = L. Ambil sebarang < > 0. Pilih

X —— vy

IL= Ns(L)' maka ada IV sehingga untuk setiap » < I'_r'.Df berlaku

f(x)eIL=NO(L). Misalkan I =(u,v) dan %=min{s-u,v-v}, maka untuk

setiap x& Nm(y)ﬂDf = I_th, berlaku (=) -+ N (L). Dengan kata lain

.""

L, maka akan ditunjukkan

1l

Iim f(x) = L. Sebaliknya jika lim f(x)
X — v g X — v

—

bahwa nzé-1im f({x) = L. Ambil sebarang
X -3

(£ % misalkan I;= (a,b)

dan £ = min {L-a,b-L}, maka ada < > 0, sehingga untuk setiap
¥ € Nﬁ(y)ﬂDf, berlaku

f(n) = NE(L) = IL.

Selanjutnya pilih Iv= Ng(y), maka untuk setiap » = I NnD_, berlaku
! 3 S 4

f

f(x) € I_. Dengan kata lain nsé-lim f(x) = L.§

X — v

L

Syarat perliu dan cukup untuk menentukan apakah suatu fungsi

mempunyai limit fungsi nc<$ diberikan dalam teorema di bawah ini.

21
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Syarat perlu dan CURUP|§H§WUQ&%RHMHE§$QSAﬂﬁ&%%ﬁ limit n=3  suatu

barisan.

Teorema 4.36. :
Misalkan v titik-liwmit noo himpunan Df.

ned=lim f0x> = L jika dan hanya jika poo-lim t0x ) = L untuk se-
¥
X y v T

tiap barisan {(x » dalam Df ,dengan x 7 v, yang konvergen ngd ke v.
r 1A

Bukti : Ambil sebarang fungsi f: ware R dan sebarang v

titik-1limit ns<& himpunan Df. Jika na=1im (%) = L,akan
X

EAEY

ditunjukkan bahwa npso-1lim f{(x ) = L untuk setiap barisan {x }
H8 I8
T 4 U

dalam Df.dengan X # v, vang konvergen nso ke . Ambil sebarang
L}

barisan {x } dalam Df dengan x # . dan n<>~lim x = vy. Selanjutnya
T I 3 i

ambil sebarang ILE QL' Karena n:é-lim f(x) = L, maka ada I < £,

X —r v 4 ’
sehingga x « I M Df berlaku f{:) <« II. Diketahui pula bahwa
N4 "

ned-1im x = v, sehingga ada r = N, sehingga untuksetiap =~ = n
n @]

n —3 W

berlaku x € I . Dengan demikian untuk setiap = = " berlaku f(x )
Y % ) i

~

& IL. Jadi nsé-lim £(x ) = L. Sebaliknyva andaikan untuk setiap
I 4 i.’l"" ‘
barisan {xp} dalam Df dengan x # vy dan nso-lim x = v, bherlaku
i T ™

n -3 0

neé-lim f(xr)=L tetapi ned=-lim f{(x)#L. Karena n<é~lim f(x) # L,
n o — W X — % v X =3y

maka ada I, = ¥ sehingga untuk setiap 1 = # ada x = IymD

L= L v de-

f

ngan X # y dan f(x) = IL' Selanjutnya untuk setiap »= N, pilih
1" =(y—L,y+}) maka ada x <= I nD
T 3! Y

dengan x # y dan f(x ) & 1
v 1 n . n

f L’

22
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IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

Dengan pemilihan x diperoleh barisan {x } dalam Df dengan x
Y ¥ rl

dan m=cé=1lim x = tetapi n=o-=1lim f(x ) # L. Kontradiksi. ﬁ
1 (1 ry —3> (R
Ketunggalan limit fungsi ns¢ diberikan dalam teorema di

hawah ini.

lsorema 4.37. @

ihka n-o=lim 1Cx) ada, waka nilai Liwilnya Luggal.
X ——p
gukts ¢+ Menurut teorema 4.36. dan 4.31. diperoleh bahwa jika

=

n->=lim f(x) ada, maka nilai limitnya 1ll!!3?.ﬂi‘ll-§?j

YW ey

Selanjutnya diberikan syarat cukup untuk menentukan apakah
suatn fungsi tidak mempunyai limit fungsi n:c. Pembuktian dari

teorema ini serupa dengan pembuktian teorcema 4.36.

Fungsi 1 1'3] — R Jdikatakan kontinyu nped pada vy = DI , jika untuk
sellap i“. )& ";1( 3 ada 1 = % sehingga untuk setiap x = Iv;‘al')f
er Lakn Fix) < i“_ oo Jika t kontinyu pada x = I')I, maka t dikata-

kan boniinyu pada D,
i

Rekonvergenan definisi kekontinyuan n:> fungsi dan definisi

kekontinyuan fungsi sebelumnya diberikan dalam teorema di bawah

ini. l MILIK
| PERPUSTAKAAN
UNIVERSITAS AIRLANGGA
SURABAYA
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RL IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

y H R . P N . ;
SLEYUD a0 et i thhay by e rihoe o ey [EPETE PETRN I

[t t Ambii sebarang 1 Df -+ R cdengan 0 kontinyu 2 pada
oo ARkan ditupjukkan bahwa o konfioyu pada - . Ambil  scbarang
g0 Filih If( ) = N (T()), maka zsin 1 S sohingga untuk

[ - : E

sotinp x o2 1 D;‘ berlakn £x) N (F{ ). Misalkan [ = (a,b) dan

aing —aLsh=) 0 maka N‘(~) I:. Doenean demikian uvatubk seliop
X 3,(-}‘Ur berlaku §{x} N {1 { ). Uleh karena ttu ' kontinyu
pada . Sebaliknya jika  kontinyu pada - - Df, maka akan ditun-
idakkon bahwa f o kontinyvu  npofd pada . Awmbil  sebarang
1 Co - i) misalkan 1 Fe) = (a,.h) dan = min {(U( Y—a,b-1(s)}).
Maka ada N; () sehingea untuk setiap x o N;‘(p=)fWE)F berlaku
sy = N“;(r( ) 11_{ " selanjutnya pilih I¥=: Nﬁf(”) . maka untuk
setip x = 1 -Dr hertaku F{xy o [f(,)' Dengan kata lain ' kon-

tinva - pada
Dua svarat periu dan cukup untuk menentukan kekontinyuan sua-

1 fraesi diberibhan padgn dua teorema Jdi hawah ioi.

St i Pt gl Pt l !-,H':";l_l}:,g]; i donerany o B, b bt pyyyas
1 t
el Pk brarrva ik oo eiim o iiwr o= o0},

ety r Ambil sebarang Df~-a R dengan t kontinyu pada v Llitik-

timit n o himpunan DY' Akan ditunjukban bahwa
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1 ~|R:aEﬂﬁUSlT'ﬁl&Aj\‘ UyIV?I?S\I,T’)ﬁS_ AIRLANGGA

N ¥
et osebarang 1 = .. Karena " woutiovu oo pada -, maka
IS L)
il Coseltinrea untuk oseliap ¥ 1 ““Y heriaku o= {E( )

engan demlkian untak soetiap x = I D dengan x. berlaku

PUNY If(_). Oleh Lavena dtu o7 oo~biw Vix)=t( Y.Schaliknva jika
N
o lim (XY = 1), moka untuk setiap 1 S Ao |
. , ‘ ' I Y
. :
schingga untuk setiyp x o [ D dengan x berlaka t(xy - 1. .
o £
Eareaa - -2 Do, maka untuk setiap x - 1 D bLerlaku {(x) -0 [ .
i { ()
Penean kata lain I bontinyu pada Ef
oot oy il o i sl hanyo pian snaiuk el pap bar tean a0 dae
I
Cocderuian oo st iw o m b ok oot LU Y o= bl
‘_Ll:

:oAmbil sebarane fungsi :[)l, K odengan { kontinue n-> pada

coadan ditunjukkan babwa o noo=liw (s ) =0(:) untuk setiap barisan

]

ix ) dalam Df dengnn g o-line x = . Anbit! sebarang barisan {x }

Gaiamn Df dengan 7 -lim x = -, Selanjutnya ambil sebarang

bo,ooos o0 o 0w Rarena oo o-=lim F(x)=f( }., maka ada I = . sehingga
L) Fie) 7 y y

N

L7 Dy berlaka 1( ) = If(-)' Diketahui pula bahwa

rof=1im X = o, sehingega ada o = N, sechingga untuksetiap o = o+
i % o

beriaku x 2= I . Dengan demikian untuk setiap » = » berlaku f(xp)
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fu—

Gich Karenn o URPERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGAS ¢ 1y | j kv apndai kar

- — v

Lo

L]

PO R P - Ty e 1 vy < £ . I ) 1
untu s setian bharisan w ) dalam ]}t_ Gingsn o =-lim KX = -, herlaku

;o= bim f(.‘(_) = 1{ ) ltetapi n-o—=Lim U{x) - ().
I X

Racear i =bim I(x) - (). maka ada Ii‘ S schinraa votuk

)

Sotioap I,_,‘* Toada v 1 Uf dan {(x) 1“ Loselanputnya untuk

-
—_
—

No pilik I = ( - +.- )omaia adn x I :Dj_ dengan 1 (x )

—a

1J\_).lh’n;»;:m pemiiiizan N daperolely ineisan {x } dalanm DI' dengan

s xo= o tetaps e =him U (xy ) L0 ). Rontradikai. -
) vl
’ .
‘. P i
] P S B S LB
. EHE EPRE R Lot : ol bt st Lol berensLal
e P . . PRt AR ook LR e, L i
HES N
: b b o ] Er o P T R R
%
. . : v ] 1 H . .
I8E sioii - C [ A T R IR T O A pravia .,

Selanjutnya akan diberikan sualu teorema  yang menvatakan
Saslotenst fungsi kontinyu no > yang  berhubungan dengan  fungsi

diJiervensiabel,

£ 7 .
Bld e tbre s
I - T L mwenatgavoad b N ii ] { 1) bi ko i
PR g Lol R M U TR AR IR B G N SRS RN DINPEE R RN N P A P Piw e il
. X = .
o N T : 1
B i DIEHISR L i | ¢ SR A A -—= R, :
x ol han s {a by ok e
£
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R N I S x, R
fOx) = () = {x - It €c) dan f (c) = £7{c).
IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

Bukti : Ambil sebarang fungsi f : (a,bh) ---* R. Jika f dapat

diturunkan pada ¢ < (a,b). maka nz<=1lim i{;l:iécl ada dan
X3 C
. e 4. F(x)-1(c . Co
f'(c) = ned~1im —L;l:méwl. Selanjutnya definisikan fungsi
X——3C i}

f : (a,b) —= R dengan

f - f
() = 1) ke v = o
X - C
*
f (x) = {
N
f'(c) , jika x = c.

x
Dengan demikian f kontinyu n:s» dan memenuhi

x b 4
(x = ¢)f (c) dan f (c) = f'(c).

* .
Sebaliknya jika ada fungsit £ : (o,0) --» R vang kKontinyu o

f(x) - f(c)

1l

dan memenuhi f(x) - f(c) = (x — c)f*(c) dan f'(c) = f'(c),

maka

s £(

Ik_‘,(':,-li”} f_g)m.;{,g_c_) (L')
X = cC

»C

: *
ned-1lim  f (x) = f = I'(c).

X——3C X

Dengan demikian { dapat diturunkan pada ¢ = (a,b).l
Hubungan antara fungsi yang dapat diturunkan dengan fungsi

kontinyu n:& dapat dilihat pada teorema di bawah ini.

Teorema 4.44.
Jika f : (a,b) — R terdefferensial pada ¢, maka f kontinyu n:=é

pada c.
Bukti : Karena ¢ titik limit n=é pada interval (a,b) dan
* .
ned=-lim  f(x) = nco—1lim {f(c) + (x—-c)f (c)} = f(c), maka f
X—>c¢C X—=C

kontinu nsé pada c.l

27
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Serari birhen a IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

Di dalam bagian i dibicarakan pengertian dan  sifat-sitat
intesral tanpa melibatkan epsilon dejta.  Sehelum membilcarakan
teatane penzertian inteeratl tlerlebih dahulu akan  didefinisikan
suatr himpunan  yanyg  memegang  peranan penting  di dalam teori

intesral ovang akan dirbaasoun.,

i G D O I
Lot obban oy drambi L Topat ey Lo Rotebi IR TITE!
; : erivigl dbitaalib o SRR . il

Fksistensi partisi pada himpunan -fa,b] diberikan di dalam

teasrema di bawah iuoi.

T S TP
‘i t - T . I
[ S § 4 ety Dh0 3licd PR L1
i i
P R SO S S R [P
. N t y
i
N ST oL = v ) anbak ot pan o, ddon

[, i i .

Lt ot Ambil sebarane la.bl. Karvena setiap I 2 Sla,b] merupakan

hiopunan terbuka n- o dan {a,b] = U I . dapat disimpulkan

I - [a,bl
1, merupakan sclimut terbuka 20 selangla.b]l.  Karena [a,b]

werusnakan himpunan kompek o7, ada 1 I ..o, T 0 -la. bl dengan

LAPORAN PENELITIAN Integral Non Epsilon ...
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n
FiL)J?TAl_(AN Ul‘\-l_!i\/E_lRSITA.S Al ITIJAINEGt(]BA

) . IR-PER .
= oo, sehingga Fa, karena itu untuk

LT !
setlnp ST, berlaku T s ir, Dengan demikian dapat

dinilih a = a.

A= b, dan untuk + ..o dipilih a0 L dengan

A . Jadi

1l

& AEALA L, = o o, )

1 T i T

meswoakan partisi dengan woooa X v odan I = (u ,v ) untuk

I ST P P -
Factosi P oyang dipecoleh Jdari sla, bl pada definisi 4.5.20 disebut

ctow i bl s, sedangkan o La, bl disebut pesbangkit o parbiso omadus 1

Pt imi o amrius Povane dibanvikitkan olebh Fla, bl o dinotasikan dengan

ey

Lema di bawah ini banyak digunakan dalam pembuktian teorema-

—

corema dalam teorl Integral.

LT L R i i
Yia,hiow 410017 ¢ I o= G ola,hi odan 10 = £ La, bl

¥ DY i o @ om i SRR R
il s pada selang yang sama. Lebih lanjut,
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iy f

S ambi L sebharang [a.bi dan - [a.b] du
muius pada fa.bi. misalkan

Sfa.n) =41 1 T fa.b] dan I7

L o

=1,4
Maka Jdengan leoremu 4.5.2.
U a ©X a v dan
coflrsian “{a, b} diperoleh

untug setiap -~

IRPERRY

P

1

fu v )

berlaku

H]

nntuk

%TAIKIAN UN‘I.VWERSI'{A‘S Ail RLANGGA

pembangk it

partisi

[a,b]}.

setiap

1 S A e I ) = (If wl": ) (1 i
I_ [ : fa,.b} dan [ . I: ,?[a,h}, sehingga
ao- I;. T dengan lj. , Ii ] [a,b]
dan |
t : Ij . I; | denean Ii , Ii = {a,b]
Selarjutnya fa.l] (Ii 'I, Yo I; Yoo I’ {I )
I:-. 51[a,h} dan If u{n.b} Schingega diperoleh
[a,h] = .Ii dengan I;.e;;i [a.,b]
din

LAPORAN PENELITIAN
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IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

la. b 7w 1: dengan If o lalb].

Kemudian I = (u ,v ) = I dengan 1~ 7 [a,b] dan

—d
|
4

[a,b]. Sehingza diperoleh

[ .

¢ai

et aradan di oatas dipeveich P=% fa.b] dan P-2 [z
1

setelah dibanzun himpunan a, bl den partisi muius P-i{a,bl,

sotautnya didefinisikan integral tunzsi I [a,h] I

. R
[ & LR e Lie 1 -
H - LN A L S T T R bt ] e R 1 [ [P P
L 134 TEOOPTRecoti ARl R eRr R e wbpl o ML UL DAadia edy 11, jala
- I L b b - .
A0tk B N set i ap I FERE T t-)?.‘lllll.(,il:j{:j unt uk
A £ -
Pa
I I = Vi
- o -1iy . i [T N .
oS Fa, s v e 4 B - T S T Lakyg
i i T
[ D S TS S i Y : R
1 A
Il
¢ PRSI Fla A 4 : : ; b, 1700 T, o =2 ddan
s ; 1.
" i
s 1 1
LR e rika v s o0, dan untak setian c#, boplaku 1 bukan
Lol .- H ; k4
i tar: 4 . Hiilasr oA cdisebin nilail integesl mulos
iy
iy T marts o i i Tidval v b o e s - MY PG
it Lok PRaRbia b g, atd totil () Ll d SA Al Geiiggall A = LMD i
L3

31
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IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA
Setelah didefinisikan integral suatu fungsi, selanjutaya akan
dine "ikan suatu teoremn  yang menvatakan ketunggalan nilai
tntezrasi tersebut.

i 3 . : . ' . : e i
cit de ot 1 i v Bebrangpgadars i b indegeads

oo B P | R EOR -1 S
TEZE plai PRy i Praral i }.'c:ljcl l iy [.-},, HIEER G

et Ambil sebarans o Fungsi terintesral mulus pada [a,b],

misaiwan A dan B odus noolad dotepral molusova.Akan ditunjukkan

Bvawa A = By oAnbil selvuiany 1T denran o= (=, ). , I dan

L {

. ! b .
> . Karena (M)i}rzA dan (M)il ¢ = B, maka ada 7 la,b] dan
A il i

[a.b] schingga untuk sctiap P —- |a,b] dan P =# [a,b] berlaku

Py (v - (A - A+ )

Ioor(x)(v-u) = (B - B+ ).

: I_:_%.:'?-J-"‘ la.b] dan I =7 {a,bl}, maka dengan

——

Filin -{a.b) = {I

lemmar 4.5.4. diperolel untuk setiap I'--[a.b] berlaku P"ul[a’b] dan
F-7 {a.b]. Sehingga
B-A = B - P (. )(v-u) # P () (veu) = A ]

Uleh karena itu A = B,

3y : [
i Live~ i [ R

¥ Eoo b i Cg : F P D RIS
LS = 41 ¢ talbid » B i {:;ei'i_;ifiw_gj.r.i THESREEN !!a(].:.l la),ll}’.

Dengan menggunakan operasi penjumlahan dua fungsi dan operasi
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_ ‘ _ IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA _ _
rorkrlian fungsi dengan anggota . ternyata  himpunan  M{a,b)

meruodakan suatu ruang linear., Hal ini dituangkan dalam teorema di

bawa o1,

o b merupakan oo Dinear,

Blaoptd ¢ Untuk membuktikan Mia.b] merupakan ruang linear., cukup
Jditunjukkan bahwa untuk setiap f,e¢ < Mla,b] dan untuk setiap o> = R
borlcku ¢ f 4+ g dan <t Mla.b]. Ambil seharang ,g = Mla,b],

. b 1 . -
wisalkan (A1)i $ {f = A dan (M).I; g = B, akan ditunjukkan babhwa

<

o : .
[H):1(1+g) = A+B. Ambil sebarang | misalkan

A+l U A+R’

b

_ . b , b
,+I=: (A+B—= . A+B+ ). Farena (M7 zt'=A dan (M) 15 =B, maka ada
A M & <

[a.b} dan & [a,b}] sehingsga untuk setiap P -7 {a,b] dan

4

P -- [a,b] berlaku

I [-{X)(\r—u) (H _ -".H + )

4

Poof(s) (vou) o (A = LA b ),

Filia “la,b] = {I =

—
o

[a.b] dan 1+ [a,b]}, maka dengan

lemma 4.5,4. diperolels untuk setiap P-7la.bj, herlaku 2P-- [a,b]

dan P—Ef[a,b]. Sehingga
Po (f+g)(z)(v-u) = PZ {(x)(v-u) + Po g(:)(v-u) = IA+H°
Uleh karena itu (M) b (f+g) = A+B, sehingga f+g = M[a,b]. Selan-
a
) . . FIVININ S I
jutna Ambil sebarang t = M{a,bl dan - = R, misalkan \M);a f = A.
LAPORAN PENELITIAN Integral Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo
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Akan ditunjukkan bahwa 'R('ﬁfﬁ'?{gm*i’wyN-';\(ER.S'TJ‘W#E\"T"KAN%%%)arang g N e

. . b ; .
misalkan I g = (c.di. karena (M)/ f=A wakaada *[a.b] sehingga
i, a

vntus setrap P fa.b] herlaku

L, ~od . .
PIOfC)(vou) = (CL0), jika oy 0

atau
POy (v=u) () gika o <0,
Sehiagga PR Gy veu) o= oY (veo) o \ Scdangkan jika o =0,

. ) . ¢
maga ool () (v=u) T N Oleh karena itu (M)j;vf=gA. Dengan

demiian of = Mla.b].

Varnb setiap oo Lashi, Jika 1o Mla,od b tow Mle, B, maka

b,

: IR T P oo, g WY B B PorEYy T
i LS S T S A P N O S 4 A H R B

Ambil sebarang ¢ o [a,b].f o Mla,c], dan [ - M[c,b].

i

. oo }
Misailan QD7 f = & dan (M)ro f
ol <

B. akan ditunjukkan bahwa

WM = : ' sebarang - . isalke
(M ”I A+, Ambil sebarang IA+B AL misalkan
. C
1A+B = (A+B= A+B+ ) dengan o > U dan ' > 0. Karena (M)j31=A dan

] R . . ‘
A = By owmaka ada 7 fa, e dan Y e b)) sehingga untluk setiap
P -7 {a,b] dan P_~< {a,b] berlaku

POEC) (veu) = (B B

P EC) (veu) (A=At

Selar.jutnva pilin
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b= D]
(1

P e ] dan

wok: diperoleh untulh setiap P~<[a.b). misalkan

|3 i

A sehingega oo
o= {n

merypakan o= Cojasbg o
Po=y

e rpakan Po-

S dalcb],
Poof()(v-u) =

A b
Jody (M)Ju = A + B,

Selanjutnya akan

aoaa ., LA . . 1
Oleh karena itu
s i - . v e e }
A
S S B N |

Sehingga

PoorG)y(v=u) + P  f()(v=u) = 1

A+B’

dan dengan demikian f Mla,b].H

diberikan svarast Cauchy pada integral mulus.

Svarat Cauchy ini akan digunakan dalam membuktikan teorema yang

menyalakan bahwa jika

terintegral mulus pada

‘ Lo . TR R B
rErL] Fib 2 to e b lfe A YUY i
P 3. T . 1
I Zooral aEg by [ P U [
t f vip.toyad NETY e
vrbvd o bac) i haen Vir SR IS I

I

vkt 1 Ambil o scharane

nya ambil sebiarang I

W

LAPORAN PENELITIAN

U terintegral mulus pada [a,b], maka ' juga

[¢,d} [a,bi.

chiv Tobea a1 Habae

[

Sy anda Slag bl

ey o b ountuak o eiiap :
HAl 9]

oo, b odan b o Vhas bl ber ak

SRR RS SRR ST SRS LS R A

I . .
P Mba, b, misaikan (:'\-1)1"{: { = A. Sclanjut-

v dengan I ={-,t), =>0,dan t >0. Karena

Ir)%teqqral Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo



(a1 : I = A, maka ada REERPUSTAKAN PNIYERBITGPAIRUIANGGA [ ap -/ [a,b]
berlaku

Pooreoy(v-u) 0 T = (A - R - ?).
dengan o = min {0}, Sehingga untuk setiap P:ﬂﬂ[u,h] dan
yd»~[d.b] berlaku

1’_‘ oG (v-uy - Pooor ) iv=uy o () I_,“=(—-.. s ).

Sobasiknya diketahus untuk setiap - 7 0 ada “[a,b] schinzga untuk

[

setian P —-+{a,b] dan ' -7{a.b] berlaku

Poof( y(v-u) = P L G (ven) o L

Akan ditunjukkan bahwa toMfa,bl. Selanjutnya untuk setiap » « N,

piliy 1 o= (= & )y dengan o 20,0 >0, s Sl L

T [ b HE

dan np -t ——U0., Maka untuk setiap .., ada “ [a,b} sehingga untuk

setiap Po-- [a,b] dan I' -+ fa.b| berlaku
Poor()(v-u)y = P DGy e T

dan 'intuk setiap . © la,b] dan Iiéi - J;+;[a.bj berlaku

ntus setiap =N, misalkan o =:P__L-,ﬁ fi~Y{v-u) dengan P,,,_":"“_ [#,.b}. Maka

{. } merupakan barisan bilangan real. Selanjutnya ambil sebarang

I = %, maka ada »~ - N sehingga untuk setiap »-n berlaku
T : Lo
I = (= .+ ¥y = 1 . Schingga dari lemma $.3.4, diperofeh untuk

setiap P=# [a.b], maka juga P-7 f{a,b]. Sehingga untuk sctiap .,
7

misalkan n > m, berlaku:

Cop P P (veu) =P Lt () (veu) I; = 1.
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Oteh karena itu { ] moRPERPMSTAKANUNIVERSITAS AIRLANGGA -+« sclhitngga  menu-=
rat covema 3.27 barisan {3} konvergen.misalkan konvergen oo ke

. , . , b .
Ao Selonjutnyo akan ditunjukkan bahwa (M) f = A. Ambil sebarang

a

1, = 5\, misalkan 1 = (A-+,A+ ). Karena barisan {y } konvergen
A I's b "1

g0 ke A, maka ada o N, sehingga untuk setiap o =, berlaku

IlA = (A~ A+

Kirvena noo—s —o0 dan poo-t 20, maka ada = N sehingga untuk

setiap - =« , berlaku I; = ("}.}). Oleb karena itu untuk setiap »
Po=2 fa,bl, dan P =7 la,b} berlaku
POore)(veu) = PGy (ven) s IE (-5,

Sclanjutnya pilih o = maks {5 ), maka diperoteh untuk setiap
F--  {a,b] berlaku

Po (. ) {(v-uy=F_ f(:)(V‘U)—;ﬁ +pq v 1A = (A—=,A+ ).

[ i

. b o . -
Oleh karena itu (M)lf f = A. Sehingga f = Mia,b].

:
1 s

iortuig i i N

IR TR i3 4 £ it [ F | ;-:g ]t ,} 1- — ks 3

RS R PSR N A 5 L R I A S R G, By SR U § TS 3

: Ambil sebarang f = M[a,b] dan [c.d] = la,b}.akan ditunjuk-

Lan bahwa £ = Mle,d]. Ambil sebarang I = ?ﬂ. Karena t ¢ Mla,b],
[
maka dengan teorema 4.5,.10. ada %f[a,li] sehingga untuk setiap

P-clu.b] dan Q-#{a,b] berlaku

PZofG ) (veu)y — QU f () (v-u)y = 1

i
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IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

ta, 0] = Al = la,b] - wla,el}, s le.d) = 71 #7%[a,b}: o 2[e,dl}, dan

[J.D]:{I*- acbls o Tdubire Ambidl o sebarang ]';—‘[(?,(li. Po--leddf.
' — {(a.c1, dau Psm-_d.hi, maka untuk - - ., berlaku
E".‘l'_ - ja.b]. Seainpga

't-““ 1‘(,~)(\f~u)--l‘_:l C( ) (v=-u) =

L O N R S W NN ITR RS U B N ATy
D S O (\‘—u)+}’:l..l {9 (v—u)+1’.'..‘1‘ () (v—ujt=
(o oy e )y veuy = (P ) ey tveu) o 1.--'

Oleh karena ttu dencan teorema 4.5.10. diperoleh £ Mle,d] .5

LS

Nari fteorema 4.5.11. diperoieh untuk setiap x - fa,hl,jika

t fla,b] . maka 1 Mla.x]. Sehinegas dapat didetfinisikan fungsi
S ,
Foooia.b] -+ Ry denpen IN(x) = (M)J; ' untuk setiap x ¢ |a,bi.

Dari pendefinisian fungsi F, diperoleh

. L LA b L b Db
F(a) = (M) £ = (M 1+ - (M)s = (M)yir f - (Mysr f =0 dan
a B a A a a
univs soetiap partisi U= [a =a.a ....a 1 berlakn
A . . .
(M) .1' { = {1-(:\_ y = F(a )},
Vatul selanjutnya (M)§” = {Fi{a } - I'(a Y1 dinotasikan
oL . Coat
dengzan F(a _.A Y. Fungsi ¥ yang didefinisikan di atas disebut

prim tif fungsi [.

Selanjutnya jika () = 0 untuk setiap = = {a,b], maka dengan
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mudie dapat ditunjukkan bahwa - Mia. bl dan (M)7 f=0. Ternyata
i

JrRa UON) = 0 a.e. pada {a.Db)] yvaitu

ey la,b] @ £(2) « 0}) = 0,
X : . ! b -
cengzan (X)) menvatallan ukuran himpunan X, maka (M)f t = 0. Hal ini

A

dibevikan daiam teorema di bawah tni.

=
-
-
-

.
—

EX)

: . b
Prae o0 = 0 acee pada Tau b, maka (Mriof = (.

o .

sttt Ambil sebarang fungsi f:[a,b} — + R, dengan f(x)=0 a.e.

. . b
pada [a,b]. Akan ditunjukkan bahwa (M) :I =}. Ambil sebarang

I
|

i- misalkan T o) dengan 220, dan >0, Misalkan

A= wifacb]l or (0 ¢ 6. maka X berukuran nol, oleh karena itu

alda b o=(u SV )R dengan « ={a,b], I ol = G, dan = <

ot |3 i+ 1

Y @
X - L dan I(v -u )y o I .
Oleh karena itu untuk seliap & 5 X, ada [ sthingga o1 ,  dan
A X sehinega -1 . Selanjutnya akan dibangun Yla, b
sehagal berikut
(i;. Jika v u ,maka dipilih [ =(a ,b ) dengan a =1 MY, untuk
. ¥ 1 . L ¥
setiap » = o .,3,... , a= fa,u ), dan b « [ X untuk
H 1 1 i
setiap - = N.
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(i, Jika x=voo o makn: dipilih ={¢ o) dengan ¢ o TN,
bl AN donoada pog o X (I“ iT)T denvan p oo
.*_ . *
(1i1). Jika =& - _\’-"It £, maka dipitih 1 o1 o
. . . UL B .
(ivi. Jika - X I I, maka dipilih I I 1

(vie Jika o SX (D 0] ):‘J': I_. . wako dipilih I ':(Il Sy e 1

(vid. Jika o= X (1 ol ) 0 1 maka dipilih I o= I

(vii). Jika » = [a.b) - I . maka dipitih I sehingga

Selanjutnya ambil sebarang U-1a,b}. misalkan

Po= {a =a, .00 ,a =hy N I
Jiva ada o sehinggn o X, maka ada 1 sthingga « = 1 . Dengan
demi clan terdapat tiga kemungkinan nilai o, yaitu
I
« X1 1 , o X T ol , o atauw - -0 X (T D )y o 1
Y Ll i . \r 3 'Ll \,l' i
G i [ T . [ Tr
Jiia BIIRE X“.IU I, maka I Ill vl . harena u = 1, maka ada &
. > 1 r o 1

dengen - <, sehingga u =1 . Rarena vang memuat v hanya I, maka
X o [} u

L= TU .odetapi 1 o IlI . Sehingea nilai £ )(a -a - tidak

ditasukkan dalam perhitungan
Poor(e) (v=u).

Seranjutnya jika - - X I I ,maka I -1 1 . Rarena v < I
Y 3 : v
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maxa ada - dengan » > IREERPUBTAKAN UNIVERSITAS ARLANGEA yanyg memuat v

fraay s Iv ., maka [ = I\ . Tetapi I - I . Sehingga nilai
, . v
i (a —a tidak dimasukkan dalam perhitungan P Gq) (v-u) .
Scdanzkan jika « . Nl ] )' R . maka
: u v 5
T 1
{ (I 1 ) [
u v 7
Oteh karena itu ada - - {(L I Yy i 1 = T 37X, sehingga ada
u v o
) n '
dengan + =+ sechingea ¢ -+ I . Karena yiang memuat ; hanya 1
T r
pLasa 1 =1 . Tetapi I < I . Sehingga nilal f{ )Y(a -a
. E - 1 1 [

tida: dimasukkan dalam perhitungan Y £{ ) (v-u}.

adil untuk setiap '~ {a.b] berltaku Pl (x)(v-u)=0 == [ . Dengan kata

93

(S

. 1 -
Tain (M) ) f = 0.y
a Ll

Dari teorema 4.5.12. dapat disimpulkan bahwa jika f = g a.e.

t b .
pada [a.b} dan f,g = M{a,bl, maka (M).i‘,;f = (ﬁ'l).i‘ag. Demikian pula

-~
L}

j1<a

%

_ b b
Mfa.b}] dengan g a.e. pada [a.b],maka (M)!‘a £ (M) J LB

Hal .ni dinvatakan dalam teorema di bawah ini.

Peosr oz 4, 59013 H
. L , b ... b
J a i o= Mlay b odan b2 g aese, beixa LMY (T N £ I S
: & : 3 o
bk H Ambil  sebarang f,g = Mla.b] dengan f..g a.e. akan
) . b, . b ) b b
ditunjukkan bahwa (DS (MY g, Misalkan (M) II = A dan (M) l8:13-
a A : @
Seiajutnya ambil sebarang I - & . misalkan I = (-s,0).
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Y = (-

Misaikan

pada teorema 4.5.12. .ada o {a
misalzan o= {a =a, B!
Poopoox) (v=u) (A= A+ ),

A-s o« T

, b ... b
Jadi A = (M)J1 i L)n)i_l xo=
Untuk membuktikan bahwa

Sy (v D

{a.b] | IR-PERPUSTAKAN UNIVERBITASAIR(ANEGAUK U an

b

Pog(x) (v-ul

IR

e waad

fungsi

schinrea

primitil dari f

0. Seperti

untuk  setiap P=“la,bj,

., }, berlaku
{B-: B+ ), dan
plN)Y(v-u) B+

Mia.b]

di bawah int.

mesupakan tungsi kontinyu e, dipertukan teorema
ALt 14
it omed iap Lo, o tas b, jika te Mias bl o deogan boprimitif
] f . - B . N
R BT R [T T N T ST R R AR A Ao b oL ) it sl kan
! P, o2 U, Y
‘ A T A ST i drd 0, denan o 20 alan B0, ada Al e, e
' il '
GO eea it L st iap U, dl harlaka
Poiiwro vy o = Ol o, =, B, dd e ),
FCo L ;
10 I A R O L B R IO R § I S
ey TOx3L ) S ST vl 31at depred PO Cvensd.
Froai-t i Ambil sebarang [e,d] fa.b] dan -2 M[a,b]. Dengan teorema

diperoleh t=M{c.d],

dengati IF(c,d) =

LAPORAN PENELITIAN

sehingga

(F(e,d)—= ,F(c,d)+t ),

intjagral Non Epsilon ...

untuk setiap IF(C,d)EHF(C.d)’

20 dan v >0, ada >|c,d]
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sciltnzga untuk setiap PRE c,ﬁf ANINVERR( ™A

For(x)(v-u) = IF(C,d) = (F(e.d)= . F(c,d)+ ).

Selaaiutnya ambil sebarang o (x) {v=u) jumiabh parsial deret
i

PO (v-u) . Misalkan E o= '(u.v) merupakan gabungan interval

terhiaka yape bersesuaian dengan o0 1{x) (v-u) dan ¥ ={c,d]-E .
i : 1

Dengan teorema 4.3.9%. dan 4.5,11. diperolen t<M[E ]. Oleh karena

itu ada 1), sehingspa antuk setiap ' —- [F ] berlaku
i . ' H .

Lor ) (vmu) - :F{u,v)—=.ﬁ Flu,vi+.).

Denpon demikian scerups dengan teorema 405,090 ada o/ [e,d] schingga
uniuk setiap P -~ jc,d] berlaku

POt (v—u) o= 0 F(x)(v—u)y + 0 I(x)y(v-uy) - T .

: - F{e.d)

(Oi-h karena itu

SV vmw sl L () (veu) = (kY (veu ) (i;F(u.v)—lw.f]F{u.V)+2')-E

oy

P oo HMlas by wmeab o e i b oy et L cadabaly kontinoe e

by Ambil sebarong foM[a.b], misalkan VY fungsi primitift dari

+

. Aitan ditunjukkan bahea F kontinu o pada ta,bl. Ambil scharang
faooh] dan 1.0, .~ omisalkan 1 =(F( )= ,F( )+ 5, dengan
PO T() GES I

. .. b . .
oigdan v » 0L karena (M)lezk(ln.h} maka ada ¢ {a,b] sechingga
untuk setiap P-~ {a.b], misalkan

P = {nﬂza,a?,...,ah=b:“ R I

1 . i

dan PP (x) (v—u) - IF(a,b)z(F(a’b)-;’P(a’b)+3) atau

ady o
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dua

IR- PERPUSTAKAN UNIVEﬁﬁITAS AIFEANGE%

S (x) (vmu) -

kemungkinan nilai f£{ ) ,yaitu f( }=0 atau

)Y 0. Misalkan =L Ambil o sebharane ~ 1Loara,b] dengan
1 = [a,b], misalkan < oo Kemudinan dibangun 5;{a.b] sehingga
untus setiap P-° [a.b]. misalkan
P={a = .11. .aﬁ:h. . . '}.

ada

S 1 “Iw dan I_'wy

bl

Seiannjutnya dipilih :1a.h]:{11«1?:li-»1iu.h| dan I;u?ila.h]} se-
hingga menurut lemma J.35.4. untuk setiuap P—21la,b}, maka juga
l‘~~; la,b] dan }’—-‘-'_ {a.b]. Ulel karena itu ada P-“4la,b], misalkan
Po= {aw:a.a , ,n‘:h: , . .:“}. sehingega S:: Yo, atl1= <, dan
a = . Oleh karena itu menurut teorema 4.5.14. diperoleh

FCY)-FL Y-t () = )=F ) -FE )= 1)
atau

F() IFL”)'

Sedoneakan Jika 0(0) ), maka dipitih f_: (uw,v) -« ¥, dengan
v < -}}f}. jika () » D atau v-u < ;;%55’ jika () < 0.
Jabil o osebarang oo 1 misalkan < Kemudian dibangun 2 {a,b]

schingega untuk setiap P-- [a,b],

={:41__

aicta

LAPORAN PENELITIAN

misatkan

La =bhy Lo L.,

t i . | u]

i e e

1 QI“ . dan . = Iw Y

Integral Non Epsilon ...

14
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Selayjutnyva dipilh

Sfaubl = AT 1 ¢ T ef fa,blll o0 lalb] dan sy

X 13

N

sehiagea menurut lemma 4.5.4. untuk setiap P—+[a.b], misalkan

P'= {a =a,a .....a =bi o ..o fytaka juga P=0ofacbly

= & dan a = . Oleh kavrena itu

s
H

=
1

F-- [a.b}. dan ada T .
me - ut teorema 4.5.14. diperolehn
PO PG = VeI 0 =0 G FE(O#r () (me) CEC)

4

el

Jadi F kontinvu padie [a.bh) g

sebelum membuktikan bahwa F fungsi primitit dari fungsi
e i{aublE terdilferensial ae. denpan F'(x) =t(x) a.e. pada
[a.bi, terlebih dahulu akan diberikan keekivalenan Vitalli's
covering theorem denpan Vitalli's covering theorem ns2. Dengan
suatn catatan pembuktian Vitalli's covering theorem tidak

diniarakan di sini.

Lropernyataan di bowah tnd oRkivalen o
i UV alli s coveriieg Phooromd

Pika koleksi hiwponon tertuatap o = (Lu, v o3 ou, v B
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L1J. A 3

i.'r;—

L A P T S i
i 1 b - [ IFis A \ Errad L ty ¥ 1 a
IRERSTIVE It o, vl odlan v w0
HLAK A
unt uk ot rap S T T S I SV P (M FUN PR L T N
I

Sehingga XY A T I

{22 (Vitall: s caver g thaeobeny g
$5ea b p s O y R
Fika ¥oleksi hiwponman derbabap o S S B PR S § A K
peers it et
Cid. ¥ Ui
.
A
Cidd. Lt Lt.i", wieb oL oA 1dhn i PRRNERY L - N A 49 vl = L
SR ETRIEN Penowy ddan e b,
i
1
PLAR
huak st So,oada I oL s Z 5 R Ui e VE BT S TR
Soecthiyrwpeger U RD (v o b
\
abaoan 10 awrny st ok o ukoon an hibnponon X

+ .

Ptavt s ¢ Cukup dituniukkan bahwa pernvataan untuk setiap >0 dan
setiip [u.v], berlaku v-u < & dengan pernyataan untuk setiap

I = i: dan [u,v]. berlaku v-u = IU adalal ekivalen. Misalkan untuk
setip = > 0 dan setiap [u,v]., berlaku v-u<s, Selanjutnya ambil

sebavang I = {-s.t) = & dengan s > 0 dan t > 0 dan ambil sebarang

fu,v}, maka 0 < v-u <{ t, sehingga v-u = [ . Sehaliknya misalkan

[
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setiap 1 -~ dnn

cebarany S BN EURNTIFRS N

bt ov= <,

Denvan menggunaskan

fusv]. bertaku v—w I . Ambil sebarnng

i

vov-u Do =s, ) dengan so0, Ol eh

Vitalli's covering theorem no o, akan

tikan teorema di bawah ini.

t Misalkan

X = {,l':: [a.h]

anan Jditunyukkan baliwa

{

Ui

dengan |

P() O

sehinarpa untuk setiap 1

he ~lahu

ataug ¢

Atau

wda - -0 (v ) sehs

F() — 'E.‘

F(-y - F

Scelanjutnya untuk setiap

LAPORAN PENELITIAN

4 [ b 4
oMb bl i b Pt pedwn b b 4L ke o Uerdit B ones
i b, biodan SULINEE T B S S T frovicd fa,bl.

F'(:) tidak ada atau F' () < ()},
(M) = 0. tntuk sctiap = 2 X, ada
y T (PG)-s T3+t ), s > 0, dan t > 0

= (uowv ) - o ada o (u o0 ) sehingga

O R O IR IR IR SRR

ngega berlaku

Gy =TG- ) $Cms ()

() = fE) ) Yt o)

dibangun himpunan

Integral Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo
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{5 AT h o L R
\ e ot e
+
senitzza X o= LPN L Untuk menunjukkan bahwa (X) = 0, cukup
dituijukkan bahwa untuk setiap + - N. (X ) = 0. Ambil scharang

“ ., wmaka koleksi interval—interval [u ,. ] dan [+,v ] di atas

me ne 1whi hipotesis Vitalli's covering theorem p’>. Schingga untuk

setiap I = 0 0 ada fu ov | oo dengan S, ... sehingga
(N ) = (v o—u Yy o T
Ambi . sebarang 1 ={(-s.,t1) © - , maka ada [u ,v ] -2 % dengan

S e eyt o Sschinggn

(N Yy = (v -u j - (—é,_).

Selavjutnya karena © - Ma.b, maka o [a,.b] sehingga untuk setiap
I'=-[1.h] Dberlaku
P00 (v =F(uov) ) oes (5ol
deagan o= min{s.t}. Selanjutnya jika untuk setiap = = X, dipilih
P=u v ) o ' la.bl,

maxa diperoleh

0y« (v omuy - (LEQv ) -Fiu )=0C ) (v =u )}/s ) =

- Lol i

=l (v =R Qo )=t ) (v mu ) ) oo I

Dengan demikian . (N ) l“. Jadi (X)) = 0. g

Sebagai penutup dari penelitian ini akan ditunjukkan bahwa
i I

fung-i terintegrai Henstock juga terintegral mulus.
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. ; . . f ; i L
Vi ene- & o~ b ’L - ooz oy orF caoreon b
Ficsiis, L idum Fiteifocd 1 LaTE b ddl BOLL el d

retiot Ambil sebarang fungsi terintegral Henstock f: fa,b] —K.

Kareia R © R, fungsi 1 dapat dipandang sebagai fungsi dari [a,b]

ke R. Misalkan (H)beﬂ A, akan ditunjukkan bahwa (M)J:f= A. Ambil
a :

sebharang I o =(A-s5.A+1): dengan s>0 dan t>0. Pilih p=min {s.t},

A ”A'
maka ada fungsi bernilai positii -: [a,b] >R sehingga untuk
sebiap partisi c-fine Y = (fu,v]: ) berlaku

P2 ) (veu) = AL < ?

(lihat [P.Y. Leec,1959] definisi fungsi lterintegral Henstock hal.
5). ~elanjutnya pilih

Sla,b} = {I:.=(:<--;3(--:),;-:+|.'.5(.~;)): x = la,b]}.
Dari pemilihan ~[a,b} diperoleh bahwa setiap P-Y[a,b] merupakan
S=fine D= ([u.v]: ). Schingga dengan menggunakan lema Henstock
(lih:t [P.Y. Lee,1989] pembuktian teorena 3.7 hal, 12) diperoleh
untus sctiap P-/la.b] berlaku

PGy (v—u) = A < p

atau
oYy (v-u) = (A-p,A+p) = IA.
. b "
Jadi (MYs f= A,
a =
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5.1. Kesinpulan

Melaiui koleksi interval-interval fterbuka ?H dan “la,bl dapat
didefinisikan integral suatu fungsi pada interval tertutup [a.,b]
dengan tidak melibatkan epsilon delta. 3Sifat-sifat dasar dari in—
tegral sebelumnya juga dipenuhi oleh integral tanpa epsilon delta
ini. Selanjutnya fungsi terintegral Henstock ternyata juga terin—

tegral tanpa epsilon deita.

5.2. Saran
Perlu dikaji lebih lanjut tentang sifat-sifat lain dari inte-
gral tanpa epsilon deltla dan integral ini perlu dikembangkan ke

ruang yang lebih luas, misalkan pada ruang R
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