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Teori integrasi bia,jC\nya diJ:l'llIbarlgkan dengall mel ilJatk"n 
epsilon delta. Dengan dClllikian mak". cj,;ngan mcmpelajari teo!'i 
integral se lalu mel i batkan suedu ];t'5 imetr i an tcrlndap suatu tit if: 
tertentu. Jika sifat kesimetrian ini dap'll dilrilangkan maka dkan 
diperoleh suatu pt'n5~rtiaJl baru dia; SUchl integral Urni'a 
melibatkan epsilon dc:lt;t. Pi.'lld,·jinisiCtn ]"lrll ini mellipunY,,1 
syarat yang lebill lerll,rll cllil:111diill'kail d"rr~"rr pi'lIdcfinisian yang 
sebelumnya. 

Permasalahan penditian ini adalah r,"'.nc~,ri clefini~i untllk 
integral pad a illterval tertutllp [a.b]. k'!mlldian dicari ~ifat-sifat 

dasarnya dan meneari hubungan antara integral ini dengan integral 
sebelumnya. 

Pendefinisian integral 
dari suatu koleksi interval 

tanpa epsilon delta 
terbuka S = II =(u,v) 

:': 

inl dikembangkan 
:( ,.= (u,v)) dan 

g[a,b] = II " )( E [a,b]}. Dari koleksi interval eli atas dibanglln 
x ' 

suatll partisi dan dari partisi ini selanjutnya dihllat definisi in
tegral tanpa cps i Ion elf'! ta pad a [a, b] . 

Integral tanpa epsilun delta ini selanjutnya juga memenllhi 
sifat-sifat yang terda)lCit pada integral scbelllmnya dan lebih jauh 
di temllkan bahwa fungsi yang terintegral Henstoek juga terintegral 
tanpa epsilon delta. 

Dengan ciidefinisikannya integral tanpa epsilon delta ini, 
maka kita mempllnyai sllatll alternatif lain clalam mcngkaji teori in
tegral. 

I 
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BAB 1 

PENDAHULUA~J 

1.1. Latar BelakaM Penelit ian 

MIL I K 
PERPUSTA"AAN 

UNIVE RSITAS AIRLANGGA 

SURA.iAYA 

Teori integral merupakan salal! sat u cabang malematika yang 

termasuk dalam kelompo k analis i s dan banyak diterapkan dalam ea -

bang-eabang ilmu lai n ny a . Seperti pada cabang ilmu lain, t eo ri 

inte g r al juga berkembang baik dari seg i t eor i maupun dari segi 

pemakaiannya. Dari segi teori, penel i ti teori integral disamping 

mengkaj i sifat-s if at integral yang s udah ada juga berllsaha untuk 

mendap a t kan definisi integral dengan syarat lebih lemah 

dibandingkan dengan pendefinisian integral yang ada pad a saal ini . 

Dal am teori inte gral dikenal dua eara pendefinisian integral, 

yaitu pendefinisian seeara deskriptif dan pendef inisian s eeara 

konst ruktif. Untuk tujuan pemakaian pendef inisi a n in tegral seeara 

deskriptif kurang mengun t ungkan . Hal ini disebabkan fung s i yang 

aka n diintegralkan de nga n integral yang disusun seeara deskript i f 

harus memenuh i krit er i a t e rtentu, dan untuk mencnlukan apakah sua-

t u fungsi memenuhi kriteria tersebut biasanya t idakl ah mudah . 

Mungkin dengan alasan inilah pen el iti integral menear i a lt ernatif 

lain untuk men gat as i kemaee tan pengembangan teori integral pada 

umumnya dan pemakaian integral padR khususnya. Alternatif l ain 

itu adalah mend e fini sikall integ r al seeara konstrukt if. Dengan de-

miki an dapal dimengerti mellgapa pcrkclnbangan teori in t egra l yang 
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disusun secara konstuklif reldtif lebill pcsat. 

Sejak abad ke 17, yaitu awal mula perkembangan teori in-

tegral,integral yang didefinisikan secara konstruktif sel~lu ulcli-

batkan konsep ellsilon deltR. AkibatnYR, dalam teori integral sela-

lu melibatkan kesimetrian terhadap suatu titik tertentu. Jika ke-

simetrian ini bisa dihilangkan,maka akan didapatkar. suatu definisi 

integral tanpa melibatkan epsiloII della dan tentu saja definisi 

integral yang baru ini mempunyai persyaratan yang lebih lemah dari 

pada persyaratan pada defiIlisi integral scbelumnya. 

Dari uraian di atas kami tertarik untuk mengkaji integral 

tanpa epsilon delta, dalam hal ini dibatasi pada interval tertutup 

[a, b] . 

1.2. Rumusan Masalah 

Permasalahan penelitian ini adalah : 

1. Bagaimana nmendefinisikan integral tanpa epsilon delta pada 

interval tertutup [a,b] (integral ini disebut integral mulus 

pada [a. b]) ? 

2. Sifat-sifat dasar apakah yang dipenuhi oleh integral ini ? 

3. Bagaimana hubungan integral ini dengan integral sebelumnya ? 

1.3. Tujuan dan Manfaat Penelitian 

Tujuan Penelitian ini adalah untuk 

1. menyusun integral mulu! pada interval tertutup [a.b]. 

2. mencari sifat-sifat penting dari integral mulus. Diharapkan si-

2 
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fat yang bt"rlaku p,ld:t i,!)ti.~~,r~1! '!"112i1n PC'nd('fiL1Slan sC'1)(>lumnya 

juga berlaku pada integral mulus. 

3. mencari hubuTlgan anlal''' illtq;ral in; dan intl'gral yang tclall 

ada sebelumnya. Huhung(Ul yaIlg dllllaksudkan eli sini ad:ll8.h apa-

kall fungsi yang tcrinlq;J'a! dcn;:an dennisi intcgra! sebe!umnya 

juga terintegral mu!us ,dau seha! iknya apakah fungsi yang te-

rintegra! mulus juga teril!t~;gral dengan definisi integra! 

sebe!umnya. 

3 

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN Integral Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo



(1 %9) . 

Henstock (1988), Pcng Yet' (1989). dan laill-lain scrta dalal!l pene-

litian analisis scperti pada Cao (19')2). Soeparna (1')91). dan la-

in- lain pendefinisian integral ';ecara konstuktif selalu melibat-

kan epsilon delta. Seba;;ai contoll adalall pendefinisian integral 

Henstock-Kurzweil yang diberikan di bawah ini 

Fungsi f la, b] ----, 1\ dikatakan terintegral 

Henstllck-Kurzweil pada la,b] jika aela bilangan 

• I) 

A = (R )! f(x)dx sehingga untuk setiap 
a 

bi langan ",: > 0 

ada fungsi bCl"nilai pClsitif ,\ la,b] ---, l\ sehingga 

untuk setiap p:.trtisi---

D = ([u,vl ;x) = 

dengan 

{ a =,a .\ , ' , 
~1 

~: - (:; ) < a 

berlaku : 

• b 

a .... , a =b; x , 

a < x + 

! D ;cr (x) (v-u) - (R ) J f (x) d x i = 
a 

x 

(x ) 

:f(x)(a-a )-
l. 1. - ~ 

* b 
(R )J f(x)dxj 

a 

... , x } 
• 

< 

Pada tahun 1994 lInam, telah berhasil menYUSUll konsep topologi 

non epsilon dc'lt:\ pad" sistcm bilangan real. I'ada tahun yang sallla 

Imam, juga berl1asil lIlcnYUSUll kalkulus non epsilon delta, pada 

pene- litian ini konsep yang diberikan adalah lIl~ngenai konsep 

limit fungsi, kekontinyuan fungsi, dan turunan fungsi. 
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!iA",', 'I' l) " t I [ j 

Untuk mcnyelcsaikan masalah peneliti"n in; ciiperlukan lang-

kah-langkah seLagai bcrikut : 

1. Mengumpulkan literatur yallg ada Iluhungallnya dengall permasa-

lahan penelitian ini. 

2. Menen tukan kons ep t opo I og i - W·C'. kons ep kekon t i nyuan- He,S. dan 

konsep turunan-n'C padll sistem bilangan real yang diperlukan 

untuk menyusun defini,i integral llHIlus dan dalam mcneari si-

fat-sifat integral mulus ini. 

3. Membangun koleksi interval schagai herikut : 

'[a.b] = {I : , [a.b]), 

Melalui koleksi irltervai 1n1 disuslln partisi 

dengan 

P = {a=a.a .a .... ,a =b 
" 

u < a 'cx a < v 

untuk setiap" dan [a.b] = I 
x 

, 1 

I = (u .v, ) 
x 

Melalui j[a.b] dan p,utisi di atas selanjutnya disusun in-

tegral mulus pada interval [a. b]. 

4. Mencari sifat-sifat penting dari integral mulus. 

5. Mencari hubungan antara integral mulus dengan integral yang 

ada sebelutllnya. 

5 
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Esp,S IV 

-,/""-. ~'-- • ' ! . --- :'. ' I 
["Li\ :U~ I ·:pJ.,2tl .. ~.i'l 

Diketahui [{ merupakan :.;istCIII bilangatl real. I = (u,v) dengan 

I .'l , -
){ )~ 

merupakan kojeksi semua T. dan sClllua himpunan yang 

dibicarakan dalam baJJ Inl adalall himpunan bagian dari H. 

4.1.1. Titik-limit d'll Tltik-·dal::w 

Definisi 4.1. : 

/'. 

Teorema 4.2. 

titik-Jilllit hililpunan i,. 

Bukti : Ambi 1 sebarang titik-limit ll~; himpunan A dan s)O. 

Dengan memi 1 ih I = N C,) .maka N (J) 
x 5 

A - {x} ~ O. Oleh karena 

itu x merupakan titik-limit himpunan A. Sebaliknya ambil sebarang 

x titik-limit himpunan A dan I Misalkan I =(u,v) dan 

£=min{x-u,v-x}.maka I'"".A-{:<}. Sehingga 

merupakan titik-limit n-6 himpullan A.~ 

(, 
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Teorema 4.3. : 

Setiap himpunan berhingqa tidak mempllnyai. titik-limit n06. 

l1ukti Ambil sebarang A llimpunall berhingea.Jadi 

dituliskan sebagai iI = {a ,a , ... ,a } 
i. 

dengan a < a 

A 

c "' 

dapat 

.. ".-1. Selanjutnya ambil sellarang E R, akan ditunjukkan bahwa 

" bukan titik-limit Il himpunan t\. \1aka terdapat tiga kf'tllungkinan 

untuk setiap >, >a untuk setiap dan ada 

E {1, 2, .. < .( < a . J i ka < a r.} sehingga a, untuk setiap 
'.. +.1 

l , rna k a dip iIi h u < ': dan <v< a , untuk sctiap Jlka > a 

untuk setlap • , maka dipilih >< >u>a untuJ( schap dan v > .. 

Sedangkan j ika ada l "::C t" 2, sehillgga a < a maka 

dipi 1 ih a 
t -- 1 

< u = a j i ka a < atau a < u < it j i ka a 

danu<v<a .Denganrnt'llliJihI=(u,v), maka I nA-{;:)=O. 
L -;- 1 v 

Oleh karena i tu " bukan titik-j imi t fL.', clari himpunan A.I 

Akibat 4,4, 

T eOl'ellla 4. '5. 

lika l1Ll k ;'-.\ url t uk -::; et i 3. P I l::::!; 

berlaku I n A tal< b',liti n,),]a. 

Bukti : Andaikan x tit ik-l imi t noc himpunan A dan ada I 
x 

I n A berhingga.Jadi 1 ,~A dapat dituliskan sebagai 
x 

I I I A ;::::; {a .• a_ ' .... a }, ,. --. 

:< 

sehingga 

dengan a < a (L (,-, ), Maka t erdapa t t i ga kemungk i nan 
1.. ... 1 

7 
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,yaitu x < a , untuk setiap > a untuk setiap l , dan ada 

, ~;} sehingga a < a . Jika < a untuk setiap 

L. maka dipilih u<x dan" < v < a untuk set iap ' .. J i ka x > a 

untuk setiap t, maka dipilih" > u >a untuk setiap', dan v > x • 

Sedangkan j i ka ada '::::"- { -. J sehingga a -" " < a - , 
\ d 

maka 

dipilih a < u = a j i ka a < atau a < u < a j i ka 
1. - 1 \ 

a. :::: >~ 

1. + 1 
. Dengan mernilili I"=(ll,v).maka (('!A-{;.:) = n. 

;{ 
Oleh dan u < v < a 

karena itu • bukan titik-limit n<' dari Ilimplllian A. Kontradiksi.B 
;,",. 

Definisi 4. f:l. 

x E R disebut iik.J. ada 1 _ j.. 

sehi nggd. I C '\4 
~( 

t i tik·-dd13m , 1 L 
J" ,. d,.-ll"l i i L· •. ~ 

) .... ,'- '-"< 

himpunan A. 

Bukti Arnbil sebaran" titik-dalalll n,::: himpunan A, maka ada 

I c9 sehillgga 1 ~A.MiNaJkan =(u,v) dan c .. =rni n (x -\I, v-:: ), rnaka 
x .. x 

N (x) c I cA. 
E x 

Sehingga rnerullakan titik-dalalll hirnpunan A. 

Sebaliknya alllbil sebarang titik-dalarn Ilirnp\lnan A, maka ada 

.~, (x), sehingga K _ (: )"~A. Dengau mengambi 1 I, =N .. C ), maka I cA. 
~ ~ 

Sehingga x merupakan titik-dalam 11:[ dari himpunan A.m 

8 
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4 .. 1 .. 2. Hi mpurial1 TI?r but, 

De! inisi 4. G. 

i _: : ~.-.I ~:, \_l '- .!. d 1-

Dari ct,"finisi 4.8. dan teOl'lI!la 4.7. diperoleh 

feo!" E-:m.a -4 .. Q. 

Den ni si .1. 10. 

IE'-S 1-!in1}-JunaII " 
" 

termuat ddlam A. 

Dengan teorema 4.2. dan definisi 4.10. diper')leh 

Teol'ema 4.11. 

A himpunan tl~rt.utup I)-~' jika ddl. h~11jyCi ji_ka 1\ mt=>r-flpakan himJ.1unan 

leTt ut up. 

Teur <',ma 4. 1 c~. 

A himpunan terbuka ll/ ilk" d;"n hallY'" jiLl A hi mpunan t er t ut up 

Bukti Ambil sebarang A himpullan terhuka [lee'- dan" ti tikl imi t n':o 

himpunan A' Karena titik-limit Ii /, hi mpunan A'- maka llntllk 

setiap I = J lJer 1dku 1\ -{, i/ U. Scitillggll I bukall 
y 

merupakan himjlUllaIl bilE. i all dari II. Olul! !:;,runa i t II " bukan 

') 
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titik-dalam [1,-" himpunan /\. Karena:\ terbuka II::;, maka A atau 

• E A". Jadi A merupakan himpunan tertutllp n~=. Sebaliknya ambil 

,-
sebarang A- himpuniln tcrtutup J) l;all " . f\qren<l 

bukan titik-limit [k< himpunan ,,- Sehingga ada I -

I n A" - V} = O. Kart'na" '" I 
c 

A , maka I A': 

leA. Uleh karena ilu " merupakan titi~-dalqm I1~C 
x 

Dengan demikian A merupakan himpllnall lcrbuka n.a 

Aki bat. 4.1'3. 

noD. 

'lfo'OI'ellJa 4.14. 

Misalkan P, c R, 

A ) d rnpUi Ian l t:.:-r buk a Ik'~ 

dan 

. - A" maka .. 

, . sehinglla 

= u. Sehingga 

himpunan A. 

{C C himpulI:1I1 t,prtulnp I1>C:C Illltuk seti.ap' c B}, 

maka : 

(i) . u 
EB 

A m,~rupakan hi mp LIna n terbuka riC .,:, 
L 

(ii) • n c merupakan hilllPllI1311 t er L lIt. lip n-:~ c~: 
L EB 

BuUi ei). Ambil sebarang,' 

x E A .Karena A merupakan hillll'unan terbuka I1<:~ 
t 

sehingga I = A c 
.< 

A 
c <B 

h impunan t erbuka m'-',. 

Uleh l:arena i t \l 

E B sehingga 

maka ada I,::~ 

,ne rupak:lO 

(ii). Karena F\ EB C) = '\ 'cB C , maka dengan (i) dan aki 
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bat 4.14. dlperoleh:' merllpakan hirupllll'lIl t'~r tutup IlC).1 

Teoremci 

dan {C c " 
n 

(i). ('I A 

(ii) . 

t = 1 

n 
U 

l = 1.. 
c IlK:>I'up<.tkan himplInan t (~rt 111. up IEC,. 

lJukU ( i ) . Amb; 1 seharanr II ,maka uutuk setiap 
-- :: 

berlaku ,. - A Karena A himpun.1n terbuka n,;~,.) , makil ada It 
"" ,. 

, 
To It sehingga r ,'- A Dengan mem i 1 i h I = n -

~( >: 1. =:. , 

x 

n 
C n A .Sehingga 

l = 1 t 
A me rupakan 11 i mjlllnan t erbuka n£o. I 

)-, l' 

.'J' 
/ 

maka 

(ii). Karena {l_ C) c. rnaka dengan ( i ) clan akibat 
1.. = 1 

I, 
4.13. diperolch!) C 

1_ :.. 1 
lIl'Ofupakan himpunan tertutup IE;; .• 

Teor'ema 4.11). 

Seti ap hi mpunan t "'I" buk il ll': :" mf,I" lJpak an (phunqan b(:,}';",!" apa I yc\llg 
x 

saling asing dan paling banyak terlutulIq. 

Bukti : Ambil sebarang A himpunan terbuka nu:. Untuk setiap 

• E A. dipilih IE:: terbesar schingga leA. Selanjutllya akan 
~i >( 

ditunjukkan bahwa untuk sctiap yEA. dengan x ~ berlaku 

I ,n I = 0 
:..: y 

atau 

z E I Ii I .Sehingga 
x y 

dengan pemilihan I 
x 

I = I . 
y 

Jika I (, I ;r. O. maka 
:-: \' 

I = I u I memuat , dan :I. Oleh karena 
)( V 

dan I diperoleh I = I = I .Selanjutnya 
, )' " 

ada 

itu 

dari 

pengambilan I diperoleh A="-',_l 
,,~A, 

Jcngan setiap I sal i ng 
x 

asing satu dengan yang laillnya. Ulltuk memhuktik"ll bailw3 {I } 

1 1 
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pal ing banyak t<'rhitH llg . lIlaka dibangllil hilllJlllllitll (; = {r '= (1 r r 

I ) . I\a r ena G Q. d a n Q terhitung 

tt'rl itllng . 1B 

IIi 1111 IlIla ll A di s ",l,lIl 

I . 

I I ) . l l· r kl t ,h II , I I , J i l .1 .1 1 i.1 ' 

1)<>J lIis I ·1.1 :: . 

lIlaka {I} paling banyak 

MILIK 
PERPUSTA~A A N 

UNIVERSITAS AIRLANGGA 

SURABAYA 

l ~ 1.hi I Hf ' I ':l A 
;~ 

<: ~I I ', .. ) • 

l ··' l l1ttup h impu n a ll ;\ ad..ll. l.h Id mpUJl.tJ rt II = A J\'. 

1 :'0. t:" illl ·1.1 9. 

)1 ); " ;\ 7- <) da ll t "' I I 'It as , ma k a Sill' A '"= A d a n illt A E A. 

Hflk i 

dan 

s l'tiap 

Alilbil sebarallg A hilllpunull lcrbalas fL-'> . Misalkan :t = s up A 

= inf A. Jika - A. lIlaka lIntuk seliap I E9 . berlaku 

I . 
t I. ' 

I 1 1/\ - {I } ,/ () . 

.),. .J. 

1\', Sedangkall j ik a "'EA, maka untuk 

S(,\l in l'f'.:t I A' . Ja di a , L ( 

tInt. lk set i a p A ':: R, A l C' l t ut up [J ·0 . 

Buk t i Ambi] s barang ., '= 7\: . maka ' E A' da n " EA . 0 ] e h ka r e n a 

12 

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN Integral Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo



itu ada I~E ";,,' sehingga l,.n A = O. Selanjutnya dari teorema 4.5. 

I tidak memuat titik-limit n: hilupunan A. sehingga I (. A' = 0. 

Dengan dcmikian I '-""i.'. 
~-

Jadi A 
_. 

Oleh karena itu I r, A = 0. 
;.; 

t('rhuka !l"i, atau A tedutup II i',1i 

4.1.4. Hi mpUn<lll KUIIlI',.k 

Definisi 4.21. 

Keluarga himpllilan tt~l !J11ka TV'>, ;c;J, di:·;'.'/Jlll. s(31imut t PI buka ll!J.' 
'_1 

himpunan A, jika A S U G. 
L{ C{ 

Dei i n1 5i 4. (~2. 

A disebut himpunan kOlnpak [k:.S, jika seliap selimut terbuka lln5 

himpunan A lllemuat sub bagian bt?rhingga yallg lneny,"limuti A. Sub 

bagian tel'sebut disebuf. sub sel i ,hut ber hillgga hilllpunan A. 

Teorellla 4.23. 

llu)rupakan 

himpunan kOlllpak Tk-'~-" 

Bukti : Ambi 1 sebarallg A l1impunall kompak f1'.:·:' Jan lJ sebarang 

himpunan hagian tertutup n~0 dari himj)unan A. Ambil sebarang {G } 
0: 

selimut terbuka f;':(~ himpunan B. Karena D llilllpunan tertutup llf.6. 

maka B" himpunan terbuka n,-(;. Sehingga {G }'_{B-} rr.erupakan selimut 
':A 

terbuka rv:6 dari himpunan A.Karena A himpunan kompak fr·). maka ada 

sub selimut berhingga {G 
C{ 

13 
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j i .:1 P, '}. rnaka lei } 

} , 

{(: ). 

()! '11 :':;\r(,il:~ i ttl H 1ll\'rt:jl;\k:l11 llilllPllil:lil k(\1I1j):\k /J 

" .' , 

... 

> :;" 

1. .'1. 

b 

- t 

ll, ,'I' d. 1, 

, i...': 

llIllllL ,,,l iill' 

f\} 

! .' 

,: .~. 1 ' ,; P' ,i 

,. 

N. a b maka {n 

N} tcrl"t\a, f:t' b"w"ll. S"llirqc:g" 

s(,tiap 

m;·tka '. tJ. ~ l' 11 i Ill' get lie- n~ "II pend e l' i n is i all a d:tn b 

1':} 

(~ip(' .. ol('h lIntuk sl,ti:l}, N, a Ot I, I, (lj ('11 karen:·, i t\l la, bj 

I . " i:.:';; 

, ,;:' ·1. i , .'. 

'- ;-': ~' . 

I! clan I Andnikan I tidak kOlilpak 

1, \lisalkan I = ill,vi dan (11 ) lIll'rupakan selililut tt.'rbuka Il da-

1'1 I ~ [u,v] t. i d:lk mC'miliki suh sf~l imut berhingga yang 

\lisalkan (ll,V) dengan merupakan 
1 

I~ 
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bilangan rasional. maka I = [u." JU[y .vJ dan salah satu dari 
~ 1 - : 

[u y ] dan L; .v] tidak dapat diselimuti aleh sub bagian berhingga 
I. 1 1 

dari {G }. Misalkan yang tidak ·1a pat diselimuti adalah [u. y,]. 
c~ 

namakan I . Dengan mengambil bilangan rasional y c I • maka 
:-:: 

1 
x , 

I = [u.y ]U[v • .1 ] dan salah satu dari [u.v ] dan [! .' ] tidak x -; --, 1 ";:..:.. 1 
1 

dapat diselimuti oleh sub bagian dari {G }. Namakan yang tidak da
e' 

pat diselimuti terse but dengan I Sclanjutnya proses ini dilan-
;.: 

jutkan sehingga diperoleh 

(a). Untuk setiap IE N. I ~ I 

(b). Untuk setiap 1'-= N. I tidak dapat diselimuti oleh sub 

bagian dari {G'} . . c, 

Misalkan Untuk sctiap I~ N. I - [a .b J. maka dengan teorema 

4.35. diperoleh Q = sup{a , 

x t 

'E N} dan h = inf {b "'= N} merupakan 
l 

anggota dari I') I Dari proses pemuentukan I diperoleh ':. = b. 
;'< :< 

l =1 

Selanjutnya karena a E n I c I 
v X 

maka ada G sehingga a E G . 
G a 

\ =1 I 

Oleh karena itu ada I E ~ sedemikian hingga leG . Menurut pen-
(1 c"\( <.) .). 

definisian a diperolch ada .0 N se hingga I L I 

bertentangan dengan (b). Jadi I 
x 

Teor ema 4.213. : 

kompak 

'0 
G Hal ini 

o 

A kompak Ilt'6 jika dan hanya jika A tertutup w;5 dan t,,·rbalas !lob. 
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clan UnllJk Se-

A. dip i 1 1 11 dan I 

i 1 di\l i .\ dall 1\ L()!lIjJak 11 

... .'\, St'lliLI.s~':l :\ 

a(b r 

, 1" maka 

I } = () I dall I ) _ n rnaka I c~t\ 

. 1 

tt'l'\)uka JJ dl'ng.lll kata lain ,\ t"rhllka ll,·'. 

Se J c:Iljutnya karena A 

1'1..'11:1 :\ tcrtutup 11 

·,il. \ ', .• , I. 

, tl' '-"1 . ,;;i, 

[ maka untuk setiap A. ada I 

A. ad.1 I sehiIll'ga ;\ I Ka-

kllJllpak IJ Ju:d<.a lJll'flUrut tl'(Jrl'fIl<-l 4.23. 

", ] 1 I 

I ; .. -11 J; : I ,1 

i':" ( I. 

Ambil spbar:\ll:'! (I\) koleksi lIimpunan kompak ne sellingga 
I}. 

]rlSall setiap sub ),;.q;i"ll berllinggannya tidak k()song. Afl(iaikan K 

1 b 
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K } 

Dengan clemi ki an (K~, 

Kil • Karena Kr; kompak n.::,:·, maka acla :; 
1- i- " 

, .. . ,( 

n 

". 

atau K,,'':: 
· !T(:i 

sehingga K...: 
( .. , ' 

U K
C 

• Dengan demikian diperol'ciJ [, .{ 
u = u. Kontradikisi .• 

i :::: 1 1 .' 

Akibat 4.28. : 

Jika {K } mer'upakan kell "ksi hi mpUlldl'l kOlllpak IlSC denqan K :::,K 
n n .... 1 

"-' 

untuk setiap nE N, Il~ld n r ~ {J. 
-,== 1 

4.2. Bal-isan Bi.langan R,'al 

Dalam bagiall inl akan diberikan konsep barisan tanpa 

melibatkan epsilon delta. 

Definisi 4.29. 

Barisall {p } diL.ltakan tUllY81 '.1'>11 w::) da] am 1<, jlka ada j: E A s.e-
r, 

hingga untuk set L:.p ] . .0 .'1 , ad:) n .:N ';vlli lH,I93 P 'co I unt uk setiap 
~'r 0 '-1 F' 

maL'! dinutasikan dengan 

I)£((-p ---) 1"' at au !~'_' -1 imp = ',. 
r, 

Teorema 4.30. 

ll':c-lim p = F' jika (J:.;n hany:. jik." lim p = r'. 
n n 

rl~OO l-I--~':\l 

Bukti : Ambi I sebarang barisan (p } dengan IbS-1 imp = p. Selanjut-
'-, ') 

n-...-.rr,l! 

nya ambil sebarang E > 0, dan dip i 1 i h I = N (,,). K are n a 
p i;: 
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-I iIllP,_ =". Illaka i,d, il," N sehingga p . I =N _ (,,) untuk set iap 
--~, ,. 

L 11 l"'->H~all demiki:ll1 1 ill) P = , 
""'11 

{p j uengan i im p = Sel anJ utnya a!l,lli 1 sebarang I , misalkan 

=(u.\) dan,-=Illin{ -U.\'-ij. "Iaka N (;) T SehiIl~ga ada ada II N 
:' " 

untuk setiap ILB. _ Jadi lJ, ',-I imp = l' 

,-- ,'. 
J'- --= :~~ {Lan I1' ·-·-,l.ini jI :::: j_' 

" 

ili<t Ambil sebaran[:: {p } Larisan dalarn A. Misalkan 
)", 

I:- 1 imp = dan Ii '. -I illl P = '_ Akan d i tunj ukkan bahwa p = ;c' 

- ,'".1 ' +. \.1 

An,!Ji 1 sebarant' I misalkr,n I = ) dcngan -,> 0 dan' > O. 

E'll't'!lii Il (-] illl P 0=, _ dan II.' -I im p = , '. mak" n ";~ sehingga untuk 
,---;, , 

J l(' I' 1 a f: II l' (,,- .i'+-) dan I' -, 

i 1 ',' 

- r' - P + P
n 

- ! 
n 

I 
u 

r) u 

Jadi ,= _I 

Selanjutnya akan dibicarakan t"Ltang barisan Cauchy dan 

hubulll'annya dengan kekonvergenan suatu harisan. 

ll;.Hi:-:nJ {p } di<::..ebut b'-ll i~an C'::lTlt!IY ii~~:-l tlld.uk: :,~··t.i,:lJl 
n 

, 
l; U 

nu -
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., L ,1 ; > () I.L11! Inti. uk 

)- t;al iSdn. kOI1\t\">f"C:t='n IF"~) jika dal1 ll:lnya jika {I) :;
n 

hartsan 

. t Amb i 1 {p } bari S311 konvergen 11-'-5, rnisalkan 
n 

kOllV rgen kc ; . Akan eli tunjukkan b[,hwa {p } merupakan barisall 

Ambi 1 sebar<c!lg . misalkall 
c 

" 

I=(-c,t) 
[1 

dengan > o 

d III > n. l\arl'll:t {p } konVl'q;ufl kl' i' 1II:1ka ada II N sellingga 
" 

U,ltUk. ~t"t iap l.·~~n lJerlaku p ·,1 =(p F ... ) dcngan =min {, ,l }. 01 eh 
C' )', 

L"e.'" i tu untuk set i<lp r ,'" ," 
Ci 

bel'] aku 

p = 
1""1 

p,. - p + + p '::=:= (p-:o,p+l.). 
(!', J"(I )"(1 

J ,," i p_ I = 
P 

(p -., ,p +'. ) . 
!" 

Dcngan dcrnikian barisan {p } 
n 

'Ii 

Lll' ":U. l:lkan bar i san Cauchy. Sebalikrlya ambil sebarang {p } barisan 

da.l )0. ada <--:::: N. 

I c'; '0' III i sal k <lIl 
() () 

n 

I = (-e, ,I.) dengan ',: >0 
(; 

sehingga llntuk set iap n ,'" berlaku 
() 

I' .. (p,- .1' +1). ()]dl k:l1'cna i tu lIlltlik seliaI' "',, Iwrlaku 
p . r) 

p. ,p +, . Densall demikian barisan {p } terbatas. Sehingga 

sdlingga {I' 1 Misalkan E = {I' : l"J ~ rn}, 
l"fr 

Iliaka Ulltuk setiap N, herlaku E ~I . Karena untllk setiap mE N. 

-

E k'lllpak dan E ~E 
{(r (r' • 

, maka rncnurllt teorern" 4.27. diperoleh nE ~0. 
rrl 
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E~lrl':L\ ulItuk setiap I N scllil\~i-" untuk setial' 

I: ilL-\. k it J' 1II1'IiliLIt s" t \I 

!': dcngan 

111 i '".,,:t : l( a 11 < lI:tl 1111 11I'rarti I I ' 

~1isalk'\1l 

Ald\)i I si'llarang I maka de 
(.1 

jlt'ndefinisian ;.: mak" ada , N schingga untnk setiap 

Iwrl IKU untuk 51'ti,,!' E 

Iw1'l"ku I' -

J: -lim (p, - 0 .! L~ u n- - - lim p = 

Daiam bagian illl akan dibicarak In tcntang kekontinyuan Iungsi 

\"1l1 lllg kekontinyu;ln 

tent:\lll' 

51 fat-sifatnya . 

.L "-, . 

[} ___ ' 

1" 

IJ 

---T 

Sl'lll']lllil IIl1'mi>icarCik:lfl 

suatu fungsi tel' I (' hili dahulu clihicaraki.n 

lilllit fUIl~si t a II P~\ 

I . J i k;-i 

__ -i- T' L
;1;1.. ').!'-. 

20 
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11. '1 

('p~~ilull de ita 1H' s e r t a 

t!L:c.nq3.il InE:~l upakan 

I1-:: . ! ) 
'-' 1 } maka 
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Setelah di berikan def ini s i 1 imi t fungs i nee" selanjutnya akan 

diberikan teorema yang mellyatakan keekivalenan 

fungsi fi"C dan definisi limit fungsi sebelumnya, 

TeOl'enJa 4.35. 

IlCo-lim f(x) = L jika dan hanya jika lim fex) = L. 
x---ty X-,y 

Bukti Ambil sebarang fungsi f : D
f
---. R dengan 

[L<'-l i m r (x) = L. 
x ---) \ 

definisi limit 

Akan ditunjukkan bahwa lim f(x) - L. Ambil sebarang '" > O. Pilih 
X ---7 ,v 

lL = Nt: (L), maka ada Iv sehingga untukset iap :: EO I, (D
f 

berlaku 

f(x)EIL=N",(L). Misalkan I,,=(u,v) da" ""'=min{';-u,v-v} , maka untuk 

setiap xE N,,',(/);,D
f

:::: 1,,',D
f

, be:laku f( •. ) .• N (L). Dengan kata lain 

lim rex) = L. Sebaliknya jika lim f(x) = L, maka akan ditunjukkan 
x ---+ y x ~~ \' 

bahwa lI"o-lim f(x) = L. Ambil sebarang IL"";L' misalkan 11.= (a,b) 
x ---4 ., 

dan £ = min {L-a,b-L}, maka ada c > 0, sehingga untuk setiap 

Selanjutnya pilih Iy = N,s(Y). maka untuk setiap x E I yl1D
f

, berlaku 

f(x) ElL' Dengan kata lain Ilc'6-1im f(x) = L .• 
x --•.•.. 

Syarat perlu dan cukup untuk menentukan apakah suatu fungsi 

mempunyai limit fungsi Ildj diberikan dalam teorema di bawah ini. 

2 1 
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Syarat perlu dan cukup lIli berhuuungan dengan limit Ik;:' suatu 

barisan. 

Teorema 4.36. 

Misalkan v t..itik-lim.it IV-.' himpunClll D
f

. 

w,s-lim i(x) ~ L jika (1'>n han}" jik;:, ll .. ··lim Ux ) = L untuk se-

x -) y 
,. 

r: ~-7 !)) 

tiap barisan {x } dalam D , d,jngClIl :< ;r y, yanq konverqen [EC k,' y. 
n f n 

Bukti Ambi I sebarang fungsi f: Df~'7 R dan sebarang y 

titik-limit himpunan D
f

. Jika [)'Cc'-lim f(x) = L,akan 
X -) V 

ditunjukkan bahwa m:rS-lim f(x ) = L untuk setiap barisan {x} 
(i fl 

n ----+ (U 

dalam D
f 

,dengan x '" :;, yang konvergen nt:c, ke Ambi 1 sebarang 
n 

barisan {x } dalam D denga!! x ~ 
r, f r, 

dan n~6-1im x = v. Selanjutnya 

ambi I sebarang ILE '''L' Karcna n;5-I im [(x) 
x .----~ -~ \' 

= L, maka ada I 
'! 

E 

sehingga x E I n D
f 

berlaku f (: 
'I 

IL' Diketahui pula bahwa 

ne6-1im x = Y, sehingga ada N. sehingga untuksetiap r, 

" n 
n - .... cO 

beriaku x E I , Dengan demikian llntuk setiap 
!l v 

> n beriaku f(x) 
() '"1 

E I
L

. Jadi !)'C6-1im [(x,) = L. Setal iknya andaik:in untuk setiap 
r. ---j> iY-

barisan {X,,} dalam D
f 

dengan \,'" v dan IE,S-lim \, = .." berlaku 
1'1 ------) (() 

nee6-I im f (x )=L tetapi ncc6-I im f (x)"'L, Karena m:6-1 im f (x) '" L, 
r, 

1'1 ~ co X -- -;. y X -------7 Y 

maka ada IL EY
L

, sehingga untuk setiap IyeY,. ada x E 1/1Df de-

ngan x '" y dan f(x) £ IL' Selanjutnya untuk setiap nE N, pilih 

I
T'! 1 1 n 
y = (y-;;;-,y+;:;-) maka ada X"E I/'D f dengan xn '" y dan f (xc,) E IL' 
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Den£lI\ pemilihall ); diperoleh barisall {x } da l alll D, dcn£an x / " 
t t 1'1 

-limx = ll'tap i 1/ -lim f( x ) . L. KOlllraeliksi. f} 
-) I I 

Kl't uIl£ ga I a n I i mi t t UIl£S i 1/ diberikall dalum teurema eli 

h\Wdl l ll i. 

Id,,\ n -lim 1(xl ,ld.l. 111.1~. 1 IliLlj IIIIIIIII Y I Illllilif-d. 

X - • 

~Ienurllt tl' orema 4 . 36 . dan 4.31. di pero l e h hahwa jika 

1/ -lim rex) ada . maka Ilila i limltlly :t lllll !!!!al.[; 

Selanjutllya tiiberikan syarat clIkup ulll u k menenluka n apakah 

Slilt I fllIlgsi lidak 1I11'mpII Il)ai limit IltIl ~S I Pcmbukti a n dal i 

telll"lIln ini :-;l'rupa dt'Il~i\1I pelll lluktltll1 tt'(I I" l' IIIt-t -l.J6. 

I" -1 I 11 c,; 

IlIlq 1 1 : [I 
I 

i. i' 1 
It , 

J 

\>. I I ~. 'I ( ( x') 

} -IIi ~ I ·ut j nytl 

'o. 

1 ( 

I 
I ( , 

I' . 
I 

I'dela ... E ll , ji ka UIII.UY 
1 

I), m.ll" I dj y " I;}
J 

KekoIl\'cq;enan elefin isi kekonlinYlIal. 1/ ., fungs i dan dcfi n isi 

kl>koatilly u an fllngsi st'he lumnya d ibe rikall dalam teorema di bawah 

in i . 

23 
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; 1~: h . 

" I 

\'1 it t~ a 

1 ( " ) 

:U 

: ..... ~, ; I J ;' ',I 

Pilill I. 
t (,' 

. I 
]1 " 

=" (1'(.» 

l' knntinyu lL.:· pacta 

I\",lii 1 

st)llingga llnluk 

Dr IJeJ'!.dlll fCx)· N IY( ), ,tisll1k,," 1= (!I.h) dllIl 

) I) j1er!;tkll 1 (.\1 
1 

N (I( ), Ili<'i1 klln'lIa ilLi r \;(>lIliIlYLI 

S,'baliknya .liLa l' kOlltillYu padll dilllll-

bahv.'<'\ f Kont lllyll fl.-- pada scbarang 

f ) • Illl sa ! k:i Il I r C· 
., (a, Il) d:lll 

( ) 
- 1111" {l' ( ) - it • b - l' ( ) ) ' 

:1 (1 a \ ( ) s e h 1 il,~ ~ :1 untllk s (~ t lap ,\ lwrlaku 

1\,(1('» I
l
(), SdalljLltllyn pilih I N " ( .' ) maLa untLik 

~ '_' til P :\ I 1 r ( , PI'lIgan La In r kon-

Dua syarat periu l'an cukllIJ untuk m,'nL:ntllkan keknntinYLI:tll sua-

'." _. 

"! . '., :: 

1 i:1) i' I) 

. . , . 

.i; '.'-.', 

j ! t i J.. ,-, ii' 

.! I , j , !-- . . , , 

! ,i j':ill.1::.ll t \ \ : I: 'II: 1, 1\] 

J 1 L 11 o. j _i ., ! , , i ( 
" 

, ,. I ) 

Il 
"1 

f: D - --, H dCllgall f kUllt inyu pada 
t 

himplinan Dr Akan eli tUlljukl:all klhwa 

tit i k-
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Ii -1 lIlI 1 (x) ~ r ( ) 

x ~- -j 

, ,::' 1.1 1 1 
1 ) 

I\a r l,~li;\ r 
l 

1': (II j t illYli II p:lda IIlaka 

,I" ,I) 1 )(' I' ,I k 11 !' ',:) 
I I ( 

'l i1 (2 :0 L d e III i Kia It 11 111 I k .., l' t i a p x he r J ilkll 

lllt'll :.;l'·,'ll;1 itll 11 -Ii,,: Il:;)"·l( ).\(·j"tlif:IIV;1 .iik" 
:.; 

. - I i lil r ( x ) ), iii;\ k:l U1\ t llk :-..\' l i:\ fl 
I I ( 

i x } 

Ie 

J f ( " 

:t 1 ! iY 11 ,! i 1 i k '! .\,1i! Il,l11Y,1 ii k:'\ '(ii' \ik ,,\.j i ;'11) l),~l "'"II! ,', 

'i , j!' 

AmlJi 

d:·1.1am D, dt'll~;ll1 
1 

- i ( , , . 
.I 

f:D r . ]( 1ic'llg:tll r ktJJI t i lilt II pad" 

- 1 i 1\\ ! ( " ~ I ( lint-uk ~,C't i dj) fJar i S("\Il 

1l "-- 1 i 1;\ x ;\ mil i 1 s{'lJarang bar i san l x } 

Dr derlgan IF -I i III X SelanjutIlya ambil seb;:lrang 

i\arl'll:t 11 ~-I im r (x)~rc ) , lllaLI ada I 
x ------~ 

D. berlaku I( 
1 

Dikt't:tilui pula bahwa 

sehlngga 

J., . - 1 i III X = sehint"!"~a ada ,~ N, :,-"hillg,;a ltlltuksctiap 

iwrLlku X I IJensaIl dernikian untuk Sldial' " bl'rlaku f(x 
I 
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. 
" 

.. 

I 1 l11"tl 1\.;\]'('J1.1 Ill! 11 -lim 1'(\ 

) 

.\ 

( 1 ( JJ -I 1J1l I ( :\ ) I ( ) 0 IlIC,bl "d.1 II 
\ 

, 
1 'I' I ada :-: c I 

~ i I ~) ;~ . 1'1 I i It ~ ( - + 

1 
.l)l'lI2::ln jH'1l1i I iL III x ) '. 

- i i m :\ -lim f(e: 

; - "- . 

, ,-\1,; :; l ; :J 

II .: i.!" 

'.; 

"(' I all j II t 11 Y;l ;d~ ;11\ 

,. - \ 
',,;' 'i 

d! . 

suat.l1 

~';;Sl ,tl'l1si fUl1gsi LOlltiIlYU 11 yang 

.~ i-
,.: • .1. 01. 'J-, 

"I. l) i 1,1..11 11I1<-)I! 

~. ! ' \ <,;. 

2(, 

I ( ) 0 S '0 h:,] i L II}:' ,\I,d a if: '''' 

-1 i III X hcrlaku 

1 ( ) 0 

~,'lliJI:':~a tilltuk 

1\ ti"IIl""1 r (x ) 

(x ) 

) . I;" 11 l nil I i k ,> i . 

:.J! l d. 

t('o)'cma y ~-I II f~ 

Lll~ l'hubllll~an liengall fungsi 
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fCx) - ftc) = tx - c)f*Cc) dan f*Cc) = f'Cc). 

Bukti : Ambi I sebarang fungs i f Ca,h) -~.-.\ R. Jika f dapat 

f(x)-fCc) 
diturunkan pada C E (a,b). maka i~~'-lin\ --.---- ada dan 

f' (c) 
f(x)-t(c) 

= lit 6 -1 i m ---- ----~--~ 
x - c 

x--'c 

f (a, b) --7 R dengan 

x - c 
x·_--)C 

Se1anjutllya definisikall fungsi 

f(x) - f(c) 
x - c 

,jika x7' C 

* f (x) = { 

f ' (c) , j i ka x = c. 

* Dengan demikian f kont inyu [)'O>.) dan memenuhi 

* • 
f(x) - f(c) = (x - elf (C') dan f (c) = f' (e) . 

• Sebal iknya j ika ada flings if: (:1, lJ) -. H Y8nl' knnt inYli n c'-, 

* • 
dan memenuhi f (x) - f (e) = (x - e) f (e) dan f (e) = f' (c). 

maka 

oco-l i m 
> _, [(xl-ftc) >(e) 

f (x) = Ileec-11m --.~ ~-----. = [ = f' (c). 
x - e 

x-+e x-'C' 

Dengan demikian f dapat diturllnkall pad a c ~ (a,b).1 

Hubungan antara fungsi yang ctapat ctiturllnkan dengan fungsi 

kontinyu m<' dapat di I ihat pada teorema cti bawah ini. 

Teor-ema 4.44. :' 

Jika f: (a, b) ~ R jyrciefferen"ial pad a c, maka f koniinyu [1£6 

pada c. 

Bukti: Karena c titik limit n<' pada interval (a,b) dan 

> 
oc6-1im f(x) = fLoeS-lim {ftc) + (x-e)f (cl) =f(c), maka f 

x~c x----.c 

kontinu [1£0 pada c.1 

27 
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Di d:tl:liil b;t~i;\!l 1111 dihil':trakan dall ,iJ'at-siJ'at 

[]lC'l ih:ltk:l.lI f'psilClII dt'lta. S~'I)('lll!ll fIlClllbic<1rakaii 

":,bulll "k:l11 c\ iC\,.j· i ni s ikan 

Illl'm('gaIl~ p"nt ill~ d i cialalll 

:ll Y:llq~ ;11\:111 d i 11;111;'.1.111. 

;1. 1 . , 

,! i; ! i j :-1I!1I ! i 1 .. .-tl Ii r·~ ~ I 1 ! ,! _ . , i 

I :, . lJ J dilwrikClI1 d i clalClIll 

,1, ':-, .. '.1. ap 

)' ; ,\ l. ;> , .' ••• ;> • 

'.1' i 

, I .. -':-. ,;",: ( 1 I • 'J d,lI ! 

; ! 

'[a,hl llIcrupakan 

u I clapilt clisimpllikan 

I [a , [, I 

!t."1 lllerupakan sl'lil,IU\ t('r)'uka 1L se I :lIlg [i!. b] la, IJ J 

ada I . I ..... I . [a. b] lienEarl 
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n 

< ... C selling!!;! [a.1:>J '. i CJleh karena itu untuk 

;.., I" t i . ~ p ,- I"·' herlaku f (j Dengan dernikian clapat 

clipilih a = a. 

:\ = h. dan II Jl t II k cl~llgan 

Jadi 

.il =b: , .... ,. 1 

\" dan I = (u • v ) untuk 

~ :-, tit P . ~ 

':;1 rn1!ilY; }-' 
- I _, 

Ul. <'j! dlnotasik;':'tn 

~. ! 
.' ;',' i .. 

Ll'ma di bawah jIll ballyak digunilk:lll dillam [H'mlJuktian t,'orema-

",ll'('JUd dalam tt'ori illt(~Fr;tl 
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i 1 .... ,.; . '(, II j Ii, ! ill '.~ 

la.1>1 dal! [a.hl <ill:! 1"'IIIII;II1Fk;\ part;s; 

. [iI, I. 1 = \ I I [il.bJ) . 

F = {:l.-=.t,a ..... ~\ =b: } . 

1I v d:111 I = (ll . \' ) \llltll!; set iap . !Jari pen-

(' ',' l' iii Sid II [ i\ , h J tI 1 I' C' role' 11 

lJlltU.~ set iap hf'rl.:.d-:u 

I ) - (1)1 ) (II ) , dcngan 

I 1<1. ill ,1;,,1 L I [a,hl. seil;ngga 

I I Ii [ a, b J 
1.. j ., 

diu 

I cil'nsan I [a, b] . 

5 l' 1" l.i II tn y i\ [". II 1 I ) d"ngan 
. i 

I [a,hl dan I [a.hl, Sellin!;"a dipcl'oleh 

[a.h] _ r' dengan I [it. b 1 

d:lll 

30 
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La. b j 1 lit. b I . 

I'l'illuclian I = (ll \' -- l' I l",bl dall 

j [a. b). Sehingga diperoleh 

1 (ll \" - (L1 .v 

( II , , ( tl . ' ) . 

'" t' t t' 1 ~·dl d i ballS \ill hi mpun<:l 11 l:l.bJ Lit!l par-tisl muius 

'.,'", ljll\llya eliclt'fill,,,i!:'lJl llllq;ral Il:ll,'.si r l a. hi 

t d." Ll-- ---:-1 '1 ; 

, 'i 'i' j '.~ ; d , In! ~").;}; ,j I 

r ' __ j' \.. :~ < '- , ! ! 

; I. ;'1' 

; 1. J: a 

11 

i\ 

, ' 

)(, 

liiU 1 [1:":-, 

/\ 

> ••• ;> : 

- I lIt' 

II 

1,)"1>1- :,' 1 

i) 
A-Cr';:)!1. 

d 

~ 1\ . 

\1 

P-'la,i»), 

bukan 

IR-PERPUSTAKAN UNIVERSITAS AIRLANGGA

LAPORAN PENELITIAN Integral Non Epsilon ... Mohammad Imam Utoyo



::)t'telah diderilti~ikall in 1.l>gral sualu ftlIlgsi. Sel:l.11julllya akar l 

di'~H' -ikaIl suatu mellyatakan ketunggalan nilai 

i:lt('~~'asi tf'rSCbllt. 

--! f i 
'_1 •• '.' '. 

:- ~:., r i I! r • '; I; '""' ~ iii! , 'I.~j 1 <i I j i Y;-:I 

Ambil sebar;\ll;-- f fungsi terillt"1'ral lIlulus pad a [a,h], 

Illl~"\l:':;lll.\ daIl}j lilt" i-,ll.ll il\1.1'~~I:\1 1ll11!II:;[\\";\.;\k:lll dilulI,jllkkall 

j, \ \'1\ I " = n . . \lll!lj 1 >(,11,11 :111f, o (- ) . i I) d;1I1 

'> ·1. !\:\rella la,h] <1"11 

la.ll] stellinggR uncuk ",·tiap P '-, Id,lli dan P -. [a,b] berlaku 

I' (c\ - .;\ + ) 

d .1 

I' lex) (v-u) - (tl - . B +). 

l- iii,· [a . lJ 1 ~ {I I I' • I a. bl dan I··c [;"b]}, maka derlgan 

1":111111 4.5.-\. dipc'r,J!"!1 utltuk sl'tiap l'-·la.bJ Iwrlaku p_.; [a,b] dan 

}'-- la.b] Sehingga 

B-A = H - P 

U 1 (' h k are II ail u :\ ~ ll. 

,_ j 1 
l ..-i. j; I 

I ( ) (\'-u) + f' f( ) (v-u) - A 1 

lJengan tnl'lIggullakan opl'ras i pcnj ulill ah:lII dua fUllgs i dan operas 1 

32 
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tcrnyata himpunan Y1[a.bJ 

r~,tru)'ikan suatll rU!ell,' linear. Hal iui dituangkan dalarn teorcma <1i 

! 1, \ \\:\ Ii; Ii. 

"\ ,-, 
'i· 11.1 'I. '., '. 

1 lin\uk 1l11'llliltlktil;;111 Mla.hi iJll'J"lIp:d::\l1 rU"IlI: I ill!''''', !'llkup 

,iiturljukkan ballwa ll!l1uk 'ietiap 1,1' Mj!l.h] dan untuk setiap 

k'rl !ku : f + g dan ,j', \lla. h]. :\1II1Ii I .·,,'kl]';tn8 r ,g ·r MI:I. hi. 

h \1 
II:isalkan (M).!' r = ,\ dan ("1).1 g = E, aLan ditunjukkan bahwa 

a a 
I 

(\1)' (1'+g) = ,\+E. '\Il\hil ",barang 1\ .,', Ii' lIIisalkan 
1 t +1) 1\+ 

, h ,b 
1 = (A+B-: . A+B+, ), !-,,, 1'<'na (M) r f=,\ dan (M).! b =B, maka aela 

;\+1) a a 

la.h] dan [a , his l' Iii )\ I; g" lin t \l k s (' t i II P P - la.b] dan 

l' 1',. h] bcrlakll : 

l' l(x)(v-u) (1\ -.]1 +) 

l' 1 (x) (\'-u) (,\ - ,A+,). 

hli.l,'[a,b] = {l 
- l --" 

1 [ [a,tlj}. rnaka dengHll 

lemlJ!1 -1.5,4. di!wl'uleil Illltllk setiap 1'-:la.1I], llC'rlakll 21'-,' [a,b] 

dan i)-I, [a, b]. Sellingga 

v::: (f+g)(c:) (v-u) = P:: f(:)(v-u) + pr, g(,)(v-u) ", lA+H' 

Uleh karena itu 
h (M): U+,,) = A+B, st'ililll',ga f+g ',r M[a,b]. Selan-
a 

j lI,n: a All\hi 1 sebarang 1 Mla,b] dan E, misalkan (M)!b f = A. 
a 

R 
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Mean ,ji tunjukkan bailw,\ (M)r
b 

,',f = "/\, 11mb; 1 st'barang I" 
a "/\ 1\ 

misaikan 1/\ = (c.d). i\~rena 
b 

eM)i f=,\ Illakaadil '~la.bl 
a 

c [1 
f (. ) (\. - u J= ( ,-). j; k:l ) (J 

f( .. )(v-u) 
d l' , ) j ; La < 1I. 

sehillgga 

EHKa,"'f( )(v-u) I , . lJ 
Ole h k are 11 '" ; j 11 (M ) j " ' f =,' A. lJe n Plfl 

i\ 

clemi :ian .'1' ,;\I[a.b]. 

i -:, If, ;ii--j A ,:~~ ': 
'j. J. ,_'. 

I,! to III '':: l:), JI I ~ 

, . 
. " 

~.f :~. L;l ( r1'.i . 

;, :; 

c 
(1) r f = ,,, d a II 

a 

• 

a 

jiLl 1 

i· + (. j':) j i • 

[a,b).r 

b 
(M)i f = B. 

c 

'\ll it , ('], d it 11 r .: M [ C , 1) J • 

akan ditunjukkan bahwa 

,\11i r = A+ll. i\l1lbil ., st.'i.Jarang I 
A+ll A+IJ' 

mjsalkall 

1 -- (A+B- .11+13+ ) dt'lli'<ln 
HB 

> 1I dall' > (). Karena (M).! C 1'=/\ dan 
a 

I a , t,' I d" II 

P [a,b] dan P -, [a.t)] berlaku 

I' f( ) (V-ll) (B-,JJ+'-) 

d.\!l 

F 
l 

l(:)(v-u) -, (A-.M). 

Selal,jutnya pilih 

3·.\ 
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: , I: I II 

\ r , 1'1 I Ie, h], c 

I I 1 ,I , "I d ;111 1,1," II ' 

U I ell k a n' II ail u 

I' { :\ ,a .... , <1' 

I' = { . ,t •••• ,;-t " } 

la, I,] 

}' f ( , ) (v-ul = 1-' r (: ) (v-u) + I' f (: ) (v-tl) 
IA+B' 

.1, 
b 

rJ d I ( 11) j r = ,\ + B, \ L111 tif'nsa.n dt'miki'tIl r M[a,b] 
~-1. . ~;~ 

S,'lalljulny" ak:\ll dil"'l'ik;tll '-Y:llal ('"u::lty p;tda illlq;rai mulus, 

SyJl121l Cauchy IIlI akilll digunJlkill1 dalam (llclllliuktikall teorema yang 

j llgrt 

ilr;lltl'gral Illulus p:lcl:l ll',d] [a,b] , 

: t -(.J id .• 
, , 
• t Q I j \.1 • 

!-;l_""l-,j iik,~ I-i,,·]· !!-'!\'y' 

I' 

;\lIl b i 1 

llyn amhi 1 sel;aran;.::, I 

f'i I ; I T I' , ) 

! i k i u!d Ilk "'.I:':-,! :.\1' 1 
" 

'; , alla :J[ ;_1,. l.JJ 

\ll" ,I'J, Illi sa U:"1l 

, deIl0i111 1=(- .' ). 

35 

" 

1. • 
c) 

h 
01) ! r = 1\. 

a 
S('lanjut--

>O,dal1 )(). Karella 
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, [, 

(:>1)! r = A. maka ada 
1 

[a,b] sehingg;\ Ulltllk seliap ['- .. [a,b] 

I' I( 1 (\'-u) I\ - l II - .iI + ) 

denF III = min { \ .~l'h i ngga untllk set iilp }' - [a,hl daii . , 

1': f()lV-lI) - \' t (. ) (v-u) (-; ,;) 1,=(-,'). 

:'Ch{-iJiKnY:1 diketallill tllltuk ~;(,t[:\P 1 
(} 

sdi:1p P - [a.h] dan I' -"[;l.h] berL,ku 

P f( )(v-u) - P. f(.:)(v-u) 'C I 

,\Iun dilllnjukkan ballwil ['. ~lla.I'I. Sel;l!l,illlllya lI11tllk setiap \ N. 

pi I ill = (-, >0. ' )(),c; s . s _ S .11 .. (J • 
11 j :. 

dall n-·- i --------70. Maka untuk setiap ", ada [a, bl sehingga untuk 
L' 

, eli ,p I' -, [a. bid Ii 1\ l' - I a . I> I il c' I' I cd; 1I 

p, l( ) (v -1I) - P~: f ( ) (.; -, u ) c I 
i! 

d,nllltuk set iap I I a . \) I dan I [a.bl berlaku 

I 

entu; seliap ,<:ri. Illi"l11-;:,11 I' ==1' ,'1'( ) (v-tl) cil'ngan P -' [a.bl, Maka 

{, } merllpakan baris/,ll ili lanfilll I'cal, Sdanjutnya ambi 1 sebarang 

I maka ada :< sehillgga tlntuk setiap '",", berlaku 
u 

.' S\'hin~ga dari 1"II"na ~.5 . .j. <iipernieil ulltUY. 

soti;ti) P-I' [a.b]. maka jUi,S:l P-,) [a. b I Sehingga untuk setiap ". 

. misalkan 11 > In, h~rlaklJ: 

,1' .f(,)(v-U)-P f(.)(v-u) 
j'; 
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()l,'11 karena i tu L Il!c('upakan haris<-tll CaucllY [! • SC'iliIigga lllenU-

l'Pl'ema 3.27 baris;\n {i } kOl1VCl'~'(·!\.mis,tl)...:all k()l1'Y'(~l'~('l! 1l 

11 
.\. S"!"lljulnY~l abill clillllljllkb'll 1'<lh"" (M).i~ f = A. Ambil ,d)'~\!'illlg 

a 

I, A' mislllkall le\ ~ (1\-> ,A+·). Karena barisan {, } kOllvergt'1l 

J j }~l_) A, maka ada ,,-_01. sphingEa tlIliuk sctiap , h(~r iaku : 

_._> 0 ci:cll J! ~-·:'o. maka ada N sehingga nntuk 

S C <, i ,,1) (-,~.~~). (lie!> kart'IlCl itll lllltllk seiiap " 

), l" , b J, d :\11 ) , 

P : f C. ) (\-ll) - F f(.)(V-ll) I . (-"-, J . 
i.: 

!lll' k s {" ), 111 ;11;:, dip c r () 1 c h II II t II k s" t i Cl P 

)'- ~ ~a.il] berlakll 

F~ f(.)(v-u)=}'. t'C)(v-uJ-;: +: 1A = (A-. ,1\+1). 

Uleh karena itu 
l> 

(~1) , f = A. S e hi n g g il f 
a 

A 1-_ ., 
~.i. _J • ..i .i • 

. '1 -
Ii!'. , ~ til r., d I . 

lli Ambil sebarang r cc M[a,b] clan [c.d]- [a,h].akan ditunjuk-

k 1l1i',dlWa f ,c M[c.dJ. AIIIllil sellarallg I 
" 

1. Karena 1';= Mla,b), 
" 

maLa deni'an teorema 4.5.10. ada ';[21,1>] sehingga llntuk setiap 

I'-la.h] dan l,l-"ia,ll] berlaku 

l'~ f(.)(v-u) - q: fl..)(v-u) 1 . 
;) 
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. [a. 'J = {I '-. [a,h]: . 1 a . C ] } • :' [ c . cI] = : I [ " . h J : - [ " , d I ). dan 

l.!.uj={l 

l' - L".('j, ddti l' d.hl, maka lInluk bcrl<lkll 

F 

t' f( )lv-u)--J' [( ) (v-u) = 

J' r ( ) ( ,. t I ! f I' I( )(V--II) +1' I ( ) ( \. -- t t ) 

d' Il )(\'-u)+l' I( )(v-u)+I' J(..)(\-u)}= 

I( )lv-u) - (I' I' I') J(.)(v-u) 

\1[, .. d] .[J 

nari tCOl't'ma 4.:;. II. dipl'J'oldt untuk sptLlp x· la,h]. j ika 

i[a.ll] til:!k:! r \11:1.x]. Sdliui'!''' ,t;,p:,l ditil'fiuisikan fUflc.si 

i1. h] 
, . 

.• ~. (\('I'i':·.11 1'(x) = (\1))" J ul1tuk set iap x 
a 

I a, h] . 

Pari penderinisian l'U11i'si F, clipeJ'olt'i1 

'1 ~I , h , 11 
Il a) = (M) j' f = (1). I + 01) I . r -- (1)! t 

<1 ;\ a a 
= lM); hr - (M)rbr = 0 dan 

a a 

In =:1. ", •• ;t. 1 1"'rlaLIl 

. 1111'. Sl'!:ll1jlllnY:l (1.1),;1 

" 

I -- {Fe:l ) - 1'(a ) ) . 

r ~ {F(:! ) - j'(a .. )) din II l ; 1 S j I::! 11 

.a ). Fungsi F yang didcfinisikan di atas diseuut 

prim tif fungsi f. 

S",lanjulnya jiLl f(:) = 0 untuk seliap:: [i,.b], toaka dellgan 
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11l1lcLl dapat ditlllljUU""1 klllW" f' ~ll",I>J 

( ( I a, b J f(,,) j OJ) = lJ, 

""118:"\ ,(X) meIlY:lt'il;:11l llKllt';\lI himl'llll:lIl X, maka Ul)! hI' = O. Hal 

" 
1 n 1 

diht';-ik::.tl1 dalam t('Orl'lll:t di hawah iIll 

'-~: ,( -- ,) , t. I '. 1 ',,; -\, ' 1,1. II I . 
,. 

lI!.lk d (1,1) i - u~ 

1" -,- t 
:\mbil sel>al'"n~, fungsi f: [:t,bJ ---:. i', dengan f(x)=O a.e. 

pada b 
[a. b]. Akan eli turJ.iukkall halma UI)} f =(). Ambi I sebarang 

a 

misalk<ln I =i- ) dl'llgall _ >U. (\;111 >0. Misalkan 

\ = :'[a,b) f(,,) / OJ. rnaka X bt'rukuran nol. ulch karenCl i tu 

;-1 j;: clIngan "la.b], 
t-, 

I ::= U J dan 

I dan ~ (\. -u ) I 

()tl'll karena i ttl ulltuk ~l't iap \, ada I clan 

S"lanjutnya .1kiln cI i iJanFtln ';la, bJ 

S('tla~ (Ii berikut 

(i). Jika U ,m:tka dipilih I =(a ,f» cI"ngan a c,I 
;.: "\ 

untuk 

set i ap a ~ I a • u ). cI a 11 b·, I :', X un t u k 
1 

setiap _ N. 

3 'J 
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t i i Jik" X~\' • Ill:tk:, dipil ill I ~(l' .d ) c\l'flptfl " I 

,\ I \ , , . d,!l "d;1 p. q '~ :-:' ( I 

" \ 
), r (! '-' lly ,'-I II 1) '1. 

I 1 1 1 I Jika X I maka dipil i h j 
I. 

, 
I ! 

U 

( i \' I Jika X I , maka dipilili I 
\' 

I 
v 

(,\ . Jika \(1 
u 

j 
\ 

I • Illilk,' dipilih ( I I ) I 
u v 

l,i). Jib ( I I 
u v 

1 . mafIa dipilih I = I 

(\"ii). Jika til . I, I I . make\ dil'ilih I sehingga 

I . 1 = ' . .1, 

Selallju(nya amldj ,cLlarang l,-,'[a,hl. misalkan 

• • ,t :::; lJ : ) . 

\. maka ad:1 I s('hing"a I . D('ngan 

dr':ll -]rlll terdapat ti~;t kl'llluIlgkinan nilai ya i tu 

X 1 I 
u 

X [ "I 
v 

! atau I 
,', 

J i :.a X 1 I 1111' L, I [ 1 harella u ".£ I maka ada u II 

d.~ng . ;1 < ,sehingga u -I Karen::t yang memuat u hanya I , maka 
u 

T c' t :t I' i I S t.' hi ng I~ :·t nil II i 
11 1I 

f( ) (a -a tid a k 

cii!la:,ukkan dalarn Pl~l'ili tungan 

p r ( ) (V-II) 

Sc,alljutnya j i ka X I ., I , m"ka I ' I I l\arena v I 
V v 
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. sellingga v e'l . Karena yang rnernllat v 

L,-t ly 1 I . Seilinsga ni l:li 
v v 

1 ( (a -a tidaL dimasllkkan dalalll [ll'rilitllllgClll I' l(',)(v-u), 

ScJ311,;kan j ibl l I I ) 
II V 

I, 

(I I 
II V 

{(Ill )"il -[ },X',s('llinggaaciai 
1I v 

11 r! 

sl'hint2~a I Karena y;,ng ruerulla t ", llanya I 
, , 

IL,,;" I = I . Tt'taj1i I I 

tida: dima;ukkan dalam I'el'llitungan l" f( ) (V-ll) , 

J;,,1i untllk setiap I'-la.b] oel'laku I',f(x)(v-u)=ll Dengan kata 

1 :1 i 11 01) I il f = 
a 

o . ~ ; 
;,., 

Dari teurema 4.5.12. dapat clisilllflulkan bahwa jika f = g a.e. 

[a . b] dan f,g' Mla,b], IIlaka 

J 1 _-: a \1[(\.bJ d('IlS~\ll f:g a.c. 

(M)lbr = (M),rbg . Dcmikian pula 
a a 

I \' '] k (·,'I);iJ l' I' a (a a ." ,Ill a it " 
a 

b 
(M) r g. 

a 

~--Li 1 , n 1 din y a t :t k and a 1 am t e u r t' nw. d i lIa wah in i . 

! ; ,-1 -' ! i __ 

Amb i I seharallg. fIg Mla.b] dE'ngan f. g a.e. akan 

b 
d i lUll j ukkall bail";1 

b, h 
(01)'< 1 CM),Ig. Misalkall CM),\ hr = /I dan 

a 
(M)I g=B. 

a a (l 

S,'la ljutnya amili 1 ,.'llilr;\l1g I miS;llklin I = (S,I). 
! , 
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"iiia,t:C1n X = ( .. ' [a.b]:!,(·) > g(.)}, maka X berukuran O. Seperti 

[a.b] sellilt:'~a ulltuk Sf'tial' ]'-"[a,b], 

!l'~'''8.1:':':-\Il P = {a =;-t.: . a =h;.~ , . tWl'lakll 

l'r~) (v-u) (A- ,\+ ) 1' .. 1' (x) \ v-u) (ll- ,H+, ), d all 

,\ -- , , I (::I(v-u) I' F \ .\) \ \' - II) <: 1\ + 

J , 1 d i ,\ 
1> 

= 01), j 
a 

, ,h 
l \, ) J 

:l 

i'ntuk IllclIlimktikall ball\Va !'ullgsi l'l'il!litif ci:tri f ." ~lla.bj 

!l\t_~~'ll)'\kdn run~si kUlltinyu!l" . dipt'riukan tf'Ol't'IIl.:t di bawah ini. 

, . 
i i ; 

11' -j L '. I! 1 II 11~. 

, 
, I \ • i1) +. 1, 

I. re, , ,1) 

-il' 

1. ( ::-.. ; l 'J -: 1 \ 

1- t I. , t i) ;> 
1l1i~".tik.-111 

:....: (r ( ( " ,{ ) - -";> !. ( t ? d ) +; );> 

AlIlbi 1 ~ehal an" 1(', d] [:t. b] dall j.; M[a, b]. Dengelfl teorema 

4.5. 1. diperolch j',Mlc.d] schingga untuk setiap IF(c,d)E;'P(c,d) 

dellg~1n 1
1
_ i = (F(c.d)-· ,F(c,d)+i) •. >0 dan l >0, ada 
. (c. ( ) 

.12 

ic,d] 
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''''11;\::.8'' lllltuk sct i:'I) 1'-.-[(',<1] [wrlaku : 

r' rex) (V--ll), IF(c,d) = (F(c,d)- ,F(c.d)+'), 

1'(x)(v-U) jUlIllal1 1);I1'5ial d .. 'rvt 

1' .. (:) (\'-u), Misalkan E = '_'(U,V) !llt'rupakan gabUIl!;iltl illtl'n'al 

--- -

rcx) (\'-u) dan E =lc,dj-E , 
i 

[;":11'.1:1 tt'orema ~.5.". tI"n -l,S,II. ciil'cr()lcll ·:M[E I, Olcll karcna 

II: 1 l1<'rl:\l;u 

rex) (\-u) - ( F(u,\')-" 1'(ll,V)+ ). 

Ic,dl s\'l1illgga 

11I1'.ll;: set iap F - I Co til berlaku : 

I'! (x) (\'-u) = 1'(x) (V-II) + r (x) (v-u) I !' ' . ( c , d) 

!lldl Lan'na itll 

.. ( ) ( v - u ) = I' _ f ( x) (v - u ) - r ( x) (\. -u ) l'(u,v)-2 ,: HU,v)+2' ).!J 

1 _ 'I i:U'~ > tIl t; 

iii 

i:'l: Ambil seh:tr;jll~:! r,·,\l[a.h]. lIlisalkall F fungsi primitil' dari 

f. :\1 all d i tUIlj ukk:tJl h:II1'··;:l F klint i Uti 11 pad:1 la,l.>l. AlIliJil sclJaratlg 

.!,I'J d:111 IF(' J()' IIllSalLall 11.'()=(F(.)-•• F(.)+), d,'ngall 

d.\Il· > D. K:lJ'l'Il:1 (\I)l
b

r=F(2a,I') lIlaka ada [a,bJ sdlillgga 
a 

lllldll: sl'tiap 1'-:" la.bJ, rnisalkan 

P = {a.,=a.a. , ... ,a =b:. ," , ... '" } , 

= dan P_f(x)(v-u) ': IF(a,lJ)=(F(il,h)- ,F(a.b)+4) atau 
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P (l (:;) (v-u) -F(.!. v») (-:-,-,-) . 
., .. 

S"iCl,jutnya ll'Hia!,a, c\\I:1 kellllln!,kinan nilai f(),y"il\l f( )=0 atau 

i l I). Mi sill kClll I )el). :\Illili 1 Sl'ilar:lll," 1 , I a, IlJ df'llt'all 

I [a , 11 1, III i s a I k ill I [a. b1 sl'ltingga 

unt\l': set iap P- [a.h1. llIisalkan 

,'=(:1 =a.,' , .... a =1>;, } . 
:-, 

, I , ,1 

:-:eialljulnya dipilihj:t.hJ=(l, 1;1 I a , 11 I dan J"' [a,I>J) se-

Linn"" llIen\lrut lemllL' 4,5.4. \Inluk sl'li:lJ' I'-[:I,bl. Illaka juga 

1'-- la,bJ dan 1'-' la,h]. Ulelt kar""" illl ada 1'-I[a.l)J, Illisalkan 

I' = {a =a,a , ... ," =h; ...... }, s"ili ngga = ". a = , dan 

(1:":: . Olf·h karC'lHl itu Illt'IlUl'ut tt'ort~llla .+.5.14. dipcrol{'h 

F(, )-[( )-f()( -)=1-( )-F()·(- ,') 

(\I,V) .... • dCllgall 

Y-u ( 
f( ). 

jika f( ) > 0 ata\l V-II < f (! ) , 
j ika fL') < O. 

la,bl 

:--C11111sga Ulltuk :-.etiap l)-'~ la,bJ, mis:llkall 

I'=(a =:\.a . ,a. =h; . ) , ., 
ac~ a 

= 1 ,r • d;.l11 

L -;... 1 
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~ia,bJ = {I I I [a. b J • [ I;'. hi liall './) 

[ I [a.bJ.I- [a.bl). 

P :::: -;.a,=a.a .... ,a ~·~l):, } .1.I<,k" juga !'-'. [a. bl. 

)-, [i. hI dan ada • d = d a II a = '. U I I'll kat' ella i t u 
-- j 

llil'1U'ut teorpIna 4.'i.1~. dipcro[efl 

H )- < F () = 1'( ) - H ) - I ( ) (- ) +I' ( ) +l ( ) (. -.) < F ( ) +, 

(~ t 1. U 

I' ( I F ( ) . 

. h.1 i F >;Ollt illYu ""tI;, 

:)"iJelurn rnerniJuklikall balllla F rUllgsi prilllitif dari rUllgsi 

I ii:l.bIH t,'rdirfr'l'l'llSi:\l :Ll.'. dt'lI",lI} I·" (x) =I'(x) a.". pada 

[;l.bl, tCl'll'l)ill <1a11\,[1l ;lkan diberikall kc('kivalellan Vitalli's 

(,()Vt':'jI1g theol't'llJ dC'llgdtl Vi t.:111 i ',"" ccn'ering tllt":orem rr(-,'. Dengan 

Sll:ltll caLdan pellli)llktian l'ital1i s covering tllt'Ol't'1lI tidak 

d i :) i .';\ r a k and i SIll} 

..;; {l 1.1, Y J <t, V " I·.:" 
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\. 1 ). .J( 

,-J,." -,; 1, 1::)'" 1 

IT. V] I l:-:u I V··-(! 

\ 11'1 till '"" t 1 ,"{ \1 1 • , ... 

(V ,pI;) f 

u, V! 1 I, \' 
,'" 
i': f 

1 )( U 
h· 

e 1 i Ui ! uk ; I , '. - ; , ,. d.) ":.' h , I 1 d,L:i i r:;:, 'y' J ~, ._-

i 'I - ) .~ , . . . ~ 

, i 

Cukup di tun,uLk:Hl bal"va pernyalaan untuk setiap :)0 dan 

seti Ip lu,v]. herlal:u \'-u < deflgilll pl'J'nyataan untllk setiap 

I 

s('till' 

dan [u.v). bl'rlaku V-lI c. I 
u 

adalali ekivalen. Misalkan untllk 

> 0 dan setiap [u.v]. berlaku v-u(S, Selanjutnya amhil 

d,'ngan s > () dan t > 0 dan ambi I se\.>arang 

[\1,vl. maka o < v-u < t. sehingga v-u ;, I 
u 

Sebaliknya misalkan 
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,j;\l1 111.\,1. Ill']' [;lkll V-U [ . ;\mlJi [ s{'I"'r;1I1~ ,. > (I 

s > II . 

, akan 

dibu'·tikan tcol'l-"m(l eli ha\\ah 1111. 

;:i ,1.' '. 1 ,:.-. 

, \ 1 ~<l t . \ ~ [. [ .\ " i 

""}+ [ l-, • , 
,-iii '" . , ,-~ .-~ , " 

, " ><)::.! 1(: .... \ i.". jl,:-l'.t [,l,fli. 

I; :\ 1 \iisaikall 

x = {.. [a.h] F' (. tidak adii. "lau F'(.);,' fe.)}. 

c:\) = 0. liIltuk sd jal' X, ada 

r e) dc' Ill! " Il Ire ) = (t (. ) - s . r ( . ) +t ). s > (). d it II t > II 

(II .\' ) (II 

1(. -F()-tC)(-) < -s ( .. - ) 
" . 

;-1 t. t tj 

J' ( ) .- I ( ) -- r (. ) ( . "") > t (. - . ) • 

atau :lda . \. 

F() - F() - t(. )(.,-) < -5 (,-,) 

.:-1. t :Hl 

F () - F () - f (. He - ) > t (-.). 

~'·];\lI.llltIlya llIltUK s('ti;l!' 
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\ I . 

nt.uk IlIPllll'ijukkan hahwd (X) = O. cukup 

di ttl ljukkan bahv,;a Uilttlk setiap 

,\ 'Inl:a koleksi in',('n'a\-illterval III , 1 dan [:.v 1 eli "tas 

ll:el~I']Uhi hipotesi, I'italli S C(lVt'l'I!1F theorem !l' Schingga lIntuk 

" " til jl I , ad" III ,\' ..... sellings" 

(X ) - (v -li ) 

:\ illlJ i sebarang I =(-5.t) . maka llda III .v J , elengan 

, ••• I s('hin~~::t 

(\ ) - (v -li ) 
s t) 

(- " ' 

\11:t,hj. mllka Ill.I'1 seitillggll lIntllk setiap 

i'- II,hl hl'rL,kll 

1', {r (x) (\'-u)-FCu. v)} 
t' .. --"'" ) , 

= min{s,t}, S<'!alljutnya jik" llntllk setiap X. dipilih 

I=(u,v) I', :'Ia.b). 

m:"a ciiperoleh 

II > (v -ll ) {(F(v )-F(u )-1'( ) (v -u ) lis } , 

{{F(\' )-F(1I )-f(.: )(v -u )} " . 

J)e;}';,ll] dcmikiall ,(\ ) 
( , 

Jadi u(X) = o. 0 

St~b~\gai Pt~I1utup d~lri pentditian ini akan ditunjukkan hahwa 

flln;''',i terintegral Henstock juga terilltq;ral mulus. 
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r -. ;.: , ,'.1, •. 

jj.,! t II 

Ambi I se1J~H'\ni' rungs i terinh'gral lIenstock f: fa, bJ ---·,H. 

Karen H R. fungsi t clapat dipandail~ seliagai fungsi dari [a.b] 

ke R. Misalkan (H)flJf~ A, akan di tunjukf:an bahwa (M)) bf~ II. Ambi 1 
:\ a 

''';'''':1111' I.\~(:\-s .. ~+t).·:\. deJlgan s>IJ dan t>O. ['ilih p=rnill {s.t}. 

rnaka ada fungsi bprllilai ]1ositif-' l:t.h]- -.,1' sehingga untuk 

([tl.V]:·) herl,,};u 

,;;j (,) (v-u) - Ai 
p < --

(1Ih:1t [P.l. Lee.I%9] cldinisi jungsi lerintc>gral llc'nstnck hal. 

5). ,L'lanjutnya pi 1 ih 

I;' [a. b J ~ {I = (0< -;; (-: ) .', +,; (>, ) ) : [a.b]}. 

Dari pernilillall'[a.b] diperolell bahwH setiap P-~[a.b] merupakan 

'-ji'I:' D = ([u.v]: ). Sehingga dt'ngal1 uH'nH;unakan lema 1Il'IlStock 

(lihlt [P.l. Lee.I<)09J pcmbuklian t'curcu,a 3.7 hal. 12) diperolch 

unl\1; set i :1]1 P-. fa .1.] 1,('1' 1 aku : 

1':1' (:) (v-u) - t\, < I' 

atau 

1'1'( )(v-u) c~ (A-]1.II+p) .: I
A

. 

Jadi 
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5.1. 

BAS II 

vC"C'] ~ADi 1\ '\~I ;\I.~! CAD A~; 
I\L,_"'!I"II CJLt j'j Llt'\J .. , . .:MI\ ..... '1'1 

didefinisikan integral suatll fungsi pacta interval tertutup [a, b] 

dengan tidak melibatkan epsilon d~lta. Sifat-sifat dasar dari in-

tegral sebelumnya juga dipenuhi ol,,!! inl,':;ral ti'l11p3 er'si Ion delta 

ini. Selanjutnya fungsi tecintegral Henstl)ck ternYBta juga terin-

tegral tanpa epsilon delta. 

5.2. Saran 

Perlu dikaji lebi!! lanjut tentang sifat-sifat lain dari inte-

gral tanpa epsi Ion del ta dall integral ini perlu dikembangkan ke 

ruang yang lebih luas, misalkan pad a ruallg ~'. 
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