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ABSTRAK

Banyak sistem interaksi yang berlangsung dalam sebuah ekosistem, salah satunya
adalah sistem interaksi mangsa-pemangsa (prey-predator). Penurunan jumlah
prey dapat menyebabkan jumlah penurunan predafor karena tidak adanya prey.
Tujuan skripsi ini adalah menganalisa model penyebaran penyakit pada predator
prey dengan respon Holling Tipe Il dengan mempertimbangkan populasi prey
vang terinfeksi. Berdasarkan analisis model didapatkan empat titik setimbang
yaitu, titik setimbang kepunahan E;, titik setimbang kepunahan prey yang
terinfeksi dan kepunahan predator E;, titik setimbang kepunahan prey rentan dan
kepunahan predator E, , dan tittk setimbang kepunahan predator E;. Titik
setimbang E,dan E;tidak stabil, sedangkan titik setimbang E; dan E3 stabil
asimtotis dengan syarat tertentu. Berdasarkan simulasi numerik, ketika jumlah
ketiga spesies eksis maka jumlah predator dan prey terinfeksi akan meningkat
kemudian menurun secara perlahan karena kepunahan prey terinfeksi.

Kata kunci : Predator Prey, Model Matematika, Holling Tipe 11, Titik Setimbang,
lestabilan.
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Arista Shera Tri Wahyuni, 2016, The model of Predator Prey with Holling Type 11
response. This undergraduate thesis is suprivised by Dr. Fatmawati, M.Si and Dr.
Miswanto, M.Si. Mathematics Departement, Faculity of Science and Technology,

Airlangga Universig, Suraba;a‘

ABSTRACT

There are many systems of interaction in ecosystem, that one of them is a system
of predator-prey interaction. A decrease in the number prey can cause a decrease
in the number of predators because there is no prey. The purpose of this thesis this
is analyzing the model of the spread of disease in predators prey with response
holling type IT by taking into account the prey population infected. Based on the
analysis of the model, it is obtained four equilibriums, these equilibrium of
extinction Ej, equilibrium of infected prey extinction and predator extinction E;,
equilibrium of susceptible prey extinction and predator extinction E;, and
equilibrium of predator extinction E3. The equilibrium of Ej and E; are unstable,
while the equilibrium of E, and E; are stable asymptotically under certain
conditions. Based on numerical simulation, we obtain that if the number of the
three species exist, the number of predators and prey are infected will rise and
then decline slowly for the extinction of infected prey.

Key Words :Predator Prey, Mathematical Model, Holling Type 11, Equilibrium,
Stability.
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BAB 1
PENDAHULUAN

Model penyebaran Penyakit




BABI1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ekologi berasal dari bahasa Yunani, yaitu dari kata otkos dan logos. Oikos
berarti habitat atau tempat tinggal, sedangkan logos berarti pengetahuan atau
ilmu. Istilah ekologi dipakai sebagai satu bagian dart ilmu pengetahuan.
Dalam biologi, ekologi diartikan sebagai ilmu yang mempelajari hubungan
timbal balik antara organisme dengan lingkungan (Wardhana, 1994). Salah
satu unsur lingkungan hidup adalah adanya interaksi (unsur yang
mempengaruhi). Proses interaksi antara manusia dengan lingkungannya
disebut dengan ekosistem (ecosystem). Proses interaksi yang berwujud sebagai
ekosistem tidak saja terjadi antara manusia dengan lingkungannya, tetapi juga
antara makhluk-makhluk lain. Misalnya binatang-binatang, dengan tumbuhan-

tumbuhan dan lingkungan sekitarnya (Siahaan, 2004).

Interaksi antar makhluk hidup merupakan hubungan erat dan saling
mempengaruhi. Hal ini dapat diartikan bahwa setiap makhluk hidup selalu
bergantung kepada makhluk hidup yang lain. Tiap individu akan selalu
berhubungan dengan individu lain yang sejenis ataupun lain jenis, baik
individu dalam satu populasi atau individu dari populasi lain. Salah satu
interaksi yang sederhana adalah interaksi antara dua spesies dalam hubungan
rantai makanan yaitu interaksi antara spesies pemangsa (predator) dengan

mangsa (prey) (Hofbauer dan Sigmund, 1992).
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Banyak sistem interaksi yang berlangsung dalam ekosistem, salah satunya
adalah sistem interaksi mangsa-pemangsa (prey-predator). Predator
merupakan spesies pemangsa yang secara fisik ukurannya lebih besar
dibanding dengan prey, sedangkan prey adalah spesies dimangsa yang
ukurannya lebih kecil daripada predator. Sebuah sistem mangsa-pemangsa
adalah salah satu jenis sistem dimana populasi dua spesies yang digabungkan,
schingga peningkatan jumlah predator akan menyebabkan penurunan jumlah
prey (mati lebih dikarenakan menjadi makanan) tetapi peningkatan jumlah prey
dapat menyebabkan jumlah predator meningkat (lebih banyak makanan yang
tersedia sehingga lebih sedikit predator kelaparan) (Iswanto, 2012).

Dapat diketahui bahwa tidak semua prey yang hidup dalam keadaan sehat
tetapi terdapat juga prey yang terkena infeksi atau tidak sehat. Selama ini,
penelitian terhadap interaksi predator dan prey tidak pernah memperhatikan
keadaan prey. Pertimbangan ini sesuai dengan kenyataan bahwa spesies yang
terinfeksiakan bersikap kurang aktif dan bisa ditangkap lebih mudah atau
perilaku spesies prev tidak terkontrol sehingga mereka tinggal di bagian
habitat yang dapat diakses oleh predator (Xiao dan Chen, 2001). Selain itu,
pertimbangan ini juga didukung oleh data eksperimen dari Lafferty dan Morris
dengan demikian mereka menetapkan bahwa tingkat predasi pada populasi
vang terinfeksi adalah 31 kali dari yang rentan. Mereka menduga bahwa
infeksi memodifikasi perilaku populasi dan membuat populasi lebih rentan

terhadap predasi (Lafferty dan Morris, 1996).
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Berdasarkan uraian di atas, maka dalam tulisan ini akan dibahas analisis
stabilitas dari titik kesetimbangan dari model predator prey. Tulisan ini
merujuk pada jurnal “Predator—Prey model with Holling response function
of type I and SIS infectious disease” hasil penelitian dari (Tewa dkk, 2013).

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan penjelasan pada bagian latar belakang, maka rumusan masalah
pada skripsi ini adalah :
|. Bagaimana analisis kestabilan dari titik kesetimbangan pada model
penyebaran penyakit pada predator prey dengan respon Holling
tipe 11?7
2. Bagaimana hasil interpretasi model penyebaran penyakit pada

predator prey dengan respon Holling tipe II beserta simulasinya?

1.3 Tujuan

Dalam penulisan ini penulis memiliki tujuan yaitu :

1. Menganalisa kestabilan dari titik kesetimbangan bebas penyakit dan
titik kesetimbangan endemik dari model penyebaran penyakit pada
predator prey dengan respon Holling tipe II

2. Menginterpretasikan hasil analisis model penyebaran penyakit pada

predator prey dengan respon Holling tipe II dengan software Matlab.
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1.4 Manfaat

Adapun manfaat yang diperoleh dalam penyusunan makalah ini adalah :

1. Memberikan informasi mengenai analisa kestabilan model penyebaran
penyakit pada predator prey dengan respon Holling tipe I pada prey
yang terinfeksi di lingkungan tercemar.

2. Memberi informasi bahwa penyelesaian bentuk kestabilan yang
diberikan dapat direalisasikan untuk menjaga keseimbangan ekosistem

beserta simulasinya.

1.5 Batasan Masalah

Dalam penulisan ini, penulis membatasi pembahasan masaah ini mengenai

sebagai berikut :

1. Model penyebaran penyakit yang dipakai adalah model tipe SIS
dan populasi prey maupun populasi predator mengacu pada paper
milik Tewa, dkk (2013) yang berjudul “Predator-Prey model with
Holling response function of type I and SIS infectious disease ”.

2. Dengan fungsi Holling terhadap tipe II, hal i juga diketahui
bahwa kematian dari prey akibat dari predator meningkat serta

jumlah prey menurun dan menjadi konstan pada akhir.
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BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan diberikan beberapa definisi dan teorema yang berkaitan
dengan materi penelitian, yang bertujuan sebagai acuan dalam pembahasan.
2.1 Persamaan Differensial

Persamaan diferensial merupakan persamaan matematika yang dapat
diterapkan untuk berbagai masalah dalam berbagai bidang ilmu. Persamaan
diferensial terdapat dua jenis yaitu persamaan differensial biasa dan persamaan
diferensial parsial. Persamaan differensial biasa terdapat dua jenis yaitu
persamaan differensial biasa linear dan non linear. Model predator — prey dengan
adanya penurunan laju pertumbuhan populasi berupa persamaan diferensial non
linear dan selanjutnya dicari solusinya menggunakan pencarian titik setimbang
disebut dengan solusi khusus.
Berikut adalah definisi terkait tentang persamaan diferensial dan titik setimbang;

Definisi 2.1  Sebuah sistem persamaan diferensial linear dinyatakan sebagai :

= = k() = Ax(t) 2.1

dengan x(t) € R™ dinamakan vektor keadaan (state). Solusi dari
sistem (2.1) adalah
) = %,

dengan x(t,) = x, dinamakan nilai awal dari sistem dan

5
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2t2
At — k— A"
T+ At+—t b Aot Z o

(Bronson dan Costa, 2007)
Definisi 2.2  Sistem persamaan diferensial orde satu dalam n persamaan disebut
sebagai sistem autonomous jika dapat ditulis ke dalam bentuk :

dx,

E = fl(xll X3, X3, '"!xn.)

de
0 = fo(x1, X3, X3, 000, X))

dxq

"Et— 2 f‘n (XI,IZ,X3, vxn)

dengan fungsi f;, f5, f; atas variabel x,, x,, x5 tidak tergantung pada waktu

atau dengan kata lain variabel t tidak muncul secara eksplisit.

(Jones dan Sleeman, 2003)

Definisi 2.3 Diberikan persamaan differensial autonomous, %’f = f(x). Titikk ¥

dikatakan titik setimbang jika memenuhi f(x) = 0.
(Olsder, 2003)

2.2 Analisis Kestabilan Sistem Linier

Analisis kestabilan linier digunakan untuk mengetahui apakah penyelesaian
dari suatu sistem persamaan diferensial linier stabil atau tidak stabil. Analisis
kestabilan in1 mudah digunakan apabila bentuk dari suatu persamaan diferensial

adalah linier. Berikut beberapa definisi yang berhubungan dengan analisis
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kestabilan linier :

Definisi 2.4 Matriks Jacobian adalah matriks yang elemen-elemennya merupakan
turunan parsial pertama dari beberapa fungsi. Jika pada R? terdapat

persamaan
dx
E = f(x: y)

2= g(xy) 22)

Dengan demikian bentuk matriks Jacobian yang berukuran 2x2

adalah :
af of
4 0% 0y
J=1ag ag |
dx dy

(Zill dan Cullen, 2009)

Definisi 2.5 Jika 4 € R™*", maka vektor tak nol x di R" dinamakan vektor
eigen dari A, jika Ax dapat dinyatakan dalam
Ax = Ax
untuk suatu skalar 4 yang selanjutnya disebut nilai eigen dari A

dan x disebut sebagai vektor eigen yang bersesuaian dengan 4.

(Anton, 2005)
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Teorema 2.6 Jika A adalah matriks berukuran n X n, maka pernyataan di bawah
ini ekuivalen :
a. A adalah nilai eigen dar1 A
b. Sistem persamaan (A — A)x = 0 memiliki solusi nontrivial
¢. Untuk A € R, terdapat vektor tak nol x di ®" yang memenuhi
Ax = Ax
d. 2 adalah solusi dari persamaan karakteristik det(A] — A) = 0
(Anton, 2005)

Definisi 2.7  Sistem %—i—g = Ax(t) dikatakan stabil asimtotis jika

lim x(t) =0

t—=on

dengan x(t)eR™ adalah solusi dari sistem tersebut, 0 adalah titik

setimbang dari sistem.

(Sontag dan Thomas, 2001)

Teorema 2.8 Sistem %E-)- = Ax(t) dikatakan stabil asimtotis jika semua nilai

eigen dari 4, A1(A) mempunyai bagian realnya bernilai negatif,

yang dinotasikan sebagai Re(41(A4)<0
(Zill dan Cullen, 2009)

2.3 Model Predator-Prey Lotka-Volterra
Model predator-prey Lotka-Volterra pertama kali diperkenalkan oleh Alfred J.

Lotka pada tahun /926. Model tersebut memiliki asumsi dasar bahwa apabila

tidak ada interaksi yang terjadi di antara prey dan predator serta lingkungan tidak
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membatasi maka populasi prey akan meningkat tak terbatas yang disebut dengan
model pertumbuhan eksponensial. Akan tetapi, populasi predator akan turun
secara eksponensial tanpa adanya prey. Hal ini terjadi karena prey tersebut adalah
makanan utama bagi predator.
(Logan, 2011)
Misalkan x = x(t) dan y = y(t) masing-masing adalah populasi prey dan
populasi predator pada saat t. Model predator-prey Lotka Volterra dinyatakan
dalam bentuk berikut :

dx

Tt bxy
el
— = —cy +dxy (24)

dengan dx/dt, dy/dt berturut-turut adalah laju perubahan populasi prey dan
predator terhadap waktu t. Parameter a, b, ¢, d adalah kostanta positif. Parameter
a adalah laju pertumbuhan spesies prey tanpa predator, sementara ¢ adalah laju
kematian dari predator tanpa prey. Sedangkan -bxy dan dxy menunjukkan
bahwa semakin banyak predator dan prey yang ada, semakin besar transfer dari
prey ke predator.

(Bacaer, 2011)

2.4 Kriteria Routh — Hurwitz

Diberikan persamaan karakteristik dengan derajat n:
A" AV Lt a At a,=0 (2.5)

dengan a; adalah koefisien yang merupakan bilangan real, j = 1,2, ..., n.
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Dari persamaan karakteristik (2.5) tersebut, dapat diperoleh n matriks

Hurwitz (H,,) yang didefinisikan sebagai berikut :

a; 1 00 0
az a4 a;1 0
a a asa 0
Hy = ° : 3 ’ :
An-3 Qan-4 Qp-5Q2n-6 *°° Qp-2
Aan-1 Qapn-2 Aap-3Q2n—-4 an
@, jsn
dengan a; = [ Wi e .
gan 4; 0,j>n

Teorema 2.9 Akar-akar dari persamaan (2.5) bernilai negatif atau mempunyai
bagian real negatif jika dan hanya jika :
det (H;) >0,/ =12,..,n
(Merkin, 1997)
Diberikan contoh kriteria Routh-Hurwitz dengan derajat n = 3. Untuk
n = 3, bentuk persamaan karakteristiknya adalah sebagai berikut :
B+ar?+a,A+a;=0 (2.6)
Dari persamaan (2.6) maka dapat dibentuk matriks Hurwitz sebagai berikut:
a, 1 0
Hy=(a,), H;= (011 ;2): H3 = (a; a ‘11)-
0 0 ag
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar persamaan karakteristik
(2.6) akan negatif atau mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika
det(H;) > 0, det (H,) > 0 dan det (H3) > 0. Tiga syarat ini dapat dinyatakan
dengan a,, a, dan a; sebagai berikut :

a. det (Hy) = |a,| > 0 didapatkan a; > 0
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b. det(H,) = %1 alz| > 0 sehingga aja, > 0. Karena a; > 0 maka

didapatkan a, > 0

aa 1 0
c. det(H;) = |az a; a;|> 0sechingga a;a,a; —az? >0
0 0 a,

Akibatnya az(a,a, — a3) > 0 dengan demikian didapatkan dua kondisi, yaitu :

(1) az; > 0dana;a, —a; >0

(2) az < 0dan a;a, —a; < 0.

Untuk kondisi (2) tidak mungkin terjadi, karena jika a; < 0 maka tidak
akan terpenuhi a;a, — a; < 0.

Dari uraian tersebut dapat disimpulkan bahwa akar-akar persamaan
karakteristik (2.6) akan negatif atau mempunyai bagian real negatif jika dan hanya
Jika aq, a3, a3 > 0 dan a;a, — a; > 0.

(Merkin, 1997)

2.5 Model Holling

Holling (1959) menurunkan model yang membatasi laju predator menangkap
prey atau laju predasi dari predator. Dalam model ini diasumsikan bahwa
predator menghabiskan waktunya untuk dua aktivitas yaitu :

1. Mencari prey
2. Menangani prey yang terdiri dari : mengejar, memangsa, dan mencerna.
Laju konsumsi predator dalam model ini dibatasi waktu. Hal ini terjadi
saat jumlah prey berlimpah, maka predator tidak perlu waktu untuk mencari,

tetapi tetap menghabiskan waktu untuk menangani prey.
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Total waktu adalah jumlah waktu yang dihabiskan oleh predator untuk

mencari dan menangani prey yakni
T=T,+T,
dengan T, adalah waktu untuk mencari prey dan T, adalah waktu untuk
menangani prey. Diasumsikan bahwa predator menangkap N prey selama waktu
T dengan N > 0. Waktu untuk menangani prey sebanding dengan jumlah prey
yang tertangkap
Ty = hN

h adalah waktu untuk menangani prey.

Setelah menghabiskan 7 untuk mencari, predator menjelajah area sebanyak
kT, dengan k adalah konstanta positif, x adalah populasi prey per unit area kxT,
yaitu waktu menangkap prey, sehingga

N = kxT;
Dengan mensubtitusikan persamaan di atas maka diperoleh :
N = kx(T = Ty)
N(1+ khx) = kxT

Dari sini jumlah prey per satuan waktu atau laju predasi adalah

N_ kx
T 1+ khx

(Logan, 2011)

Holling mengelompokkan tiga tipe respon fungsional predator yaitu tipe
linear (Holling tipe I), tipe hiperbolik (Holling tipe II), dan tipe sigmoidal

(Holling tipe I1I).
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Holling tipe 1l menurunkan model yang membatasi laju predator menangkap prey

atau laju predasi dari predator. Dinyatakan dalam bentuk :

aR

f(R)=1+ahR

(Dale dkk, 1994)

2.6 Model Logistik

Teori pertumbuhan populasi dikemukakan pertama kali oleh Thomas Robert
Malthus dengan diterbitkan tulisan berjudul The Principle of Population pada
tahun 1798, dimana populasi bertambah dan berkurang secara eksponensial. Pada
tahun 1838 teori Malthus disanggah oleh Verhulst dengan diterbitkannya tulisan
berjudul a Note on the law of population growth, dimana pertumbuhan populasi
tidak naik secara eksponensial melainkan dibatasi oleh ukuran dan kesuburan dari
daerah yang menjadi tempat tinggal dari populasi.

(Bacaer, 2011)

Dari pertimbangan-pertimbangan tersebut, Verhulst membentuk model
matematika yakni model logistik, yang direpresentasikan menurut persamaan

diferensial orde pertama
L=rp(1-2), (2.8)

(Bacaer, 2011)

Dengan populasi P(t) lebih kecil dibanding kapasitas K. Sedangkan r adalah laju
pertumbuhan alami, dengan diasumsikan r > 0 karena setiap populasi memiliki

potensi untuk berkembang biak. Solusi dari model logistik di atas adalah
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P(0)e™
1+ P(0)(e™ — 1)/K’

P(t) =

P(0) merupakan suatu nilai awal dengan syarat 0 < P(0) < K.

(Bacaer, 2011)
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BAB III

METODOLOGT PENELITIAN

Bertkut i1 langkah-langkah yang digunakan selama penulisan skripst ini
adalah sebagai berikut:

1. Mengkaji, mempelajari jumnal-jumal dan literature-literatur lain yang
berkaitan dengan model predator-prey, persamaan diferensial linier maupun
sistem persamaan diferensial non limer.

2. Analisa kestabilan model predator-prey dengan berdasarkan jurnal terkait.
Adapun langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut :

a. Menentukan titik kesetimbangan model penyebaran penyakit pada
sistem predator prey Holling tipe I1.

b. Melakukan linierisasi model penyebaran penyakit pada sistem
predator prey Holling tipe II dengan menggunakan matriks
Jacobian.

¢. Menganalisa kestabilan tittk kesetimbangan model penyebaran
penyakit pada sistem predator prey Holling tipe Il dengan
menggunakan Routh - Hurwitz.

3. Simulasi Numerik

a. Melakukan simulasi numerik dengan model yang didapat dan titk
kesetimbangan yang diperoleh dari proses perhitungan.

b. Menginterpretasi model dari hasil simulasi numerik yang diperoleh

Langkah ke 3 (a).
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4. Menarik kesimpulan hasil analisis model berdasarkan langkah—langkah di

atas.
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BAB IV

PEMBAHASAN

Pada bab ini dilakukan analisis pada model penyebaran penyakit pada
predator prey dengan respon Holling tipe II. Analisis model dilakukan untuk

menentukan titik setimbang, kestabilan, simulasi model, dan interpretasi model.

4.1 Model Penyebaran Penyakit pada Predator Prey dengan respon Holling Tipe

I

Di alam liar, interaksi antar populasi yang paling jelas terlihat adalah
melibatkan pemangsaan (predasi, predation), dimana seekor pemangsa (predator)
memakan mangsa (prey), Hal ini disebabkan karena prey yang terinfeksi akan
bersikap kurang aktif dengan demikian membuat predator mudah untuk

memangsanya.

Adapun beberapa asumsi yang digunakan dalam pembentukan model
penyebaran penyakit pada predator-prey dengan respon Holling Tipe II, sebagai

berikut :

1. Terdapat tiga populasi yakni populasi prey (mangsa) rentan, prey (mangsa)
terinfeksi, dan populasi predator (pemangsa).
2. Populasi prey tumbuh secara alami menurut hukum logistik.

3. Populasi predator memangsa prey baik yang rentan maupun yang terinfeksi.

17
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4. Populasi prey rentan akan terinfeksi penyakit jika berinteraksi dengan populasi
prey yang terinfeksi.
Berikut adalah notasi dan definisi dari masing-masing variabel dan parameter
yang digunakan dalam pembentukan model :

Tabeld.1. Variabel dan parameter dalam model penyebaran penyakit pada predator
prey dengan respon Holling tipe I1

Notasi Keterangan

H(t) Populasi total Prey pada saat ¢

X(t) Populasi Prey yang rentan pada saat /

Y(t) Populasi Prey vang terinfeksi pada saat ¢

P(t) Populasi Predator pada saat
u Angka kematian alami populasi prey rentan
T Tingkat kontak antara yang rentan dan terinfeksi
a Tingkat maksimal predator memakan prey
a Tingkat mencart prey
r Laju Pertumbuhan Intrinsik dari prey
K Kapasitas pendukung
Y Tingkat Kematian Predator
o Tingkat kembalinya populasi yang terinfeksi dari individu

menjadi rentan
b Angka kelahiran alami
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6 Koefisien kematian predator

B Laju pertumbuhan populasi yang rentan

Pada model penyebaran penyakit pada predator prey dengan respon Holling tipe
Il diasumsikan variabel H,X,Y,P > 0 dan masing-masing parameternya bernilai
positif. Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, model penyebaran penyakit pada
predator prey dengan respon Holling tipe Il dapat dinyatakan dalam persamaan

differensial sebagai berikut :

X+qY

e e e T - P (4.2)
2 gLy s

dengan H =X +Y.

Persamaan (4.1) menggambarkan laju perubahan populasi prey per satuan waktu.
Populasi prey bertambah karena adanya besarnya laju pertumbuhan dan berkurang
karena adanya persaingan antar individu itu sendiri, berkurang karena adanya prey

yang dimangsa oleh predator sebesar a.
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Persamaan (4.2) menggambarkan laju perubahan populasi prey yang rentan per
satuan waktu. Populasi prey bertambah karena adanya besarnya laju pertumbuhan dan
berkurang karena adanya angka kematian alami dari populasi prey, berkurang karena
adanya tingkat kontak antara yang rentan dan terinfeksi, bertambah karena adanya
tingkat kembalinya populasi yang terinfeksi dari individu menjadi rentan terhadap
prey yang terinfeksi, berkurang karena adanya tingkat mencari prey yang dimangsa

oleh predator sebesar a.

Persamaan (4.3) menggambarkan laju perubahan populasi prey per satuan waktu.
Populasi prey bertambah karena adanya besarnya laju pertumbuhan tingkat kontak
antara yang rentan dan terinfeksi, berkurang karena adanya tingkat kembalinya
populasi yang terinfeksi dari individu menjadi rentan terhadap prey yang terinfeksi,
berkurang karena adanya angka kematian populasi preyv yang terinfeksi, berkurang

karena adanya prey yang dimangsa oleh predator sebesar a.

Persamaan (4.4) menggambarkan laju pertumbuhan populasi predator karena
adanya proses pemangsaan prey pada predator, berkurang karena besarnya laju

kematian predator tanpa prey.

Untuk memudahkan analisa maka model (4.1) - (4.4) akan dilakukan penskalaan

dan reduksi menjadi tiga persamaan. Misalkan | = —:— ,dan § = i ;

Karena H=X+Y , maka 1 =1+ S atau S = 1~]. Dari proses penskalaan

tersebut dan reduksi model diperoleh persamaan sebagai berikut.
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dH _ _HY _ 1+(g-1)I

dat TH (1 .k') @ Tran PH (4.5}
dl_ _BrHY, _ (q=1)(1-1)

S=1(1-DI (a +bh-2 )I a =200 py (4.6)
ap 14+(g=1)I

dt B 1+aH HP =yP. (4.7)

Untuk proses penskalaan dan reduksi model bisa dilihat pada Lampiran 1.

Untuk menganalisa kestabilan sistem dari model penyebaran penyakit pada
predator-prey dengan respon Holling tipe 11, maka langkah pertama yang dilakukan
adalah menentukan titik setimbang dari model tersebut. Kemudian kestabilan dari
sistem model dapat dilihat dari nilai eigen yang diperoleh dari substitusi titik

setimbang ke matriks Jacobian yang dibahas pada subbab berikut.

4.1.1 Titik Setimbang Model Penyebaran Penyakit Predator Prey dengan Respon

Holling Tipe 11

Keadaan setimbang merupakan suatu kondisi ketika perubahan jumlah

populasi tertentu sepanjang waktu adalah nol. Dalam model ini, keadaan setimbang

terpenuhi saat %?— = % = % = 0 sehingga persamaan (4.5), (4.6), dan (4.7) dapat

ditulis sebagai berikut :

Eﬁ _ _ ﬂ _ 1+(g—1)I _
= =rH (1 K) a2 pp =0 (4.5)

dl = - . arH = (g=1)(1=1) _

S=1(1-DI (0' +b—2 )1 a2Cpp = 0 (4.6)
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dpP
dt

=g pyp _yp =y 4.7)

1+aH

Dari persamaan (4.5), (4.6), dan (4.7) diperoleh empat titik setimbang, yakni :

1. Titik setimbang kepunahan, yakni kondisi ketika populasi prey dan predator
dalam kepunahan. Kondisi im terjadi ketika H = 0, ] = 0, dan P = 0. Dari sini
diperoleh titik setimbang kepunahan E, = (H,I,P) = (Hy, Iy, Py) = (0,0,0).

2. Titik setimbang kepunahan prey yang terinfeksi dan kepunahan predator,
yakni kondisi ketika tidak adanya aktivitas predasi karena predator tidak dapat
memangsa prey yang terinfeksi. Kondisi ini terjadi ketika H # 0,/ = 0, dan

P = 0. Karena /| = P = 0, maka dari persamaan (4.6) dan (4.7) diperoleh

% = % = 0. Sedangkan dari persamaan (4.5) diperoleh

rH (1 —ﬁ) —a2@ D py — . (48)

K 1+aH

Karena I = P = 0, maka dari persamaan (4.8) diperoleh

H (1 H) 0
T K =
Karena H # 0, maka didapat
1——==0,atau
&S H =K (4.9)

Dari sini diperoleh titik setimbang kepunahan prey yang terinfeksi dan

kepunahan predator E; = (H,,1,,P,) = (K, 0,0)
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. Titik setimbang kepunahan prey rentan dan kepunahan predator, yakni
kondisi ketika populasi prey terinfeksi saja yang hidup. Kondisi ini terjadi ketika
H=0,] #0,dan P = 0. Karena H = P = 0 maka dari persamaan (4.5) dan

(4.7) didapat i—’: i—}: = (0. Sedangkan dari persamaan (4.6) diperoleh

t(1—!)!—(a+b—9rTH)!—a =040 p; — 0(4.10)

1+aH
Karena H = P = 0, maka dari persamaan (4.10) didapat
t(1=-DI—=(c+b)I=0
& [t(1-1)—=(o+b)]I =0.
Karena I # 0, maka dari persamaan di atas diperoleh kondisi
t(1-0N—=(c+b)=0
S1t—1/—-0c-b=0

T—0=-b
S = —m
T

Dari sini diperoleh titik setimbang kepunahan prey rentan dan kepunahan

predator

T—0-b

E; = (Hz, 15, P,) = (0,——, 0) yang akan eksis jika memenuhi syarat

T>0+b.

Titik setimbang kepunahan predator, yakni kondisi ketika tidak adanya

predator yang memangsa prey. Kondisi ini terjadi ketika H # 0,1 # 0, dan
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P = 0. Jika P = 0, maka dari persamaan (4.7) diperoleh z—f = (. Sedangkan dar

persamaan (4.5) diperoleh

Karena H # 0, maka didapat
H
: B F =0, atau
&S H=K (4.11)
Karena dari persamaan (4.11) diperoleh H = K, dari persamaan (4.6) untuk
kondisi P = 0 diperoleh
ariy ;.
r(l—!)l—(o‘+b—T)I =0. (4.12)
= [t(1-N—-(c+b—06r)]I =0.

Karena | # 0, maka persamaan (4.10) hanya dipenuhi jika
t(1=-D—-(c+b—-6r)=0.

T=0=b+0r

Dengan demikian didapat / =

Dari sini diperoleh titik setimbang kepunahan predator E; = (Hs, I3, P3) =

T—a—b+81

(K,—T—,O) yang akan eksis jika memenuhi syarat T + 6r > o + b.

4.1.2 Analisis Kestabilan Lokal Model
Persamaan (4.5) - (4.7) merupakan sistem aufonomous non linier. Oleh

karena itu, untuk mendapatkan kestabilan asimtotis lokal dari model predator-
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prey dengan memperhatikan pemangsaan pada prey di titik-titik setimbang Ej,
E;y, E;, Es, dan E4 perlu dilakukan linierisasi dengan menggunakan matriks
Jacobian.

Misalkan persamaan (4.5) - (4.7) dinyatakan sebagai berikut :
dH
E = fl(H)IJ P)')

dar.
;_fE(HaIaP):-

dp
= = f5(H,LP).

Berdasarkan Definisi 2.5, maka matriks Jacobian dari model predator-

prey dengan memperhatikan pemangsaan pada prey adalah

o i
g =~ al’ dP
|25 o ok
dH 0ol oP
dH a8l aP

a; a, Qs

dengan
2rH qalP + alP (qalPH + alPH)q
a4y =r———=—aP - ;
K 1+aH (1+ aH)
_ ol N (qalP — qal?P — alP + aPl?)q
==K (1 + aH)? ‘
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= BP + qBIP — BIP  (BHP + qBIHP — BIHP)q
B 1+ aH (1+ aH)? ?

ay, = —qaPH + aPH,

6rH qaP — 2aqlP — aP + 2alP

as=17-21tl—0c—-b+

K 14aH
_ qBHP — BHP
°7 1+4aH '
- qalH + alH
a; = —aH — ———
/ 1+aH '’
gal — qal? — al + al?
as= r
1+aH
o _ BH+qplIH — pIH
- 1+ aH ~ ¥

Berdasarkan Teorema 2.9, untuk menganalisis kestabilan dari titik
setimbang, dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen yang diperoleh dari
subtitusi masing-masing titik setimbang model ke matriks Jacobian yang
dijelaskan di bawah ini.

I.  Kestabilan Lokal Titik Setimbang Kepunahan
Matriks Jacobian dari titik setimbang kepunahan E, = (0,0,0) adalah
r 0 0
jguz(o T—68-b 0 )
0 0 -y
Nilai eigen dari matriks /z, merupakan akar-akar dari persamaan karakteristik

det (Jg, — AI) = 0, atau ekivalen dengan
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(r=A@@=-0-b—-A)(=y-A)=0. (4.14)

Dari persamaan karakteristik (4.14) diperoleh nilai eigen 4, = r,
A, =1—=60—b,dan A3 = —y

Karena diasumsikan semua parameter bernilai positif, maka A, =r > 0.
Berdasarkan Teorema 2.9, maka titik setimbang kepunahan E, tidak stabil
karena terdapat nilai eigen yang bernilai real positif.
Dari sudut pandang biologi, ini menunjukkan bahwa dalam model ini tidak akan
terjadi kepunahan meskipun dalam dunia nyata semua populasi berpeluang
terjadi kepunahan.
Kestabilan Lokal Titik Setimbang Kepunahan Prey yang Terinfeksi dan
Kepunahan Predator

Matriks Jacobian dari titik setimbang tanpa predator E; = (K, 0,0) adalah

1
e e _“(1+aK)K
Je, =1l 0 1T—0—-b+6r 0
. . B(l-&-ak’)K_Y

Nilai eigen dari matriks /; merupakan akar dari persamaan karakteristik

det (Jg, — AI) = 0, atau ekivalen dengan

A+n)a=o-b+or—-20)(A-f(==)Kk-y)=0. (415

1+ak

Dari persamaan karakteristik (4.15) diperoleh nilai eigen

A ==-1r,A;=T—0—=b+0r,dan A, =ﬁ( - )K—-y.

1+akK
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Karena diasumsikan semua parameter bernilai positif, maka diperoleh
A1 = =r < 0. Selanjutnya akan ditentukan syarat agar 4,, 43 < 0.
Perhatikan bahwa

h<0ert—c—-b+0Or<lataut+6r<oc+b

113<O@B(ET:E)K—}'<0atauﬁ(1+laK)K<y.

Berdasarkan Teorema 2.9, maka titik setimbang kepunahan E, stabil

1
1+ak

asimtotis jika memenuhi syarat 7+ 6r < o+ b dan ﬁ’( )K <y. Dari

sudut pandang biologi, ini menunjukkan bahwa terjadi kepunahan predator saat
laju penyebaran infeksi oleh prey terinfeksi lebih besar dari laju kematian alami
prey terinfeksi.

3. Kestabilan Lokal Titik Setimbang Kepunahan Prey Rentan dan
Kepunahan Predator

Matriks Jacobian dari titik setimbang kepunahan prey rentan dan kepunahan

predator E;, = (O,i:b,ﬂ) adalah

r 0 0
e, =(m1 my m3),

0 0 -y
dengan
_ Or(-t+0+b)
T Kt '
—T+0+b

m, = —T + r(l +—),

T
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—T+a+b

a(q - 1)(1+

£
T

)(r+5+b)

ms =
Nilai eigen dari matriks /5, merupakan akar-akar dari persamaan karakteristik

det (Jz, — AI) = 0, atau ekivalen dengan

-T+0+b

(A—r)(A+r—r(1+ ))(A+y)=0. (4.16)

T

Dari persamaan karakteristik (4.16) diperoleh nilai eigen 4, = r,
- b
Ay = (A+r-—r(1+L:+)),danl3 = —y.

Karena semua parameter bernilai positif, maka diperoleh 4, = r > 0, maka
Ay > 0. Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa titik setimbang kepunahan
prey rentan dan kepunahan predator E, tidak stabil.
Dari sudut pandang biologi, ini menunjukkan bahwa terjadi kepunahan pada
prey terinfeksi saat laju penyebaran infeksi oleh prey terinfeksi lebih kecil dari
laju kematian alami prey terinfeksi.

4. Kestabilan Lokal Titik Setimbang Kepunahan Predator

Matriks  Jacobian  dari  titik  setimbang  kepunahan  predaror

E; = (Kﬂ— o) adalah
-r 0 ny
]EB — (n.z n3 TL,_)_
0 0 Ng
dengan
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1= (g—1)(-1+o+b—67)
T
ny = =@ K,
1 1+ aK

fr(-t+oc+b—-06r)

2 = Kt
—Tt+0+b—0r
TI3 = -7 + T (1 + = ),
a(q—l)(l +-H+M)(—r+a+b—9r)

Ny =

¢ (1+aK)T ’

1-— (q=1)(=T+a+b-67)

115 = ﬁ I K _Y.

1+ aK

Nilai eigen dari matriks /g, merupakan akar-akar dari persamaan karakteristik

det (Jg, — AI) = 0, atau ekivalen dengan

—T4+0+b—-0 1 (a1 (T+o+b-Br)
(A-i-r)(/l+r—r(1+_"_‘2))(‘1__ﬁ,(———1r )K+y)=

T 1+akK

0. (4.17)

Dari persamaan karakteristik (4.5) diperoleh nilai eigen 4, = —r,

_{g=1)(=t+o+b-0r)

,danA3=——ﬁ(1 : )K+y.

p MRS T(1+—r+a'+b-6r)
s =T— b b B i A

1+akK

Karena semua parameter bernilai positif, maka diperoleh 4, = —r.

Berdasarkan uraian di atas diperoleh bahwa titik setimbang kepunahan

-T+0+b=-0r
I o

predator E5 akan stabil asimtotis jika memenuhi T > 7 (1 +
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> [q—l}(—r: o+b—-6r)

1

. Dari sudut pandang biologi, ini menunjukkan bahwa

terjadi kepunahan pada prey rentan dan prey terinfeksi.

4.2 Simulasi Numerik
Pada subbab ini dibahas tentang simulasi model penyebaran penyakit
predator prey dengan respon Holling tipe II. Simulasi ini bertujuan untuk
melihat dinamika populasi antara populasi prey dan populasi predator sesuai
dengan syarat kestabilan untuk masing-masing titik setimbang. Berikut

diberikan nilai parameter model predator prey yang digunakan:

Tabel 4.2 Nilai dan Parameter simulasi model penyebaran penyakit pada

predator prey dengan respon Holling tipe II.

Parameter | r B a NValy|r]| o @ |q| b

Nilai 1 10,015(001 |49 | 0,1 | 1 1 (015|108 | 2 | 0,1

Simulasi yang dilakukan menggunakan nilai awal dan nilai parameter
yang dapat dilihat pada Tabel 4.2. Simulasi pada persamaan dengan nilai awal
(H,1,P) =(2; 0,8; 0,4) dengan waktu t = 0 hingga t = 350, diperoleh

hasil simulasi numerik sebagai berikut :
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Grafik 4.1Grafik model untuk kepunahan prey yang terinfeksi.

Pada Grafik 4.1 menggambarkan grafik antara prey sehat dan predator terhadap

waktu. Ketika prey terinfeksi punah, maka tidak ada yang memangsa prey sehat dan

predator. Hal im mengakibatkan lebih besar peluang prey sehat tidak terinfeksi oleh prey

terinfeksi. Oleh karena itu, jumlah prey sehat menjadi lebih banyak dibandingkan predator.
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Grafik 4.2 Grafik model untuk kepunahan prey yang sehat.

Pada Grafik 4.2 menggambarkan grafik antara prey terinfeksi dan predator terhadap

banyak dibandingkan prey terinfeksi.
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Grafik 4.3 Grafik model untuk kepunahan prey sehat, prey yang terinfeksi, dan
predator.

Pada Grafik 4.3 menggambarkan grafik antara prey sehat, prey terinfeksi dan predator
terhadap waktu. Ketika prey terinfeksi punah, maka tidak ada yang memangsa prey sehat dan
predator. Hal ini mengakibatkan lebih besar peluang prey sehat tidak terinfeksi oleh prey
terinfeksi. Oleh karena itu, jumlah prey sehat menjadi lebih banyak dibandingkan predator.

Kode program matlab dapat dilihat di Lampiran 2.
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KESIMPULAN

5.1. KESIMPULAN

Dari analisis model penyebaran penyakit pada predator prey dengan

respon Holling tipe 11 diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

I. Dani model penyebaran penyakit pada predator prey dengan respon
Holling tipe II diperoleh empat titik setimbang yakni, kepunahan
E, = (0,0,0), kepunahan prey yang terinfeksi dan kepunahan predator

E; = (K,0,0), kepunahan prey rentan dan kepunahan predator

T—0—b

E; = (0,

, 0), kepunahan predator, dan E; = (K,ﬁ, 0)-

Titik setimbang E, tidak stabil asimtotis karena terdapat nilai eigen dari

matriks Jacobian yang bernilai positif. Titik setimbang E; stabil asimtotis

1

jika memenuhi 7+ 6r < 0+ b dan B (1+a.‘|'.'

)K <. Titik setimbang E,

tidak stabil karena terdapat nilai eigen dari matrik Jacobian yang bernilai

positif. Titik setimbang E; stabil asimtotis jika memenuhi 7 >

(g=1)(-1+o+b-6T7)

1'(1+ dan 1>

—'c+cr+b-9r)
T
2. Berdasarkan simulasi numerik, ketika jumlah ketiga spesies eksis maka

jumlah predator dan prey terinfeksi akan meningkat kemudian menurun

secara perlahan karena kepunahan prey terinfeksi.

35
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5.2. SARAN

Pada skripsi ini hanya membahas analisis kestabilan model
penyebaran penyakit pada predator prey dengan fungsi Holling tipe IL
Oleh karena itu pada kajian selanjutnya dapat dianalisis model dengan

menggunakan kontrol optimal.
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Lampiran 1-1

Lampiran 1 : Menjelaskan persamaan model pertama menjadi model kedua

dH _ H X+q¥
E_TH(I_;)—QHMP (4.1)
dXx = = frH _ (1-8yrH = _ _Jk-i(_li = XpP
dar (b K )H x XX —=toY —arr (4.2)
av _xy o (-0rH, YP
dt  H af —uy K Y—ag 1+aH 4.3)
dP _ L X+q¥ o
Friml oo G (4
Dari persamaan (4.1) diperoleh

dH - (1 H) X+qY 5

at o K)“*1+aH
Misalkan suku terakhir dari persamaan (4.1) dikalikan H dengan kondisi I =%

dan S = ;;- = 1 — 1, sehingga diperoleh

LS H(l H) H __pH
ETE k)" %*1+aH
X Y
H R
_rH(luf)-“1+aH

Akibatnya didapat persamaan differensial sebagai berikut :

K

dH H(l H) 1+ (g=1)i
2 = 1+ aH

E=

Dari persamaan (4.3) diperoleh
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Lampiran -2
Misalkan suku terakhir dari persamaan (4.3) dikalikan H dengan kondisi / =%
dan § = % = 1 = I, sehingga diperoleh
day dH
d Y) e s aed §
dt (H H?

'rx}' (1-8)rH X+qY
T Y e e o1
a H2 H?

(1- H)rH X-i-ql"
XY — 6YH — uYH — YH — aqH— rHY (1-2) - Ya Il py
= HZ H‘Z
4
di XY Y Y (1-6yHY W p Y(l H)
— T o——— (] —— ————— SR . (T 1 Yy v
dd 'HH ‘B HPET T Kk H "T+an’ "THU K
Y X+qY Y
H 14aH H
XY v (1—6)rH -
= 45 H
“"H'H H(J 4 K ) Miian !

_x® ¥ (1—6)rH (a-DA-D
—fﬁ-ﬁ‘ﬁ("‘“" )‘“

K 1+aH

Akibatnya didapat persamaan differensial sebagai berikut :

dX dY { = Pl (+b ng)I (qy—l)(l—)‘)M
it ikl K/)' ~% 1+aH

dl orH (q—l)(l-—!)
kS (e e

Dari persamaan (4.4) diperoleh

dP X +qY
dt _ﬁi+aH
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Misalkan suku terakhir dari persamaan (4.4) dikalikan H dengan kondisi

I = -Edan S= % = 1 — ], sehingga diperoleh

P Gtay
dt ﬁ1+aHHP vP

dP (1= +q()

@ P Trag PP

df¢ _1+{q—-1)]

el HP — yP
dt 1+aH 14

Akibatnya didapat persamaan differensial sebagai berikut :

dP 1+ (q—1)I

i e T e
Dapat diperoleh tiga persamaan vaitu
e (1 1) - a3
S=t1-DI=(o+b-22)1 - a0 py, (4.6)
Z—f =B % HP —yP. (4.7)
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Lampiran 2 : Simulasi Dinamika Populasi Model Penyebaran Penyakit Pada

Predator Prey Dengan Respon Holling Tipe II

function xdot= predprey(t,x)
xdot=zeros (3,1);

xdot (l)=r*x(1)*(1=(x(1)/k))—=(d*((1+(g-

1}*x(2)) /(1+a*xr (1)) )*2(3)*=(1}):

xdot (2)=1* (1=x(2) ) *x(2) = (e+b=( (s*r*x (1)) /k) *x (2)=(d* ({ (g-
L)% {1=sti{2) J ) ( Tk (L)) 2 (3) =0 (2)) )

xdot (3)= (c*((1+{g-1)*x(2))/{(1+a*x(1}))*x(1)*x(3))-g*x(3);
end

ele;
clear;
closeall;
r=1;
c=0.015;
a=0.01;
k=490;
d=0.1;

100];

1

2 0.8 0.4},

0

]=oded5 ('predprey',t0,x0);

figure(1l):

plot (B, 20 8,3), "0 "yt 3) T2 )3
legend ('prey s=shat', "predator')
ylabel ('populasi');
xlabel ('t (hari)');

figure (2);
plof (U2 "gV okl 3w )z

legend('prey terinfesksi', 'predator');
yvlabel ("populasi');
xlabel ('t (hari)');

figure (3);
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plOt(tJX[:ll}P.E ',t,Xf:,Z},".-',t,K(:,S), e
lege‘nd { ' prey sehat ;' ',‘-" rens infels u’ v [ ')
xlabel ("1 ol 7

ylabel ('populasi');

figure (4);

plot3{xls, 1), x{:,;2),xl::3));

xlabel ('prey sshat');

ylabel ('prey terinfeksi');

zlabel {'predator')
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Figure 1 Grafik model untuk kepunahan prey yang terinfeksi.
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Figure 2 Grafik model untuk kepunahan prey sehat.
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Figure 3 Grafik model untuk kepunahan prey sehat, prey yang terinfeksi, dan
predator,
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