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ABSTRAK

Pada graph dikenal istilah S — graph yaitu graph yang himpunan titik
eksentris pusatnya sama dengan himpunan titik peripheralnya. Tetapi, untuk
menentukan suatu graph yang mempunyai jumlah titik dan garis cukup besar,
penentuan apakah graph tersebut S — graph akan memerlukan waktu yang lama.
Oleh karena itu, untuk mempermudah menentukan suatu graph merupakan
S —graph diperlukan syarat perlu dan cukup agar suatu graph merupakan
S —graph .

Dengan menganalisa jari-jari, diameter, pusat, titik eksentris pusat dan titik
sentral suatu graph, maka dapat ditentukan syarat perlu dan cukup agar graph
tersebut merupakan S — graph .

Dari analisa diatas, diperoleh bahwa syarat perlu dan cukup suatu graph
merupakan S — graph tergantung dari jari-jari, diameter dan himpunan titik sentral
graph tersebut.

Kata Kunci : Jan-jari, Diameter, Pusat, Titik Eksentris Pusat, Titik Sentral,
S — graph.
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Dian Anani, 2006. The necessary and sufficient conditions for a graph is an
S —graph. This skripsi is under guidance of Drs. Moh. Imam Utoyo, M.Si and
Liliek Susilowati, S.Si, M.Si.. Mathematics Department. Faculty of Mathematics
and Natural Science. Airlangga University.

ABSTRACT

An S-graphis defined a graph which the sets of its center eccentric
vertices are equal with the sets of its peripheral vertices. But, for determining a
graph that have a lot of vertices and edges, it will spend many time. Therefore, for
determining a graph is an S-grapheasily, it is needed the necessary and
sufficient conditions for a graph is an S — graph .

By analyzing the radius, diameter, center, center eccentric vertex, and
central vertex of a graph, then we can determine whether a graph is an
S — graph or not.

From the analysis above, the necessary and sufficient conditions for a
graph is an S - graph are depend on radius, diameter and sets of its central vertex.

Keyword : Radius, Diameter, Center, Center Eccentric Vertex, Central Vertex,
S - graph.
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BABI

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Eksentrisitas (eccentricity) titik ve V(() yang dinotasikan dengan
e(v) pada graph G, adalah jarak dari titik v ke titik terjauh dari v. Titik »
adalah titik eksentris dari titik v, jika jarak tittk # ke v sama dengan
eksentrisitas titik v.

Misalkan graph G dengan jari-jari 7(G) dan diameter d(G). Titik v
adalah titik sentral dari G, jika e(v)=r(G). Pusat graph G, dinotasikan
C(G), adalah himpunan semua titik sentral dari G. Titik u disebut titik
cksentris pusat graph G, jika u adalah titik eksentris dari titik sentral graph
G. Himpunan dari semua titik eksentris pusat dinotasikan Cep(G). Titik v
disebut titik peripheral, jika e(v)=d(G). Himpunan dari semua titik
peripheral graph G dinamakan peripherian G, dinotasikan Peri(GG). Graph
terhubung nontrivial G dikatakan S - graph, jika Cep(G)= Peri(G) (Kys,
1998). Untuk graph yang mempunyai jumlah titik dan garis cukup besar,
penentuan apakah graph tersebut S — graph akan memerlukan waktu yang
lama. Oleh karena itu, untuk mempermudah menentukan suvatu graph
merupakan S - graph diperlukan syarat perlu dan cukup agar suatu graph

merupakan S — graph .

1
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Darni tulisan Kys diatas dalam jurnal yang berjudul “graph with the
same peripherial and center eccentric vertices”, penulis tertarik untuk
mengkaji ulang dan melengkapi bukti sebagian dari isi jurnal tersebut yang
berkaitan dengan syarat perlu dan cukup agar suatu graph merupakan
S — graph.

1.2. Rumusan Masalah

Apakah syarat perlu dan cukup agar suatu graph merupakan S — graph ?

1.3. Tujuan

Menentukan syarat perlu dan cukup agar suatu graph merupakan S — graph .

1.4. Manfaat
Menjadi pengantar untuk meneliti lebih lanjut sifat-sifat suatu graph yang

merupakan S — graph
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BABII

TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Graph
Definisi 2.1 Graph G adalah himpunan tak kosong dan berhingga V((;) yang
anggotanya disebut titkk dan himpunan E(G) yang anggotanya adalah
himpunan bagian dari V(G) yang terdiri atas dua elemen yang berbeda, yang
disebut garis.
(Chartrand dan Ollermann, 1993)
{v,,vj $e E(G) adalah garis yang menghubungkan titik v, dan v,. Untuk
selanjutnya {v,.,vj } ditulis sebagai v,v, atau e berindeks. Jika v,vjeE(G),
maka v, dikatakan adjacent dengan v, dan v,v, incident dengan titik v, dan v ;-
Jika v,v,, v,v, € E(G) maka v,v, dan v v, adalah dua garis yang adjacent.

[V(G) adalah jumlah titik pada graph G.

|E(G) adalah jumlah garis pada graph G.

Graph G :

Skripsi Syarat perlu dan cukup graph sebagai S — graph » Dian Ariani
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Contoh 2.1 Pada gambar 2.1 diatas, graph G terdiri dari V(G)={,,v,,v,,v,,v},
E(G)=1{e,.e,.¢e,.¢,,¢5,¢ }, e, incident dengan v, , v, adjacent dengan v, .
e, adjacent dengan ¢, , karena e, dan ¢, incident pada satu titik yang sama
yaitu v,.

Definisi 2.2. Graph H adalah subgraph dari graph G, jika V(H)cV(G) dan

E(H)c E(G).
(Chartrand dan Ollermann, 1993)
Graph H:
Dir * Ve gk
£}
A
Gambar 2.2

Contoh 2.2 Pada gambar 2.2, graph H adalah subgraph dari graph G pada gambar

2.1
Definisi 2.3. Misatkan S cV(G), induced subgraph (S) adalah subgraph
maksimal dari graph G dengan himpunan titik S.
(Chartrand dan Ollermann, 1993)
Contoh 2.3 Pada gambar 2.2, Graph H adalah induced subgraph dari graph G

pada gambar 2.1 dengan S = {v,,v,,v, }.
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Definisi 2.4. Perjalanan (Walk) dari graph G adalah rangkaian bergantian titik
dan garis (v,,e,,v,,e,..,v,) yang dimulai dan diakhiri dengan titik, dan
setiap garis incident dengan dua titik terdekat sebelum dan sesudahnya pada

rangkaian tersebut.

(Chartrand dan Ollermann, 1993)

Walk (vy,e,,v,,e,...,v,) biasanya ditulis dengan (v,,v,,....v, ).

Walk dikatakan mempunyai panjang n, jika walk tersebut mempunyai n garis.

Walk dengan panjang 0 disebut walk trivial.

Contoh 2.4 Untuk graph G pada gambar 2.1, (v,,e,,,,¢,.9,,€,,,,€5,v, ) adalah
walk dari v, ke v;, atau disingkat sebagai walk (v,,v,,v,,v,,v,).

Definisi 2.5. Lintasan (path) adalah sebuah perjalanan (v,,v,,...,v,) dengan titik-
titik yang berbeda.

Path dikatakan mempunyai panjang n, jika path tersebut mempunyai n garis.
(Chartrand dan Ollermann, 1993)

Contoh 2.5 Untuk graph G pada gambar 2.1, (v,,v,.,v,) adalah park dari v, ke v,
dengan panjang 2.

Definisi 2.6. Graph G dikatakan graph terhubung (connected graph), jika untuk
setiap pasangan titik v, dan v, dari graph G dihubungkan dengan suatu
path.

Jika tidak demikian, maka G dikatakan tidak terhubung.

(Chartrand dan Ollermann, 1993)

Skripsi Syarat perlu dan cukup graph sebagai S — graph Dian Ariani
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Definisi 2.7. Graph lengkap (complete graph) K, adalah graph dengan jumlah

titik p, dan setiap dua titiknya adjacent.

(Chartrand dan Ollermann, 1993)

Graph K :
v,
v vy
Vs v,
Gambar 2.3

Contoh 2.6 Pada gambar 2.3 diatas, graph K, adalah graph lengkap dengan
jumlah titik 5. |

Definisi 2.8. Persekitaran (neighborhood) titik v, dinotasikan N (v),
didefinisikan N (v)={u e V(G) uv € E(G)}.

(Chartrand dan Ollermann, 1993)

2.2. Eksentrisitas
Definisi 2.9. Jarak (distance) dan titik « ke titik v pada graph G, dinotasikan
a’(u, v) adalah panjang parh terpendek dari u ke v.
Jika G tidak memuat path u-v, maka d(u,v) = .
(Chartrand dan Ollermann, 1993)

Untuk selanjutnya jarak dari titik ke titik v pada graph G dinotasikan d (u, v).

Skripsi Syarat perlu dan cukup graph sebagai S — graph Dian Ariani
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Contoh 2.7 Untuk graph G pada gambar 2.1 , d(v,,v,)=2.

Graph G :
v, Vs
— o
1¢) Vs Ve
Gambar 2.4

Contoh 2.8 Graph G pada gambar 2.4 adalah graph tak terhubung. Graph G tidak
memuat parh dan v, ke v,, sehingga d(v,,v,)= .
Definisi 2.10. Eksentrisitas (eccentricity) titik ve V(G) yang dinotasikan dengan
e(v) pada graph G adalah jarak dan titik v ke titik terjauh dan v.
c’(v) = mzm{d(u,v), ue V(G)}
(Chartrand dan Ollermann, 1993)
Untuk selanjutnya eksentrisitas titik v pada graph G dinotasikan ¢ (v).
Contoh 2.9 Untuk graph G pada gambar 2.1, e(v,)=2, e(v,)=2, ev,)=3,
dv)=2, ev;)=3.
Definisi 2.11. Titik « adalah titik eksentris dari titik v, jika d(u,v)=¢(v).
(Kys, 1998)
Contoh 2.10 Untuk graph G pada gambar 2.1, titik eksentris dari v, adalah v,

titik eksentris dari v, adalah v, titik eksentris dari v, adalah v, titik

eksentris dari v, adalah v,, titik eksentris dari v, adalah v, .
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Definisi 2.12. Jarijanri (radius) dari graph terhubung G, dinotasikan r(G )
didefinisikan: r(G)= minfe(v), ve V(G)}.
(Chartrand dan Ollermann, 1993)
Definisi 2.13. Diameter dani graph tethubung G, dinotasikan d((}'), didefinisikan:
d(G)= max{«:(v), ve V(G)}.
(Chartrand dan Ollermann, 1993)
Contoh 2.11 Untuk graph G pada gambar 2.1, r(G)=2 dan d{(G)=3.
Definisi 2.14. Titik sentral graph G adalah titik pada graph G dengan eksentrisitas
terkecil.
Himpunan semua titik sentral disebut pusat dari graph G, dinotasikan C(G).
(Kys, 1998)
Contoh 2.12 Pada gambar 2.1, titik sentral graph G adalah v, v,, v,, schingga
C(G): {v,,vz,v4}.
Definisi 2.15. Titik » disebut titik eksentris pusat graph G, jika u adalah titik
eksentris dan titik sentral graph G.
Himpunan semua titik eksentris pusat, dinotasikan Cep{((;).
(Kys, 1998)
Contoh 2.13 Pada gambar 2.1, titik sentral graph G adalah v,,v,,v,. Titik

eksentris dan v, adalah v, titik eksentns dari v, adalah v, titik eksentris

dari v, adalah v,, sehingga Cep(GG)={v,,v,}.
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ADLN Perpustakaan Universitas Airlangga

Definisi 2.16. Titik v disebut titik peripheral, jika ¢{v)= d(G).
Himpunan semua titik peripheral graph G dinamakan peripherian G,
dinotasikan Peri(G).
(Kys, 1998)
Contoh 2.14 Untuk graph G pada gambar 2.1, d(G)=3, e(v,)=3, {v;)=3,
maka v, , v, disebut titik peripheral, sehingga Peri(G)= {v,.v.}.
Definisi 2.17. Graph terhubung nontrivial G dikatakan S - graph, jika
Cep(G)= Peri(G).
(Kys, 1998)
Contoh 2.15 Untuk graph G pada gambar 2.1, Cep(GG)={,,»,} dan
Peri{G)= {v,,v,}, maka Cep(G)= Peri(G), atau dengan kata lain G

merupakan S - graph.
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BAB III

METODE PENULISAN

Adapun langkah-langkah yang akan dilakukan untuk menyelesaikan
permasalahan dalam skripst adalah sebagai berikut : ‘

1. Menyajikan definisi-definisi yang berkaitan dengan definisi graph
dan eksentrisitasnya.

2. Menyajikan teorema-teorema yang berkaitan dengan syarat perlu
dan cukup suatu graph merupakan S — graph .

3. Mengkonstruksikan suatu graph yang berkaitan dengan teorema-
teorema yang terkait dengan syarat perlu dan cukup suatu graph
merupakan S - graph .

4. Membuktikan teorema-teorema yang berkaitan dengan syarat perlu

dan cukup suatu graph merupakan S — graph .

10
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BAB IV

PEMBAHASAN

Graph G merupakan § — graph, jika (Z'ep((})z ]’eri((}). Peripherian G |
yang dinotasikan Peri((;) adalah himpunan semua titik peripheral, sedangkan

Cep((G) adalah himpunan semua titik eksentris pusat.

Contoh 4.1

Dibawabh ini diberikan contoh graph yang bukan S — graph .

Graph G:

Gambar 4.1

e{v,)= 3, dengan v, adalah titik eksentris v,

e(v,) =4, dengan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=3, dengan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=2, dengan v, dan v, adalah titik eksentris v,
e(vy)= 2, dengan v,. v, dan v, adalah titik eksentris v,
e(vy)=3, dengan v, adalah titik eksentris Ve

e(v;)=4, dengan v, adalah titik eksentris v,

11
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HG)=2 dan d(G)=4.

Karena e(v,)=e(v;)=r(G), maka v, dan v, adalah titik sentral graph G,
sehingga C(G)= {v,,v,}.

Titik eksentris v, adalah v, dan v,, sedangkan titik eksentris v, adalah v, dan
v, maka v,,v,,v, adalah titik eksentris pusat graph G, sechingga
Cep(G) = {v,. v, v, ).

Karena e(v,)=e(v,)=d(G), maka v, dan v, adalah titik peripheral graph G,
sehingga Peri(G)={v,.v, |3

Karena ada elemen dan Cep(G) yang bukan elemen Peri(G), maka

Cep(G ) # Peri((}'). Dengan kata lain, graph G bukan S - graph .

Selanjutnya akan dibuktikan syarat perlu dan cukup suatu graph
merupakan S — graph .
Teorema 4.1 Misalkan graph G dengan r(G)=1 dan d((G)=2.

Graph G adalah S - graph jika hanya jika |C(G) =1.

Bukti: Misalkan graph G dengan r(G)=1 dan d(G)=2. Misalkan C(G) =1 dan

C(G)={}. Karena r(G)=1 dan d(G)=2, maka e¢(c)=1 dan untuk setiap
v, e F(G)-{}, elv,)=2. Karena e{c)=r(G) =1, maka jarak c ke setiap titik
v, € V(G)- {c} sama dengan 1, sehingga setiap v, € V(G)- f} merupakan titik
eksentris dari titik c¢. Dengan kata lain, untuk setiap v, e V(G)-{c},

v, € Cep(G), sehingga V(G)-{c}< Cep(G). Diambil sebarang v, € Cep(G).

q

[y
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Karena r{GG)=1 dan C(G)={c}. maka untuk setiap titik eksentris pusat graph G
adalah anggota V(G)-{}, sehingga v, eV(G)-{}. Oleh karena itu,
Cep(G)cV(G)-{}. Karena V(G)-{c}c CeplG) dan CeplG)c V(G)-{c}.
maka Cep(G)=V(G)-{}. Karena untuk setiap v, € F(G)-{c},
e(v,)=2=d(G), maka v, € Peri(G), sehingga V(G)-{c}< PerdG). Diambil
sebarang v, € Peri(G), maka e(v, )= d(G)=2. Karena r(G)=1 dan C(G)={},
maka v, €}(G)-{}.,  sehingga Peri{G)cV(G)-{}.  Karena
V(G)-{c}c PerdG) dan Peri(G)c V(G)-{c}, maka  Peri(G)=V(G)-{}.
Karena Peri{G)=Cep(G)=V(G)- {}, maka graph G adalah S — graph.
Sebaliknya, misalkan |C(G7)>2. Tanpa mengurangi kelakuan umum,
misalkan |C(G)=2 , yaitu x dan y, dengan x#y. Karena r(G)=1 maka
e(x)=e(¥)=1. Jika x adalah titik sentral graph G, maka jarak x ke setiap titik
v, € V(G)- {x} sama dengan 1. Oleh karena itu, untuk setiap v, € V(G)- {},
maka v, € Cep(GG). Karena y e V(G)-{x}, maka ye Cep(GG). Karena r{(G)=1
- dan d(G)=2, maka ¢(y)# d(G). Dengan kata lain, y ¢ Peri{G). Oleh karena

itu, Peri(G)# Cep(GG). Dengan demikian, G bukan S — graph .

Skripsi Syarat perlu dan cukup graph sebagai S — graph Dian Ariani
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Contoh 4.2
Dibawah ini diberikan contoh graph dengan satu titik sentral, mempunyai

jari-jari 1 dan diameter 2 yang merupakan S — graph .

Graph G:
Yo ¥ ¥,
°
v.l
\'5
Gambar 4.2

e(v,)=1,dengan v,, v, v,, v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=2.dengan v,dan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=2.dengan v, v, dan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=2.dengan v, dan v, adalah titik cksentris v,

Av.)=2, dengan v,, v, dan v, adalah titik eksentris v,

r(G,)=1dan d(G,)=2.

Karena ¢(v,)=r(G,). maka v, adalah titik sentral graph G,, schingga
C(G,)={}. Sedangkan v, v,, v,, v, adalah titik eksentris pusat graph G,,
Karena v,, wv,, v,, v, merupakan tittk eksentns v,, schingga
CeplGy )=y vav v }=1(G) -

Karena e(v,)=elv,)=ev,)=ev;)=d(G,), maka v,, v, v,, v, adalah titik

peripheral graph G, , sehingga Peri(G,)={,,v:, v, vs}=V(G,)-{, }.

Skripsi Syarat perlu dan cukup graph sebagai S — graph Dian Ariani
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Karena Cep(G,)= Peri(G,)={v,.v,,v,,v, }=1(G)-{v,}. maka G, merupakan

S — graph .

Akibat 4.2 Graph G dengan (G)=1 adalah S - graph jika hanya jika G adalah
graph lengkap K ,, p =2 atau mempunyai satu titik sentral.

Bukti: Misalkan graph G dengan r(G)zl adalah S - graph, G bukan graph

lengkap K, p>2, maka akan dibuktikan G mempunyai satu titik sentral.

Misalkan graph G dengan r(G)=1 adalah S-graph, maka
C’ep(('r') = Peri(G). Graph G  bukan  graph lengkap,  sehingga
rG)= d(G), d(G)=2.

Kasus pertama, d((G)=2, maka dengan teorema 4.1 diperoleh bahwa, G
mempunyai | titik sentral. Kasus kedua, ¢(G)> 2. Andaikan G mempunyai titik
sentral lebih dari satu, misalkan x, y € C(G), dengan x# y . maka Ax)=e(y)=1.
Jika x adalah titik sentral graph G, maka jarak x ke setiap titik v, eV ©)- {r}
sama dengan 1. Oleh karena itu, untuk setiap v, € V(G)-{3. v , merupakan titik
eksentnis x. Karena ye V(G)— {r}, maka y titik eksentris x , sehingga
veCep(G). Karena e(y)=1% d(G), maka ye Peri{(G). Oleh karena itu,
Peri{G)# Cep{((G). Hal itu bertentangan dengan graph G adalah - graph,

sehingga G mempunyai satu titik sentral.
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Selanjutnya, misalkan graph G dengan r(G):l adalah § — graph, graph
G mempunyai titik sentral lebih dan satu, maka akan dibuktikan G merupakan
graph lengkap.

Tanpa mengurangi kelakuan umum, misalkan I(_’,'(Gl =2 , yaitu x dan v,
dengan x# y. Karena r(G)=1, maka e(x)=e(y)=1. Jika x adalah titik sentral
graph G, maka untuk setiap v, e V(G)-{x}, v, e Cep(GG). Karena y e V(G)- {x},
maka yeCep((G). Jika v adalah titik sentral graph G, maka untuk setiap
v, € V(G)-{v}. v, € Cep(G). Karena xeV(G)- {y} maka xeCep(G).
Dengan kata lain, setiap anggota }((G) merupakan tittk eksentris pusat, atau
V(G)< Cep(G). Diambil sebarang we Cep(G). Sesuai dengan definisi titik
eksentris pusat, maka wel ((r) schingga  Cep(G)c V(G). Karena
MG)c Cep(G) dan Cep(G)c V(G), maka Cep(G)=V(;). Karena G
merupakan S — graph, maka Peri(G)=V(G). Karena e(x)=e(y)=1, maka
untuk setiap ve V(G), e(v)=1, sehingga r(G):d((})zl. Dengan kata lain,
untuk setiap dua titik yang berbeda mempunyai jarak sama dengan satu, sehingga
graph G merupakan graph lengkap K,,pz2.

Sebaliknya, misalkan G adalah graph lengkap K ,, p>2 dengan }((;): 1,
maka akan dibuktikan G adalah S — graph .

Graph G adalah graph lengkap, maka jarak setiap dua titik yang berbeda

pada G sama dengan 1. Sehingga untuk setiap x e V' (G), x)=r(G)=d(G)=1.
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Oleh karena itu, Cep((;)=Peri(G)=V(G) atau dengan kata lain G adalah
S - graph .

Selanjutnya, misalkan G mempunyai satu titik sentral. Misalkan
C(G)={}. Karena r(G)=1, maka e(c)=1, schingga jarak ¢ ke setiap titik
v, € V{(G)-{} sama dengan 1. Oleh karena itu, untuk setiap v, € ¥(G)-{c}
merupakan titik eksentris ¢. Dengan kata lain, untuk setiap v, € V(G)-{c}
adalah titik eksentris pusat graph G, atau V(G)—— {c}g Ce G). Diambil'sebarang
v, € Cep(G). Karena r(G)=1 dan C(G)={}, maka untuk setiap titik eksentris

" pusat graph G adalah anggota V(G)- &}, sehingga 1T V(G)- {}. Oleh karena
itu, Cep(G) < V(G)- §e}. Karena V(G)- fe} < CepG) dan Cep{G) < V(G)-{e},
maka Cep(G)=V(G)-{}.

Untuk d(G):l, maka G adalah graph lengkap, sehingga graph G adalah
S —graph .
Untuk d((})z?., dengan teorema 4.1, diperoleh bahwa graph G adalah
S — graph .
Untuk d(G)=k.k>2. Karena r(G)=1, maka untuk setiap v,.v, € ¥(G)-C(G),
dengan ce(C(G), dan ViV, eNG(c), sehingga d(v,,vi)ﬁ?_. Hal tersebut

bertentangan dengan d((7)= &,k > 2, schingga graph G tidak mungkin.
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Contoh 4.3
Dibawah ini diberikan contoh graph berjari-jari satu yang merupakan
S — graph adalah graph yang mempunyai satu titik sentral dan jika mempunyai

titik sentral lebih dan satu merupakan graph lengkap.

Graph K: Graph G:

v,

Gambar 4.3

Pada graph K. Sesuai definisi graph lengkap, bahwa setiap dua titik yang
berbeda adjacent, maka e{(v,)= e(v,)=e(v,)=e(v,)=e{v,)=1. Oleh karena itu,
K )=d(K,)=1.

Karena e(v,)=e(v,)=e(v,)=c{v,) = e(v;) = r(K;), maka v v,,v,,v,,v, adalah
titik sentral K, sehingga C(K )= {v,.v,.v,,v,,v }.

Karena v,,v,,v,,v; adalah titik eksentris v, dan v,v,,v,,v, adalah titik
eksentris v,, dan seterusnya, maka v,v,,v,,v,,v, adalah titik eksentris pusat
K, sehingga Cep(K)={v,,v,,v,.v,, v} =V(K,).

Karena e(v,)=e(v,)=e(v,) = e(v,) = e(v,)= d(K ), maka v,,v,,v,,v,,v. adalah
titik peripheral K, sehingga Peri(K,)=1{,,v,,v,,v,,vs}=V(K,). Karena

Cep(K ;)= Peri(K;)=V(K,), maka K, merupakan S — graph .
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Sedangkan graph G pada gambar 4.3. ¢(v,)=1, dengan v,, v,, v,, v,,

vy, v, adalah titik eksentrs v,
e(v,)=2, dengan v,,v,, v,, v,, v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=2,dengan v,, v,, v, v, v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=2,dengan v,, v,, v, v,, v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=2,dengan v,, v, v,, v, v, adalah titik eksentris vy
e(v,)=2, dengan v,, v,, v,, v,, v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=2, dengan v,, v,, v,, v,, v, adalah titik eksentris v,
r(G)=1 dan d(G)=2.
Karena e{v,)= r(G), maka v, adalah titik sentral graph G , sehingga C(G)={v, }.
Sedangkan v,, v,, v, v,, v, v, adalah titik eksentris pusat graph  , karena
Ve, Vs, Ve, Vv, merupakan titik eksentris v, sehingga
Cep(G)={,,v,, v, v, v, v, 3= V(G) - {, }.
Karena (v, )= e(v, )= e(v, )= (v, )= o, ) = v, )= d(G), maka v,, v,, v,. v,.
Ve, v, adalah titik peripheral graph G, schingga

Peri{G)=1{v,,v,,v,,vq, v, v, }=V(G)- {v, }. |
~Karena  Cep(G)=Peri(G)={v,,v,,v,,v,,v. v, }=V(G)-{,}. maka G

merupakan S — graph .
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Teorema 4.3 Misalkan G adalah § - graph, jika r{G)# d(G), d(G)=3 dan
IC(G) =1 maka r(G)<d(G)-1.
Bukti: Misalkan G adalah S-graph dengan r(G)=d(G), d(G)=3 dan
IC(G)=1.  Misalkan  C(G)=f}. Andaikan r(G)2d(G)-1. Untuk
r(G)>d(G)-1. Karena r(G)#d(G) dan sesuai dengan definisi jari-jari dan
diameter, maka graph G tidak mungkin. Untuk ~(G)=d(G)-1. Karena titik
sentral graph G hanya ¢, maka untuk setiap 7 € N,;(c), efr)> r((?):e(c) dan
dr)<d(G). Karena r(G)=d(G)-1, maka d(G)=r(G)+1, schingga
e(t)<r(G)+1. Karena e(r)>r(G) dan e(r)< d(G), dengan d(G)=r(G)+1,
maka e{r)=d(GG), sehingga ¢ e Peri{(G). Karena graph G adalah S - graph,
maka Peri(G)= Cep(G), sehingga e Cep(G). Karena fe Cep(G), maka ¢
adalah titik eksentris pusat graph G atau ¢ adalah titik eksentris c, ‘schingga‘
d(t,c)=r(G). Karena r(G)=d(G)-1 dan d(G)23, maka d(r,c)>2. Hal
- tersebut kontradiksi dengan /e N;(c), sehingga d(f,c)=1. Dengan demikian,

r(G)<d(G)-1.

Contoh 4.4
Dibawah ini diberikan contoh graph yang jari-jarinya tidak sama dengan
diameternya, dengan diameter paling sedikit 3 dan mempunyai satu titik sentral

~ yang merupakan § — graph sehingga diameternya lebih besar satu dan jari-

Jarinya.
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Graph G3:

Yy

Gambar 4.4

e(v,)=5, dengan v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=4, dengan v,, adalah titik eksentris v,
e(v,)=4, dengan v, dan v,, adalah titik eksentris v,
e(v,)=3, dengan v, dan v,, adalah titik eksentris v,
e(v,)=4, dengan v,, adalah titik eksentris v,
e(ve)=5, dengan v,, adalah titik eksentris v,

(v, )= 6, dengan v,, adalah titik eksentris v,
¢(vy )= 4, dengan v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=4, dengan v, adalah titik eksentris vy
e(v,o)= 5. dengan v, adalah titik eksentris Vi

e(v,,)= 6, dengan v, adalah titik cksentris v,,

r(G,)=3 dan d(G,)=6, maka d(G,)> r(G,)+1.
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Karena e(v,)=r(G,), maka v, adalah titik sentral graph (,, sehingga
C(G,)={v,}. Sedangkan v, dan v, adalah titik eksentris pusat graph G,,
karena v, dan v,, merupakan titik eksentris v,, sehingga Cep(G,)={v,.v, }.
Karena e(v, )= e(v,, )= d(G,), maka v, dan v,, adalah titik peripheral graph G,,
sehingga Peri(G,)={v,.v, }.

Karena Cep(G,)= PerdG,)= {v,,v,,}. maka G, merupakan § — graph .

Lemma 4.4 Misalkan graph G adalah S-graph. Jika r(G)=2 dan
r(G)# d(G), maka jarak dari sebarang dua titik dari () pada G kurang
dari () dan d((V(G)- C(G))=z d(G).
Bukti: Misalkan graph G adalah S-—graph, r(G)>2 dan r(G)=d(G).
Misalkan +(G)=k, k>2. Misalkan x,ye C(G), maka e(x)=e(y)=k. Jika x
adalah titik sentral graph G, maka setiap v, € V(G)-{x}, d(x,v,)<k. Karena
yeV(G)-{r}, maka d(x,y)<k. Untuk d(x,y)=k, maka ye Cep(G). Karena
G adalah S - graph, maka PeriG)= Cep{(G). Dengan kata lain, ye Peri(G),
sehingga e(y)=d(G). Sedangkan y adalah titik sentral graph G, sehingga
e(v)=r(G). Karena r(G)#d(G), maka d(x,y)=k tidak berlaku. Dengan
demikian, d(x,y)<k, dengan r{(G)=k, k > 2 atau jarak dari sebarang dua titik
dari C'(G) kurang dari 7(G).
Selanjutnya, untuk setiap v e V(G)-C(G), maka terdapat dua Kasus.

Kasus pertama, jika e(v) didapat dari panjang path yang tidak melalui titik
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sentral, maka ¢ ;) 6y (v)=¢;(v). Kasus kedua, jika ¢(v) didapat dani panjang

path yang melalui titik sentral. Hal tersebut terdapat dua kemungkinan.
Kemungkinan pertama, misalkan terdapat path 1-v yang tidak melalui titik sentral,
dengan d(u,v):e(v), maka e,’,.((;H.(G)-\(v)ze,;(v). Kemungkinan kedua, e(v)
" hanya didapat dari panjang path yang melalui titik sentral saja.  Misalkan «
merupakan titik eksentris v, dengan w € V(G)~ C(G). Maksimum panjang path
terpendek » — v pada graph G lebih kecil dari maksimum panjang parh terpendek
pada graph  (V(G)-C(G)), atau  dg(u.,v)<dy )o@y (@.v),  sehingga

e<"(6}4?((‘iif(v)> ec(v). Karena untuk setiap ve V(G)-C(G)  dengan

erorewy V)= €6 (v) dan ey i) () > € (v). maka d((V'(G)- C(G))= d(G).

Teorema 4.5 Misalkan G adalah graph dengan d(G)=r(G)+1 dan r(G)>2.
Graph G adalah S -graph jika hanya jika sebarang titik dari
V(G)- C(G) adalah titik eksentris pusat graph G.

Bukti: Misalkan G adalah § - graph dengan d(G)=r(G)+1 dan ~(G)>2.

Diambil sebarang v, € V(G)-C(G). Karena d(G)=r(G)+1, maka

ov,)=d(G), sehingga v, € Peri(G). Oleh karena itu, V(G)- C(G) < Peri(G).

Diambil sebarang v, e Peri(G), maka v,)=d(G). Karena d(G)=r(G)+1,

maka v, eV(G)-C(G), sehingga  Peri(G)cV(G)-C(G).  Karena

V(G)-C(G)c Peri(G) dan Peri{G) < V(G)-C(G), maka
Peri{G)=V(G)-C(G). Karena graph G adalah S-—graph, maka

e e Ay AR T R R """«‘
e

78 < -
B X
= “L 4ot

- 8
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Cep(G)=V(G)- C(G). Dengan kata lain, sebarang titik dari ¥(G)- C(G) adalah
titik eksentris pusat graph G.

Sebaliknya, misalkan sebarang titik dari V(G)-C(G) adalah titik
eksentris pusat graph G, maka untuk setiap v, € V(G)-C(G), v, e Cep(G).
Dengan kata lain, V(G)-C(G)< Cep(GG). Diambil sebarang v, € Cep{G), maka
r(G)<elv,)< d(G). Karena d(G)=r(G)+1, maka v, e ¥(G)-C(G). sehingga
Cep(G) < V(G)-C(G). Karena V(G)-C(G)c CeplGG) dan
Cep(G)c V(G)-C(G), maka Cep(G)=V(G)-C(G). Karena d(G)=r(G)+1,
maka Peri(G)=V(G)-C(G). Karena Cep{G)= Peri{G)=V(G)-C(G), maka

graph G adalah S - graph .

Contoh 4.5
Dibawah ini diberikan contoh graph dengan jari-jari paling sedikit 2 dan
diameter lebih besar satu dari jari-jarinya, mempunyai titik sentral lebih dari 1

merupakan S — graph, sehingga sebarang titik selain titik sentral merupakan titik

eksentris pusat.

Graph G}Z

Gambar 4.5
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e(v,)=3, dengan v, dan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=2, dengan v, dan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=2, dengan v, adalah titik eksentris v,

e(v,)=3, dengan v, adalah titik eksentris v,

e(vs)=3, dengan v, adalah titik eksentris v,

r(G,)=2 dan d(G,)=3.

Karena e{v,)=e(v,)=r(G;), maka v, dan v, adalah titik sentral graph G,,
sehingga C(G;)={v,.v,}. Sedangkan v,, v, dan v, adalah titik eksentris pusat
graph G;, karena v, dan v; merupakan titik eksentris v,, sedangkan v, adalah
titik eksentris v,, sehingga Cep(G,)= {v,,v,.v,}=V(G,)- C(G,). Dengan kata
lain, sebarang titik dari ¥(G, )~ C(G,) merupakan titik eksentris pusat graph G, .
Karena d(G,)=r(G,)+1, maka sebarang titik dari ¥(G,)-C(G,) mempunyai
eksentrisitas sama dengan diameternya, schingga v, v, dan v, adalah titik
peripheral graph G;, atau Peri(G,)= {v,,v,,v,}.

Karena Cep(G, )= Peri(G, )= #,,v,,v,}, maka G; merupakan S — graph .
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Akibat 4.6 Misalkan graph G dengan d(G)=3 dan r(G)=2.

Graph G adalah S-graph jika hanya jika tidak ada titik dari

¥(G)- C(G) yang terhubung dengan semua titik sentral graph G.

Bukti: Misalkan G adalah S - graph dengan d(G)=3 dan 7{G)=2. Andaikan
ada v, e V(G)-C(G) yang terhubung dengan semua titik sentral graph G,
sechingga untuk setiap xeC(G), d(x,v,)=1. Karenma r(G)=2 dan
d(G)=r(G)+1, maka dengan teorema 4.5 diperoleh bahwa sebarang titik dari
V(G)- C(G) adalah titik ekseniris pusat graph G. Oleh karena itu, ada x e C(G),
sehingga d(x,v,)=2. Kontradiksi dengan d(x,v,)=1, schingga tidak ada titik
dari ¥(G)~ C(G) yang terhubung dengan semua titik sentral graph G.

Sebaliknya, misalkan tidak ada titik dari ¥(G)-C(G) yang terhubung
dengan setﬁua titik sentral graph G. Tanpa mengurangi kelakuan umum, misalkan
|C(G) =2 , yaitu x dan y, dengan x# y.Karena r(G)=2, maka e(x)=e{y)=2.
Diambil sebarang v, € V'(G)-C(G), dengan v, € N(x) dan v, € ¥(G)-C(G),
dengan v, € N;(y). Jika x adalah titik sentral graph G, maka d(x,v)<2, untuk
setiap v e V(G)- {x}. Karena v, € N,(x) , maka d(x,vj)=]. Karena r{G)=2,
maka d(x,v,)=2, sehingga v, € Cep(G). Jika y adalah titik sentral graph G,
maka d(y,u)<2, untuk setiap ueV(G)-{y}. Karena v, e N;(y) , maka
d(y,v,)=1. Karena r(G)=2, maka d(y,v,)=2 sehingga v, € Cep(G). Karena-

- v,,% €V(G)-C(G) dan v,,v, €Cep(G), maka V(G)-C(G)cCep(G).
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Diambil sebarang w e Cep(G). Karena d(G)=3=r(G)+1 dan r(G)=2, maka
setiap titik eksentris pusat graph G merupakan anggota V(G)-C(G), atau
we V(G)-C(G), sehingga Cep(G)c V(G)- C(G). Karena
V(G)-C(G)c Cep(G) dan  Cep(G)c V(G)-C(G), maka
Cep(G)=V(G)~C(G). Dengan kata lain, sebarang titik dari ¥ (G)-C(G)
adalah titik eksentris pusat graph G. Sesuai dengan teorema 4.5, diperoleh bahwa

graph G adalah S — graph.

Teorema 4.7 Misalkan G adalah graph dengan diameter 4 dan jari-jari 2.
Misalkan Q =(V(G)- C(G)), dengan C(G) adalah pusat graph G. Graph
G adalah S — graph jika hanya jika
1) {C(G)) adalah graph lengkap, dan
2) kardinalitas dari himpunan 7 =f{xeV(Q), N;(x)nC(G)=¢} paling
sedikit dua, dan untuk setiap tittk xe7 paling sedikit terdapat
yeV(Q) dengan d,(x,y)>4 yang menjadi anggota T.
Bukti: Misalkan G adalah S — graph dengan diameter 4 dan jari-jari 2. Diambil
- sebarang x,y € C(G), dari lemma 4.4 diperoleh bahwa d(x,y)<r(G). Karena
r(G)=2 dan G graph terhubung, maka d(x,y)=1. Oleh karena itu, (C(G))
adalah graph lengkap.
Selanjutnya, misalkan () =(V'(G)- C(G)), maka dari lemma 4.4 diperoleh bahwa

d(Q)=d(G), sehingga d(Q)=4. Misalkan himpunan
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T ={xeV(Q) No(x)nC(G)=¢}. Misalkan ¢ e C(G). Karena r(G)=2, maka
ada v, e V(Q), sehingga d(c,v,)=2. Karena r(G)=2 dan d(G)=4, maka ada
v, eV(Q), dengan d(v,,v,)=4. Oleh karena itu, e(v,)=e{v,)=4, schingga
v,,v, € Peri(G). Karena r(G)=2 dan d(G)=4, maka setiap anggota Peri(G)
tidak adjacent dengan titik sentral. Dengan kata lain, Per{G)c T'. Karena G
adalah S - graph, maka Peri((G)=Cep(G), sehingga Cep(G)<T. Andaikan
|Cep(G)=1. Misalkan xe Cep(G), maka d(x,c)=2. Karena r(G)=2, maka
e{c)=2 dengan titik eksentris hanya x. Oleh karena itu, ada y e V(Q) dengan
d(y.c)=1. Hal itu kontradiksi dengan d(G)=4. Jadi, |Cep(G)=>2. Karena
Cep(G) T, maka |T]>2.
Diambil sebarang v, € T, maka d(c,v,)> 2. Karena r(G)=2, maka d(é,vi) = 2 ,
sehingga v, € Cep(G), maka 7 < Cep(GG). Karena graph G adalah S — graph,
| maka T c Peri{G). Karena Peri{G)c T dan T < Perd{G), maka Peri{G)=T.
Diambil sebarang xe 7 . Andaikan tidak ada titik y eV(()) dengan d(x, )= 4
yang menjadi anggota T, maka e;(x)<3, schingga x¢ Peri((G). Hal tersebut
bertentangan dengan Peri(G)zT . Dengan demikian, untuk setiap xe 7 paling
sedikit terdapat y e V(Q) dengan d,, (x, y)z 4 yang menjadi anggota T.
Sebaliknya, misalkan 1) dan 2) dipenuhi. Misalkan ¢ € C(G). Karena
r(G)=2, maka d(c,v,)<2, dengan v, e ¥(G)-C(G). Jika d(c,v,)=1, maka

c€ Ng(v,)NC(G), sehingga v, ¢ T . Jika d(c,v,)=2, maka N, (v, )N C(G)=4¢,
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schingga v, e7. Untuk setiap v,eT, dengan d(c,v,)=2=r(G), maka
v, €Cep(G), schingga T cCep(G). Karena r(G)=2, maka ada
v, € ¥(G)-C(G) dengan d(c,v,)=2, schingga v, € Cep(G) dan ‘v, tidak
adjacent dengan ¢ e C(G) atau dengan kata lain, v,eT. Dengan demikian,
Cep(G)c T. Karena T < Cep(G) dan Cep(G)c T, maka Cep(G)=T . Karena
Per{G)=T dan Cep(G)=T, maka Cep{G)= Peri{(G)=T, sehingga G adalah
S — graph .
Contoh 4.6

Dibawah ini diberikan contoh graph dengan titik sentral tidak sama dengan

satu, mempunyai jan-jari 2 dan diameter 4 yang merupakan S — graph .

Graph Gg:
v. V3 Ve
0
¥ Vs Ve v,
Gambar 4.6

e(v,)=3, dengan v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=4, dengan v, adalah titik eksentris v,
e(v,)=3, dengan v, adalah titik eksentris V3
e(v,)=2,dengan v, dan v, adalah titik eksentris v,
e(v;)=2, dengan v, dan v, adalah titik eksentris v,

e(vs)=3, dengan v, adalah titik eksentris v,
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e(v,)=4, dengan v, adalah titik eksentris v, .

r(G,)=2 dan d(G,)=4.

Karena e(v,)=e(v,)=r(G,), maka v, dan v, adalah titik sentral graph G,,
sehingga C(G,)=1{v,,v;}. Sedangkan v, dan v, adalah titik eksentris pusat
graph G, , karena v, dan v, merupakan titik eksentris v, maupun v, sehingga
Cep(G,)={v,,v,}. Karena e{v,)=e(v,)=d(G,), maka v, dan v, adalah titik
peripheral graph G,, sehingga Peri(G, )= {v,,v,}.

Karena Cep(G, )= Peri(G,)= {v,.v. }, maka G, merupakan S - graph .

Misalkan Q = (V(G,)- C(G, )

Graph Q:
v, Vs
¥y Vs v,

Gambar 4.7

Misalkan himpunan T = {x € ¥ (Q) N, (x)NC(G, )= ¢}.
V(G,)-C(G,)= P, v2,v,.,7, }, dengan C(G, )= {,,v,}, maka:
Untuk v,, N [, )N C(Gy) = $,.v0 v} s = 0,0, ).
Untuk v,, N, (v, )nC(G,) = Pr.v } (v, = 6.

Untuk vy, N, (V3)ﬁC(G4)= {"2,"4"’5»"6}n{"4"’5}= Povs)-
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Untuk v, N, (v )N C(G,) = 5070, v5 v 3 0} = Bauvs )
Untuk v,, N (v )NC(G,) = Pe} A {anvs) =4
Sesuai dengan definisi T diatas, maka 7 ={v,,v,}. Graph G, pada
gambar 2.6 diatas, e(v,)=e(v,)=d(G,), maka v, dan v, adalah titik peripheral
~ graph  G,, sehingga Peri(G,)=1{,,v,}. Karena 7 ={,,v,} dan

Peri{G,)={v,,v,}, maka Peri(G,)=T.
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BABYV

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa syarat perlu dan cukup

suatu graph merupakan S — graph adalah sebagai berikut :

1. Graph G dengan r(G)=1 dan d(G)=2 adalah S- graph jika hanya jika
lc(G)=1.

2. Graph G dengan r(G)=1 adalah S - graph jika hanya jika G adalah graph
lengkap K, p>2 atau mempunyai satu titik sentral.

3. Graph G adalah S - graph, jika r(G)# d(G), d(G)=3 dan |C(G)=1 maka
rG)< d(G)-1.

4. Misalkan G adalah S- graph. Jika r(G)>2 dan r(G)#d(G), maka jarak
dari sebarang dua titik dari C(G) pada G kurang dari r(G) dan
d(v(6)- C(6))2 ().

5. Graph G dengan d(G)=r(G)+1 dan r(G)>2 adalah S - graph jika hanya
jika sebarang titik dari ¥(G)—- C(G) adalah titik eksentris pusat graph G.

6. Graph G dengan d(G)=3 dan r(G)=2 adalah S - graph jika hanya jika
tidak ada titik dari ¥(G)-C(G) yang terhubung dengan semua titik sentral

graph G.

32
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7. Graph G dengan diameter 4 dan jari-jari 2. Misalkan Q={V(G)-C(G)),
dengan C(G) adalah pusat graph G. G adalah S — graph jika hanya jika
1) (C(G)) adalah graph lengkap, dan
2) Kardinalitas dari himpunan T ={xeV(Q} N (x)n C(G)=¢} paling
sedikit dua, dan untuk setiap titik xe 7 paling sedikit terdapat yeV (Q)

dengan d,(x, y)> 4 yang menjadi anggota T.

5.2 Saran
Skripsi ini dapat dikembangkan untuk meneliti lebih lanjut yang terkait
dengan :
1. Penentuan sifat-sifat suatu graph yang merupakan S — graph .

2. Penyusunan algoritma dan program komputer untuk mempermudah

menentukan graph dengan jumlah titik cukup besar merupakan S — graph .
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