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ABSTRAK

Tujuan Penelitian ini adalah pertama untuk memperoleh cara menurunkan kriteria
ketakstabilan modulasi pada serat optik moda tunggal tanpa rugi dengan sifat
ketaklinearan kubik dan dispersi kecepatan gugus negatif (dispersi anomali)
dengan menerapkan metode pendekatan variasional bergantung waktu. Kedua,
untuk mengetahui perbandingan antara hasil kriteria ketakstabilan modulasi yang
diperoleh melalui penerapan metode tersebut dan hasil yang diperoleh dengan
menerapkan metode analisis kestabilan linear. Penelitian ini merupakan penelitian
teoritis yang dilakukan melalui penelaahan berbagai literatur berupa jurnal-jurnal
ilmiah dan buku-buku teks dengan melakukan penurunan bukti-bukti secara
analitik. Metode matematis yang digunakan adalah pendekatan variasional
bergantung waktu yang lazim dikenal sebagai formulasi Lagrangan untuk sistem
kontinu. Kriteria ketakstabilan modulasi yang diperoleh dengan menerapkan
metode pendekatan variasional bergantung waktu bersesuaian dengan kriteria
ketakstabilan modulasi yang diperoleh dengan menerapkan analisis kestabilan
linear sehingga diperoleh suatu kesimpulan bahwa metode pendekatan variasional
bergantung waktu dapat digunakan untuk menentukan kriteria ketakstabilan
modulasi pada serat optik moda tunggal tanpa rugi dengan sifat ketaklinearan
kubik dan dispersi kecepatan gugus negatif (dispersi anomali).

Kata Kunci: Persamaan Schrodinger Taklinear, Kriteria Ketakstabilan Modulasi,
Pendekatan Variasional Bergantung Wakitu
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Herlik Wibowo, 2006. Derivation of Modulational Instability Criterion on Fiber
Optics using Variational Approach. A thesis under advisory of Drs. R. Arf
Wibowo, M.Si, Physics Department Faculty of Mathematics and Natural
Sciences, Airlangga University, Surabaya and Drs. Ali Yunus Rohedi, MT,,
Physics Department Faculty of Mathematics and Natural Sciences, Institut
Teknologi Sepuluh November, Surabaya

ABSTRACT

The aim of this research, firstly, is to obtain a way of deriving modulational
instability criterion on lossless single-mode fiber optics with cubic nonlinearity
and negative group velocity dispersion (anomalous dispersion) using time-
dependent variational approach. The second is to find out the comparison between
the result of modulational instability criterion that is obtained using the above
method and the result that is obtained using linear stability analysis. This research
is theoretical research which is done through evaluation on journals and textbooks
by deriving the evidence analytically. Mathematical method that is used on this
research is time-dependent variational approach, called Lagrangian formulation
for continuous syvstem. Modulational instability criterion that is obtained using
time-dependent variational approach is proved to be accordance with
modulational instability criterion that is obtained using linear stability analysis.
Thus the method of time-dependent variational approach can be used to determine
modulational instability criterion on lossless single-mode fiber optics with cubic
nonlinearity and negative group velocity dispersion (anomalous dispersion).

Kev Words: Nonlinear Schrodinger Equation, Modulational Instability Criterion,
Time Dependent Variational Approach
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Sebelum tahun 1950-an, dunia ilmiah didominasi oleh fisika linear,
termasuk diantaranya adalah mekanika fluida, fisika zat padat, elektronika,
mekanika kuantum, dan teori medan elektromagnetik. Fisika linear, tentu saja,
terkait dengan matematika linear, misalnya transformasi integral, ruang vektor
linear, persamaan diferensial linear dan sebagainva. Pada umumnya, ketaklinearan
dianggap sebagai suatu gangguan (perturbasi) terhadap suatu sistem linear,
sehingga efeknya lazim dianalisis dengan metode gangguan, analisis statistika,
dan sebagainya. Meskipun demikian, pada masa tersebut, banyak bermunculan
fenomena dan wawasan baru yang terkait dengan sistem taklinear. Salah satunya
adalah pengamatan John Scott-Russel terhadap gelombang solitary dan sifat
kestabilannya (Lakshmanan, 2004).

Tahun 1950-1970 merupakan era kebangkitan sekaligus merupakan masa
keemasan bagi fisika taklinear. Era ini ditandai dengan eksperimen Fermi-Pasta-
Ulam (FPU) untuk mengungkap fenomena pembagian energi pada kisi taklinear
pada tahun 1955 (Lakshmanan, 2004). Pada tahun tersebut, FPU mengembangkan
metode pengintegralan secara numerik terhadap persamaan diferensial biasa yang
menggambarkan himpunan osilator anharmonik tergandeng (sekarang dikenal
sebagai permasalahan FPU) dalam upaya memahami mekanisme yang membawa

pada kesetimbangan termal. Asas ekuipartisi energi memprediksikan bahwa
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ketaklinearan dengan cepat akan mendistribusikan kembali energi sistem yang
terkandung pada kondisi awal ke dalam semua moda vibrasi, yang mendorong
sistem tersebut segera menuju kesetimbangan. Hasil analisis numerk yang
diperoleh FPU ternyata berlawanan dengan prediksi tersebut. FPU mendapatkan
bahwa energi hanya terdistribusi di antara beberapa moda rendah dan mengalir
bolak-balik di antara moda tersebut mengikuti suatu pola yang berulang (Ablowitz
et.al., 2000).

Permasalahan FPU kemudian dipelajari oleh Martin Kruskal dan Norman
Zabusky pada tahun 1965. Mereka menurunkan kembali persamaan Korteweg de
Vries (KdV) sebagai bentuk pendekatan kontinum dari persamaan diferensial
biasa. Melalui simulasi numerik, mereka mendapatkan bahwa ketika terjadi
tumbukan, gelombang solitary — yang merupakan solusi persamaan KdV — dapat
mengalami superposisi taklinear (saat terjadi tumpang tindih) dan kemudian dapat
merambat kembali tanpa terjadi perubahan baik bentuk maupun kecepatannya
(Lakshmanan, 2004). Karena sifatnya yang mirip partikel inilah, Zabusky dan
Kruskal menamakan solusi gelombang solitary tersebut sebagai soliton (Ablowitz
et.al., 2000).

Persamaan KdV merupakan salah satu persamaan diferensial parsial
taklinear yang memiliki solusi soliton. Solusi soliton hadir sebagai hasil dari
keseimbangan antara efek dispersi dan efek ketaklinearan. Tidak semua
persamaan diferensial parsial taklinear memiliki solusi soliton. Persamaan
diferensial parsial taklinear memiliki solusi soliton jika persamaan nilai awalnya

dapat dipecahkan secara analitik sebagai kombinasi suku soliton dan gelombang
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kontinu. Persamaan diferensial dengan karakteristik demikian dikatakan sebagai
persamaan yang terintegralkan secara eksak (exactly integrable).

Metode solusi analitik yang berdasarkan pada kriteria keterintegralan
eksak dikenal sebagai transformasi hamburan balik (Eilenberger, 1983). Metode
ini pertama kali dikenalkan pada tahun 1967 oleh Gardner, Greene, Kruskal, dan
Miura untuk memecahkan permasalahan nilai awal persamaan KdV (Gardner
et.al., 1967). Lima tahun kemudian, Zakharov dan Shabat berhasil memecahkan
persamaan Schrodinger taklinear dengan menggunakan metode transformasi
hamburan balik tersebut, dan menunjukkan bahwa solusi yang diperoieh
merupakan kombinasi dari soliton dan gelombang kontinu (Zakharov & Shabat,
1972). Dengan demikian, selain persamaan KdV, salah satu persamaan diferensial
parsial taklinear lainnya yang memenuhi kriteria tersebut adalah persamaan
Schrodinger taklinear (Eilenberger, 1983). Persamaan Schrodinger taklinear
memainkan peranan yang sangat penting dalam teori perambatan amplop
gelombang yang berubah secara lambat (slowly varying wave envelope) di dalam
sistem dengan ketaklinearan yang lemah dan terdapat pada situasi fisis yang
meliputi fisika plasma dan optika taklinear (Dodd er.al., 1982).

Pada optika taklinear, khususnya pada serat optik, persamaan Schrodinger
taklinear digunakan untuk menggambarkan perambatan amplop gelombang
medan listrik yang berubah secara lambat pada suatu bahan dielektrik dengan sifat
ketaklinearan kubik. Bahan dielektrik yang demikian dikatakan bersifat mirip
Kerr (Kerr like). Karena itu, nilai indeks biasnya sebanding dengan intensitas

medan listrik yang merambat didalamnya.
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Selain sifat ketaklinearan, perambatan amplop gelombang medan listrik
pada serat optik juga ditentukan oleh sifat dispersi kecepatan gugus (group
velocity dispersion). Terdapat dua jenis dispersi kecepatan gugus yaitu dispersi
kecepatan gugus positif yang terkait dengan dispersi normal dan dispersi
kecepatan gugus negatif yang terkait dengan dispersi anomali (anomalous). Pada
dispersi normal, komponen frekuensi yang lebih tinggi dari suatu pulsa optik
berjalan lebih lambat daripada komponen frekuensi yang lebih rendah, sebaliknya
pada dispersi anomali, komponen frekuensi yang lebih tinggi berjalan lebih cepat
daripada komponen frekuensi yang lebih rendah (Hasegawa &. Kodama, 1995).

Ketakstabilan modulasi (modulational instability) merupakan ciri umum
persamaan gelombang taklinear baik diskrit maupun kontinu (Rapti et.al., 2004).
Ketakstabilan modulasi memiliki hubungan yang erat dengan formasi soliton.
Serupa dengan soliton, terjadinya ketakstabilan modulasi disebabkan karena efek
taklinear dan dispersi yang saling mempengaruhi. Hal ini melibatkan
pertumbuhan eksponensial gangguan lemah melalui penguatan frekuensi pita sisi,
yang menyebabkan modulasi destruktif gelombang pembawa (Comey & Bang,
2001). Fenomena ketakstabilan modulasi telah dikenal dan dipelajari pada
berbagai sistem fisis, misalnya dinamika fluida, plasma, optika taklinear dan
kondensasi Bose-Einstein (Rapti ez.al., 2004).

Dalam optika taklinear, khususnya pada serat optik, suatu gelombang
kontinu (gelombang pembawa) dengan amplitudo konstan yang terpandu dalam
serat optik dengan ketaklinearan kubik dan dispersi kecepatan gugus negatif

(dispersi anomali), mengalami peningkatan amplitudo termodulasi sebagai hasil
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dari ketakstabilan modulasi. Hasil yang diperoleh dari mempelajari fenomena
ketakstabilan modulasi adalah kriteria ketakstabilan modulasi. Kriteria
ketakstabilan modulasi merupakan informasi mengenai rentang frekuensi pita sisi
(frekuensi gelombang modulasi) yang diizinkan bagi gelombang modulasi untuk
memodulasi gelombang pembawa sehingga pulsa termodulasi yang dihasilkan
dapat merambat dalam serat optik tanpa terjadi perubahan bentuk. Pada tahun
1980, Hasegawa dan Brinkman menyarankan penggunaan fenomena ketakstabilan
modulasi gelombang cahaya pada serat optik sebagai sarana untuk
membangkitkan sumber cahaya inframerah jauh (far infrared). Pada tahap
eksperimental, pengujian eksperimental ketakstabilan modulasi gelombang cahaya
pada serat optik dilakukan pertama kali oleh Tai, Tomita dan Hasegawa pada
tahun 1986. Ketakstabilan modulasi dapat dibangkitkan dengan cara menerapkan
suatu modulasi kecil pada sinyal masukan dimana frekuensi pita sisi modulasi
kecil tersebut memenuhi kriteria ketakstabilan modulasi. Ketakstabilan modulasi
yang dibangkitkan menggunakan metode ini dikenal sebagai ketakstabilan
modulasi terimbas (induced modulational instability). Ketakstabilan modulasi
terimbas dapat digunakan untuk membangkitkan suatu pulsa serupa soliton
dengan laju perulangan yang diinginkan (Hasegawa dan Kodama, 1995).

Metode standar yang digunakan untuk mempelajari ketakstabilan modulasi
pada persamaan Schrodinger taklinear adalah analisis kestabilan linear (/inear
stability analysis). Penerapan metode ini pada persamaan Schrodinger taklinear
pertama kali diprakarsai oleh Zakharov pada tahun 1968 dan Vakhitov dan

Kolokolov pada tahun 1973 (Sulem C dan Sulem P.L., 1999). Sampai sejauh ini,
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metode analisis kestabilan linear telah digunakan untuk mempelajari fenomena
ketakstabilan modulasi pada optika taklinear, khususnya pada serat optik
(Hasegawa dan Kodama, 1995). Dalam kerangka kerja analisis kestabilan linear,
solusi eksak persamaan Schrodinger taklinear yang ditinjau dituliskan kembali ke
dalam bentuk solusi yang mengandung suku-suku gangguan amplitudo dan fasa.
Dengan menganalisis relasi dispersi yang diperoleh dan substitusi solusi tersebut
ke dalam persamaan Schrodinger taklinear yang ditinjau, akan diperoleh kriteria
ketakstabilan modulasi (Sulem C dan Sulem P.L., 1999).

Metode lainnya yang dapat digunakan untuk mempelajari ketakstabilan
modulasi pada persamaan Schrodinger taklinear adalah pendekatan variasional
bergantung waktu (time-dependent variational approach) yang diusulkan oleh
Rapti, Kevrekidis, Smerzi dan Bishop pada tahun 2004 (Rapti et.al., 2004). Dalam
makalahnya, mereka menurunkan kriteria ketakstabilan modulasi persamaan
Schrodinger taklinear baik untuk kasus koefisien suku dispersi kecepatan gugus
dan suku taklinear yang tidak bergantung waktu maupun yang bergantung waktu
menggunakan pendekatan variasional bergantung waktu. Kriteria ketakstabilan
modulasi yang diperoleh dengan menggunakan metode tersebut tepat sama
dengan hasil yang diperoleh dengan menggunakan metode analisis kestabilan
linear untuk kasus tidak bergantung waktu.

Kriteria ketakstabilan modulasi pada serat optik perlu dipelajari dengan
menggunakan pendekatan variasional bergantung waktu. Kriteria ketakstabilan

modulasi yang diperoleh dengan menggunakan metode tersebut perlu dianalisis
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dengan cara membandingkan dengan kriteria ketakstabilan modulasi yang

diperoleh dengan menggunakan metode analisis kestabilan linear.

1.2 Rumusan Masalah
Penelitian ini mengangkat dua permasalahan pokok sebagai berikut :
1. Bagaimanakah penerapan metode pendekatan variasional bergantung waktu
dalam menurunkan kriteria ketakstabilan modulasi pada serat optik ?
2. Apakah hasil kriteria ketakstabilan modulasi pada serat optik yang diperoleh
dengan menerapkan metode pendekatan variasional bergantung waktu
memiliki kesesuaian dengan hasil yang diperoleh dengan menerapkan analisis

kestabilan linear ?

1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini, dilakukan pembatasan masalah mengenai jenis, sifat
ketaklinearan dan sifat dispersi kecepatan gugus serat optik yang ditinjau. Jenis
serat optik yang ditinjau adalah serat optik moda tunggal (single-mode) yang
terbuat dari bahan silika dan memiliki distribusi indeks bias yang seragam. Serat
optik dengan jenis distribusi indeks bias vang seragam dikenal sebagai serat optik
indeks berundak (step-index fiber). Sifat ketaklinearan serat optik bergantung
pada kuat medan yang diterapkan dan struktur molekul dari bahan dielektrik serat
optik itu sendiri. Khusus untuk bahan silika yang memiliki struktur molekul
simetri, sifat ketaklinearan didominasi oleh ketaklinearan orde dua yang dikenal

sebagai ketaklinearan kubik. Sifat dispersi kecepatan gugus serat optik yang
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ditinjau adalah dispersi kecepatan gugus negatif yang terkait dengan dispersi
anomali. Dalam menurunkan kriteria ketakstabilan modulasi, serat optik

diasumsikan tidak mengalami rugi serat.

1.4  Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk memperoleh cara menurunkan Kkriteria
ketakstabilan modulasi pada serat optik dengan menerapkan metode pendekatan
variasional bergantung waktu. Selain itu, penelitian ini juga bertujuan untuk
mengetahui perbandingan antara hasil kriteria ketakstabilan modulasi pada serat
optik yang diperoleh dengan menerapkan metode pendekatan variasional
bergantung waktu dengan hasil yang diperoleh dengan menerapkan analisis

kestabilan linear.

1.5  Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat bagi
perkembangan teori fisika yang terkait dengan sistem taklinear, khususnya dalam
menyajikan perangkat matematis alternatif yang berguna dalam mempelajan
fenomena ketakstabilan modulasi pada berbagai sistem fisis. Dalam bidang
komunikasi serat optik, hasil penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai
referensi untuk menghasilkan pulsa soliton melalui fenomena ketakstabilan

modulasi.
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BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Schridinger Taklinear
2.1.1 Klasifikasi Serat Optik

Dalam bentuk yang paling sederhana, struktur serat optik terdiri atas teras
(core) yang diselimuti oleh selubung (c/adding), dengan nilai indeks bias teras
lebih tinggi dari indeks bias selubung. Struktur yang demikian memungkinkan
suatu gelombang elektromagnetik dapat ditransmisikan pada daerah teras dengan
memanfaatkan fenomena pemantulan dalam total (total internal reflection).

Serat optik merupakan salah satu bentuk pandu gelombang (waveguide)
yang menggunakan bahan dielektrik kaca silika (silica glass) sehingga dapat
beroperasi pada frekuensi optik. Berdasarkan variasi indeks bias sepanjang arah
radial serat, serat optik dibedakan atas serat optik indeks bias berundak (step-
index fiber) dan serat optik indeks bias berangsur (graded-index fiber). Serat optik
yang memiliki indeks bias seragam pada arah radial tetapi dengan perubahan nilai
indeks bias yang mendadak (atau undak) pada batas antara teras dan selubung
dikenal sebagai serat optik indeks bias berundak. Sedangkan serat optik dengan
indeks bias yang berubah sebagai fungsi jarak radial di daerah terasnya dikenal
sebagai serat optik indeks bias berangsur. Perbedaan susunan indeks bias antara
kedua jenis serat optik tersebut ditunjukkan pada gambar 2.1.1.1.

Baik serat optik indeks bias berundak maupun serat optik indeks bias

berangsur dapat dibedakan lagi berdasarkan jumlah moda gelombang yang dapat
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dipandu. Serat optik yang hanya memandu satu moda perambatan (mode of
propagation) dikenal sebagai serat optik moda tunggal (single-mode fiber atau
monomode fiber), sedangkan serat optik yang dapat memandu lebih dari satu

moda perambatan gelombang dikenal sebagai serat optik moda jamak (multimode

fiber).

Gradec-index fider

Radial crstance Radia: istance

Gambar 2.1.1.1 Penampang lintang dan profil indeks bias untuk serat optik indeks bias
berundak (kin) dan serat optik indeks bias berangsur (kanan)

(Agrawal, 1992).

Dalam bidang komunikasi optik, serat optik moda tunggal memiliki
kelebihan dibandingkan dengan serat optik moda jamak. Hal ini disebabkan serat
optik moda tunggal tidak mengalami dispersi intermodal (inte;m()da[ dispersion)
sebagaimana yang dialami serat optik moda jamak. Dispersi intermodal terjadi
karena berbedanya kecepatan rambat antar moda gelombang. Hal ini berarti
moda-moda gelombang yang mengangkut energi pulsa optik akan mencapai ujung

keluaran serat optik pada waktu yang sedikit berbeda. Sebagai akibatnya, pulsa
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optik akan mengalami pelebaran di sepanjang perjalanannya. Dispersi intermodal
yang terjadi serat optik moda jamak diatasi menggunakan teras dengan profil

indeks bias berangsur.

2.1.2 Dispersi Pada Serat Optik Moda Tunggal

Pada subbab sebelumnya telah dijelaskan bahwa serat optik moda tunggal
memiliki kelebihan dibandingkan serat optik moda jamak, karena pada serat optik
moda tunggal tidak terjadi dispersi intermodal. Kendati pun demikian, dispersi
pulsa optik tetap terjadi pada serat optik moda tunggal, tetapi penyebabnya adalah
dispersi intramodal yang disebabkan oleh kebergantungan indeks bias serat
terhadap frekuensi optik.

Suatu pulsa optik merambat pada kecepatan gugus (group) yang
didefinisikan sebagai v, = dw/dp = ;' dengan B, menyatakan turunan pertama
B terhadap @ . Oleh karena kecepatan gugus bergantung pada frekuensi, maka
setiap komponen frekuensi pulsa optik akan merambat pada kecepatan gugus yang
berbeda, sehingga menyebabkan di sepanjang serat terjadi dispersi kecepatan
gugus pulsa optik. Fenomena ini dikenal sebagai dispersi kecepatan gugus (group
velocity dispersion). Dispersi kecepatan gugus berasal dari dua sumber utama,
yaitu dispersi bahan (material dispersion) atau dispersi khromatik (chromatic
dispersion), dan dispersi pandu gelombang (waveguide dispersion).

Dispersi bahan terjadi karena indeks bias bahan serat optik merupakan
fungsi dari frekuensi optik @ . Dispersi bahan terkait dengan frekuensi

karakteristik resonansi bahan ketika menyerap radiasi elektromagnetik melalui
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osilasi elektron-elektron terikat (bound electrons). Untuk kasus frekuensi
gelombang elektromagnetik yang berbeda jauh dan frekuensi resonansi,
kebergantungan indeks bias bahan terhadap frekuensi optik didekati dengan baik

oleh rumusan dispersi Sellmeier yakni (Agrawal, 1992)

M B w?
nl(a>)=1+;w}f_(fo2 b (2.1.2.1)

dengan @, merupakan frekuensi resonansi ke- j, B j‘merupakan kekuatan osilator
ke- j, n(w) merupakan indeks bias bahan. Untuk bahan silika murni, dengan
mengambil M =3 nilai parameter B,, B,, B,, 4, 4,, dan A; adalah (Agrawal,
1992) B, =0,6961663 , B, =0,4079426 , B, =0,8974794, A, =0,0684043 pm,
A, =0,1162414 pm, dan A4; =9,896161 um, dengan 4, =27rc/a)j )

Kontribusi dispersi bahan pada sifat dispersi pulsa optik dapat dievaluasi

darni persamaan

B =v; 2 (ﬂ}n—g, (2.122)

¢ " dw\ c
dengan n, =n + w(dn/dw) menyatakan indeks gugus (group index). Dengan
demikian, parameter dispersi kecepatan gugus £, dapat dinyatakan sebagai

dg,  d 2 p
_&_ @78 AD4 (2.1.2.3)
do dA do 2r ¢

B,

dengan D,, =c"‘(dng /di) menyatakan parameter dispersi bahan (Agrawal
1992). Plot indeks bias » dan indeks gugus n, terhadap panjang gelombang A

untuk bahan silika diperlihatkan pada gambar 2.1.2.1.

4 el F LA e
h e
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Gambar 2.1.2.1 Variasi indeks bias # dan indeks gugus n,

terhadap panjang gelombang untuk silika (Agrawal, 1992).

Darni gambar 2.1.2.1, terlihat bahwa untuk bahan silika, dn, /dxl bernilai
nol pada panjang gelombang A=1276 pum. Panjang gelombang ini disebut
sebagai panjang gelombang dispersi nol (zero-dispersion wavelength) 4, karena
D,, =0 pada A=4,. Selanjutnya, pada A <4,, D,, bernilai negatif dan 5,
bernilai positif sedangkan pada A>A,, D, bemilai positif dan B, bemilai
negatif. Nilai parameter dispersi kecepatan gugus g, terkait dengan dispersi

normal dan dispersi anomali.

Dan gambar 2.1.2.1 juga terlihat bahwa pada dispersi normal (1 < 4,),
nilai indeks gugus n, berkurang sebagaimana panjang gelombang A meningkat
sedangkan pada dispersi anomali ( A > 4, ), nilai indeks gugus », meningkat

sebagaimana panjang gelombang A meningkat. Oleh karena itu, dengan
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menggunakan Pers. (2.1.2.2) dapat disimpulkan bahwa pada dispersi normal,
komponen pulsa optik dengan frekuensi yang lebih tinggi berjalan lebih lambat,
sebaliknya pada dispersi anomali, komponen pulsa optik dengan frekuensi yang
lebih tinggi berjalan lebih cepat (Hasegawa & Kodama, 1995).

Selain mengalami dispersi bahan, serat opttk moda tunggal juga
mengalami dispersi pandu gelombang. Dispersi pandu gelombang disebabkan
karena serat optik moda tunggal hanya mentransmisikan sekitar 80 persen pulsa
optik pada daerah teras. Dispersi terjadi karena sekitar 20 persen pulsa optik
merambat pada daerah selubung dengan kecepatan yang lebih besar daripada

pulsa optik yang ditransmisikan pada daerah teras.

d (Vb)

10—

c8

cefr

Magnitude

0 1 1
] 1 2 3

Normatized frequency V'

Gambar 2,122 Variasi b dan turunannya d (V6)/dV dan V[dz(Vb)/dVZ]

terhadap parameter /' (Agrawal, 1992)
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Kontribusi dispersi pandu gelombang D, pada sifat dispersi pulsa optik

dapat dievaluasi dan persamaan (Agrawal, 1992)

2
D
i = v (2.12.4)
27 ¢
n? 2 dn
e vl Vi (fz”’)+ 2 d(Vb) (2.1.2.5)
A 1 A do dV

dengan parameter A, n,, , n,, V dan b masing—masing menyatakan fraksi

perubahan indeks bias pada perbatasan teras-selubung, indeks gugus daerah
selubung, indeks bias selubung, frekuensi ternormalisasi dan konstanta

perambatan ternormalisasi. Gambar 2.1.2.2 memperlihatkan perubahan b ,
d(vb)/dv dan Vd*(Vb)/dV? terhadap V . Karena masing-masing turunan
bernilai positif maka D, bemnilai negatif pada rentang panjang gelombang
0-1,6 pm. Efek utama dan dispersi pandu gelombang adalah menggeser A,
sebesar 30-40 nm sehingga disperst total D =D, + D, bemilai nol pada

panjang gelombang yang mendekati 1,31 um (Agrawal, 1992). Dispersi pandu
gelombang juga mereduksi dispersi total dari nilai dispersi bahan pada rentang
panjang gelombang 1,3 — 1,6 nm, yang merupakan rentang panjang gelombang

yang sesuai untuk sistem komunikasi optik (Agrawal, 1992).

2.1.3 Indeks Bias Taklinear
Respon bahan dielektrik terhadap gelombang elektromagnetik bersifat

taklinear ketika medan optik yang diterapkan memiliki intensitas yang tinggi. Hal

ini juga berlaku pada serat optik. Polarisasi total P yang terinduksi oleh dipol-
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dipol listrik tidak lagi linear terhadap medan listrik £ , tetapi memenuhi hubungan

yang lebih umum yakni (Agrawal, 2001b)
P=gy(yV-E+x®:EE+ y®:EEE +..) (2.13.1)

Pada serat optik yang terbuat dari kaca silika, suseptibilitas orde dua 3"
bernilai nol, mengingat silika (SiO,) merupakan molekul yang simetri (symmetric
molecule) (Agrawal, 2001b). Suseptibilitas orde dua bernilai tidak nol, untuk
medium-medium yang tidak memiliki simetri inversi (inversion symmetry) pada

tingkat molekular. Dengan demikian, efek taklinear orde terendah pada serat optik
berasal dari suseptibilitas orde tiga y© ) yang memberikan kontribusi taklinear

pada indeks bias bahan silika. Indeks bias bahan silika diasumsikan bergantung
pada intensitas medan optik yang diterapkan dan dapat dituliskan sebagai

(Agrawal, 2001b)

e

dengan n(w) merupakan bagian linear yang diberikan oleh Pers. (2.1.2.1), n.

E ) n(a))+n2|F| (2.13.2)

adalah koefisien indeks bias taklinear (7, =3,2x107" m*/W untuk serat optik

—74
silika), dan ’1:' merupakan intensitas medan optis dalam serat optik. Koefisien

indeks bias taklinear, yang lazim disebut koefisien Kerr terkait dengan

suseptibilitas orde tiga y) melalui persamaan (Agrawal, 2001b)

7 ——Re[x"’ ] (2.13.3)
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2.1.4 Perambatan Pulsa Dalam Serat Optik

Telaah mengenai perambatan pulsa cahaya dalam suatu serat optik
membutuhkan pemahaman mengenai proses pembangkitan cahaya dalam
medium. Menurut teori gelombang elektromagnetik, komponen medan listrik
suatu radiasi elektromagnetik yang dikerahkan pada suatu medium dapat
membangkitkan muatan-muatan terpolarisasi yang dikenal sebagai dipol-dipol
listrik. Dipol-dipol tersebut turut berosilasi pada frekuensi yang sama dengan
radiasi elektromagnetik penginduksinya. Osilasi dipol-dipol medium tersebut akan
membangkitkan radiasi elektromagnetik yang kemudian merambat ke seluruh

ruang dalam medium. Rapat muatan polarisasi p, terkait dengan besaran
polarisasi P (menyatakan momen dipol listrik per satuan volume) melalui
Py = —V e P . Hadirnya rapat muatan polarisasi p, memberikan kontribusi bagi
rapat muatan total p yang terdefinisi menurut p = p, —Ve P, dan melahirkan
definisi bagi pergeseran listrik D dalam bentuk D = g,E + P.

Proses yang sepadan juga terjadi dalam bahan magnetik, yang kemampuan
merambatkan radiasi elektromagnetiknya sangat bergantung pada ketermagnetan

bahan yang direpresentasikan oleh besaran magnetisasi M , yang menyatakan

jumlah momen magnetik per satuan volume. Magnetisasi berkontribusi pada

hadirnya arus magnetisasi dengan rapat arus .J,, sesuai hubungan J,, = VxM .
Kehadiran rapat arus magnetisasi jM dan rapat arus polarisasi dalam bentuk

J,=0P/6t memberikan kontribusi bagi arus total dalam bentuk
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J=J,+J, +0P/ot dan melahirkan definisi bagi medan magnet dalam bentuk

A =(B/uy)-M.

Proses pembangkitan cahaya dalam suatu medium dapat dinyatakan secara
matematis dengan melibatkan keempat persamaan Maxwell. Karena proses
pembangkitan cahaya dalam suatu medium mendasari proses perambatan cahaya
dalam serat optik, maka perambatan cahaya dalam serat optik juga dapat juga
diuraikan menggunakan empat persamaan Maxwell.

Perambatan gelombang elektromagnetik pada suatu medium dengan
vektor medan listrik, medan magnet, pergeseran listrik dan rapat fluks magnet,
yang secara berurutan, dinotasikan sebagat E, H, D dan B, memenuhi empat

persamaan Maxwell berikut (Wangsness, 1986)

VxE=—"—, (2.1.4.1)
ot
6xﬁ=Jf+@9, (2.1.4.2)
ot
VeD=p,, (2.1.4.3)
VeB=0. (2.1.4.4)

dengan rapat arus bebas J s dan rapat muatan bebas p, mewakili sumber arus

dan muatan bebas bagi medan elektromagnetik. Vektor pergeseran listrik dan
kerapatan fluks magnet dihubungkan dengan vektor medan listrik dan medan

magnet melalui hubungan konstitutif berikut

D=g,E+P, (2.14.5)
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B=uH+M, (2.1.4.6)
dengan ¢, adalah permitivitas hstrik ruang hampa, x4, adalah permeabilitas

magnet ruang hampa, P adalah vektor polarisasi dan A{ adalah vektor
magnetisasi. Ketika respon medan listrik dan medan magnet total suatu medium
diketahui, semua fenomena elektromagnetik dapat dijelaskan menggunakan
persamaan Maxwell (2.14.1) - (2.1.4.4) bersama-sama dengan hubungan
konstitutif (2.1.4.5) - (2.1.4.6). Karena medium dielektrik serat optik tidak

memiliki sumber arus dan muatan bebas serta bersifat nirmagnet maka p, =0,

jf =0 dan M =0. Dengan demikian, persamaan (2.1.4.1) - (2.1.4.6) dapat

direduksi menjadi

6@:--65, (2.1.4.7)
ot

- - 8D

VxH=—t, (2.1.4.8)

VeD=0, (2.1.4.9)

VeB=0, (2.1.4.10)

D=g,E+P, (2.1.4.11)

B=p,H . (2.1.4.12)

Dengan melakukan operasi curl pada Pers. (2.1.4.7) dan menggunakan Pers.

(2.1.4.12) diperoleh

6x6xE=—y03(vXH). (2.1.4.13)
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Substitusi Pers. (2.1.4.8) dan Pers. (2.1.4.11) pada Pers. (2.1.4.13) akan

mendapatkan

13’ 8°P

f7x§xE=—

dengan ¢ adalah kecepatan cahaya ruang hampa yang dapat dirumuskan sebagai

¢=1/\/u€, . Dengan menggunakan identitas VxV xE = ?(@oE)—?ZE dan

VeD=g,VeE =0, Pers. (2.1.4.14) dapat dituliskan sebagai

T E e
2o oo

V2E — (2.1.4.15)

Dengan menganggap bahwa respon yang dialami medium taklinear adalah respon
setempat, yang mana polarisasi yang terjadi pada setiap titik dalam medium
tersebut ditentukan oleh medan listrik pada titik tersebut, vektor polarisasi (7, )

dapat dituliskan sebagai
P(F,1))=P,(F,0)+ Py, (F.1) (2.1.4.16)

dengan 15L adalah bagian linear yang terkait dengan medan listrik £ melalui

persamaan (Agrawal, 2001b)
P,(F.1)=e, [2V-0)EF (2.1.4.17)

dan 111 adalah bagian taklinear yang terkait dengan medan listrik /2 melalui

persamaan (Agrawal, 2001b)

EAE

Py F.0)=& [ [ [ 290t = 1,0 =1, )i E(F,1, )EF, 2, )E(F, 1, Jdr,dt,

—00—00—00

(2.1.4.18)
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dengan z(‘) dan 7@ adalah suseptibilitas orde satu dan tiga sedangkan tanda :

menunjukkan bahwa perkalian antara £ dan 7 adalah untuk masing-masing

koordinat waktu. Dengan demikian Pers. (2.1.4.15) menjadi

(2.1.4.19)

Untuk memecahkan Pers. (2.1.4.19), diambil tiga asumsi (Agrawal,

2001b). Pertama, diasumsikan bahwa polarisasi taklinear P,, adalah gangguan

kecil terhadap polarisasi linear 13L . Asumsi ini beralasan karena perubahan
taklinear indeks bias, dalam praktek, lebih kecil daripada 10°. Kedua, medan
optik diasumsikan mempertahankan polarisasinya sepanjang panjang serat. Dan
terakhir, diasumsikan medan optik merupakan medan monokromatik semu, yakni
pulsa spektrum yang terpusat pada @, memiliki lebar spektral Aw sedemikian
hingga Aw/w, <<1 . Dengan menggunakan pendekatan fungsi amplop yang

berubah lambat, medan listrik dapat dituliskan sebagai

[

E = —i[EF,1)exp(-imyt)+c.cl, (2.1.4.20)
dengan x merupakan vektor satuan polarisasi, cc. menyatakan konjugat
kompleks (complex conjugate) suku didepannya dan E(F,r) merupakan fungsi

amplop berubah lambat terhadap waktu. Polarisasi 13L dan P,, juga dapat

dituliskan sebagai

B = %f[PL F.0)expl-iop)+ce], (21421
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P, = %,\?[PNL (F.0)exp(-iwt)+cc],  (2.1.422)

Substitusi Pers. (2.1.4.20) dan Pers. (2.1.4.21) ke dalam Pers. (2.1.4.17) akan

diperoleh bahwa amplitudo bagian linear polarisasi diberikan oleh'

P (F.0)= &, [ 200 = 1)EG, 1 Yexplio, (r— ' )ar

= ;—0 ]c-,?g’(w)E(F o — o, Jexp|- (o - v, ¥ do (2.1.4.23)
Z2 —a

dengan E(F,w) merupakan transformasi Fourier £(F,7) yang didefinisikan

sebagai

E(F,0)= TE(?, 1)explio |t (2.1.4.24)

Dengan cara yang sama, amplitudo bagian nonlinear polarisasi dapat diperoleh

dari Pers. (2.1.4.18) yaitu

P, (F.1)=¢, J-J.f)jm(l—tl,l—tz,t—t})fx E(F, 1) )E(F,1,)EF, 1, )dt,dr,d,

— 20— a0—aC

(2.1.4.25)

Dengan mengasumsikan bahwa respon taklinear pada serat merupakan

respon sesaat (Agrawal, 2001b), Pers. (2.1.4.25) dapat disederhanakan dengan

menggunakan y®(t—1,.1—1,,1—1,)= y®6(t ~1,)5(c —1,)5(c — ¢,) menjadi

Py =&,V ix E(F,0EF, )EF,1). (2.1.4.26)
Asumsi ini tidak akan valid ketika lebar pulsa lebih kecil daripada 10™* s

yang disebabkan oleh kontribusi vibrasi molekul (efek Raman) pada }3(3). Kondisi

! Pembuktian Pers. (2.1.4.23) disajikan pada lampiran A.1.
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tersebut valid untuk lebar pulsa lebih besar daripada 1072 s karena untuk serat

silika, respon Raman terjadi pada skala waktu 60x10™"° s sampai 70x107™" s
(Agrawal, 2001b). Substitusi Pers. (2.1.4.20) dan (2.1.4.22) ke dalam Pers.

(2.1.4.26), akan memperoleh dua suku, yaitu suku yang berosilasi pada o, dan
suku yang berosilasi pada 3m,. Suku yang berosilasi pada 3w, membutuhkan
kecocokan fase (phase matching) dan secara umum diabaikani‘dalam serat optik.

Dengan demikian, P,; dapat dituliskan sebagai’

Py = —go ZoLEF D)EF 1)
~ €46y E(F.1) (2.1.427)
dengan £, =(3/4)y2)|E(F,t)’ . Kehadiran intensitas dalam suku A,

(£ <|E (F,r)" ), menyebabkan Pers. (2.1.4.19) menjadi persamaan taklinear dan
sulit untuk dipecahkan. Karenanya, ¢,, diperlakukan sebagai suatu konstanta

dengan memperlakukan P,, sebagai suatu gangguan. Selanjutnya, untuk

memperoleh persamaan gelombang bagi E(F,t), akan lebih memudahkan jika
bekerja dalam kerangka kerja transformasi Fourier.
Dengan menggunakan Pers. (2.1.423), Pers. (2.1.424) dan Pers.

(2.1.4.27), Pers. (2.1.4.20) - (2.1.4.22) dapat dituliskan sebagai

E= 4-_9 [[EG.0-a,)expl-ion)+cc hio, (2.1.4.28)
73 —x

? Pembuktian Pers. (2.1.4.27) disajikan pada lampiran A 2.
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F=2—e, [[70@)EF 0-0,)expl-ion)+ ccho,  (21.429)

| [EG.0-a,)exp(-iar)+cclio,  (2.1.430)

Dari Pers. (2.1.4.28) diperoleh

VE= f— I[@ ZE(F,a)— w, Jexp(—ior)+ c.c.]da) , (2.1.431)
7 —a
Z ,zE r _Z";_f; 0*[E(F. 0 - o, )expl-ion)+ cco.  (2.1.4.32)

Dengan menurunkan Pers. (2.1.4.29) dua kali terhadap 7, diperoleh

2 n ~ x
aatf Lo-Zg | 0 [70)EF.0 - v, )exp(—iot)+cclo . (21.433)
7[ —aC

Dengan cara yang sama, dari Pers. (2.1.4.30), dapat diperoleh

2 p - a
aap;l - _f_gogu [0?|EG.0-0,)exp(~iar)+ ccliw, (21.434)
t T LA

Substitusi Pers. (2.14.31) - (2.1.4.34) ke dalam Pers. (2.1.4.19) dapat

menunjukkan bahwa £(7,7) memenuhi persamaan Helmholtz’

V2E +kle(w)E =0, (2.1.4.35)
dengan g(w)=1+ 7" (@)+&,, adalah konstanta dielektrik, &, =w/c dan
hubungan &, =1/c* telah digunakan. Indeks bias dan koefisien absorpsi terkait
dengan konstanta dielektrik dan, secara berurutan, dapat dituliskan dalam bentuk

A=n+i)E a=a+a,lEl, (2.1.4.36)

* Pembuktian Pers. (2.1.4.35) disajikan pada lampiran A.3.
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Dengan menggunakan hubungan, (7 +i@/2k, )" = £(@), e(@)=1+7(w)+ ey,

dan &,, =(3/4)7")|E(F,1)" diperoleh

~

~2

At - % +i ﬁk——-—l+x“)(w)+z(3) |E|’
2
] - = o (. Vo «a - 3
(’HE%J +{2nn2 -——2](—5+1(n2 E+nk—:H|E|2 =1+ 7(w)+ ZXSOL[Elz

(2.1.4.37)

Dari Pers. (2.1.4.37), dapat dituliskan®

~ferp0] 7 alo)= " m[z0)] (2.1.4.38)

I, = ——Re[z(” ] u Im[;(m (2.1.4.39)

Persamaan (2.1.4.35) dapat dipecahkan menggunakan metode pemisahan variabel
dengan mengasumsikan suatu solusi berbentuk

E(F.0-w,)=F(x,y)A(z,0 -0, )exp(iB,z) (2.1.4.40)

dengan Z(z,w) merupakan suatu fungsi berubah lambat dari z dan g, adalah

bilangan gelombang. Substitusi solusi ini ke dalam Pers. (2.1.4.35) dan dengan

menyusunnya kembali, diperoleh dua persamaan untuk / (x, y) dan Z(z,a))

yakni®

O'F 8'F 3
= % + f(w)ké—ﬂZ]F=0 (2.1.4.41)

* Pembuktian Pers. (2.1.4.38) dan Pers. (2.1.4.39) disajikan pada lampiran A 4.
5 pembuktian Pers. (2.1.4.41) dan Pers. (2.1.4.42) disajikan pada lampiran A.5.
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04 (= ~
218, =+ (B2-p2)i=0 (2.1.442)

Karena A(z,w) merupakan suatu fungsi berubah lambat dari z maka turunan
kedua terhadap z pada Pers. (2.1.4.42) diabaikan.
Persamaan (2.1.4.41) akan lebih mudah dipecahkan dalam koordinat
silinder. Jadi dengan menggunakan hubungan
F(x,y)= f(p)exp(~im¢)

OE  O'Eeo IR | RN’
) o T e o
" " op° pop p O¢

persamaan (2.1.4.41) dapat dituliskan dalam koordinat silinder sebagai

dzf:+_1_£1[_+[g(w)kg _ﬁz_T;)fzo. (2.1.4.43)
dp~ pdp P

Konstanta dielektrik £{w) dapat didekati sebagai £(w)=(n+An)’ ~n’ +2nAn
pada Pers. (2.1.4.43), dengan An = nziﬁfr +id/2k, merupakan gangguan kecil.
Dengan demikian Pers. (2.1.4.43) dapat dituliskan sebagai®

d’f 1df

2
=L k- B - 2nAnk [f=0.  (21.4.44)
dp® pdp p

Ketika An =0, Pers. (2.1.4.44) tereduksi menjadi fungsi Bessel. Untuk serat
dengan jari-jari teras a yang memiliki indeks bias n=n, tetapi di luar teras
(p>a), bemilai 1 =n,, solusi umum untuk Pers. (2.1.4.44) di dalam teras dapat
dituliskan sebagai

flo)=CJ (kp)+C,N, (xp), (2.1.4.45)

¢ Pembuktian Pers. (2.1.4.44) disajikan pada lampiran A.6.
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dengan J, adalah fungsi Bessel, N, adalah fungsi Neumann, dan

12

x=(n2k2 - 5%)". (2.1.4.46)
Konstanta C, dan C, dapat ditentukan menggunakan syarat batas yang tepat. N
memiliki singulanitas pada p =0 dan karenanya, untuk suatu solusi fisis, diambil
C, =0. Dengan demikian, untuk p <a, F (p,¢)=Jm(xp)exp(— im¢) dan pada
daerah selubung (p > a), solusi F(p,¢)= K, (yo)exp(-img) dengan K, adalah
fungsi Bessel termodifikasi dan 7 = (52 —n2k2) .
Sekarang akan dimasukkan efek An pada Pers. (2.1.4.44). Dalam teori
gangguan orde satu, An tidak mempengaruhi F(p,¢) . Nilai eigen ﬁ dapat

dituliskan menjadi

B =Blo)+a8, (2.1.4.47)
dengan’
k ; f
AB = oJf 7 An‘r(p’f)' dpd¢. (2.1.4.48)
[[olF(p.8) dpdg

Persamaan ini melengkapi solusi formal Pers. (2.1.4.41) menjadi orde satu dalam
gangguan 13‘\1‘ Selanjutnya, untuk melengkapi perhitungan medan listrik E(F,t),
Pers. (2.1.4.42) perlu dipecahkan untuk amplop pulsa berubah lambat. Dengan

menggunakan Pers. (2.1.4.47) dan pendekatan bagi E ? — B? pada Pers. (2.1.4.42),

yakni 24, (,5 -5, ) Pers. (2.1.4.42) dapat dituliskan sebagai

7 Pembuktian Pers. (2.1.4.48) disajikan pada lampiran A.7.
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Z_A —i[(w)+AB- B, )A. (2.1.449)

Persamaan int menunjukkan bahwa sebagaimana pulsa merambat sepanjang serat,
setiap komponen spektral dalam amplop pulsa memperoleh pergeseran fase yang
besammya bergantung baik pada frekuensi maupun intensitas. Ekspansi ,B(a))

dalam suatu deret Fourier di sekitar frekuensi pembawa (carrier) o, dapat

dituliskan sebagai

B0)= b, +(0-0,)5, + > (0-0, ) 4, (2.1.4:50)
dengan
B, = (dmﬁ J (m=12,.). (2.1.4.51)
do” .

Suku kubik dan orde yang lebih tinggi pada ekspansi Pers. (2.1.4.50) diabaikan

Jika lebar spektral Aw << @,. Dengan melakukan substitusi Pers. (2.1.4.50) ke

dalam Pers. (2.1.4.49) dan melakukan transformasi Fourier balik menggunakan

i
Alz,1)= o J'A(z,a)—e)o Jexp[-i(w - w, Yo, (2.1.4.52)

persamaan (2.1.4.49) dapat dituliskan sebagai®

84 o ¥ ™
& oW b +iABA. 2.1.4.53
Nk Tk Ty ol ( )

Suku Ap meliputi efek rugi serat dan ketaklinearan. Dengan menggunakan

An=n, E[2+i&/2ko pada Pers. (2.1.4.48) dan mengingat bahwa koefisien

¥ Pembuktian Pers. (2.1.4.53) disajikan pada lampiran A 8.
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absorpsi dua foton, yakni a,, bemilai kecil bagi serat optik, substitusi untuk AS
pada Pers. (2.1.4.53) memperoleh9

A I,BZ 0’4 « 2
+—A=iylAl" 4, 2.1.4.54
ﬂ‘ az 2 o 2 74 ( )

dengan parameter ketaklinearan y didefinisikan sebagai

(2.1.4.55)

Parameter A, dikenal sebagai luas teras (core) efektif yang didefinisikan sebagai

L 1ol Go.py apte]
T [[orlog) dpds

(2.1.4.56)

Parameter 4, bergantung pada parameter serat seperti jari-jari teras dan

perbedaan indeks bias teras-selubung dan penaksirannya membutuhkan
penggunaan fungst F (p¢) . Dengan menggunakan suatu transformasi,

t' =t f3,z, kedalam Pers. (2.1.4.54) akan diperoleh'

. 2
b LR il
o7k ot 2

A=iyl4’4. (2.1.4.57)
Persamaan (2.1.4.57) menggambarkan perambatan pulsa optik pikosekon pada
serat optik moda tunggal. Persamaan tersebut dikenal sebagai persamaan
Schrodinger taklinear yang meliputi efek rugi serat melalui faktor o, dispersi
kecepatan gugus melalui S, dan ketaklinearan serat melalui y .

Persamaan Schrodinger taklinear, yakni Pers. (2.1.4.57), dapat

dinormalisasi menggunakan transformasi (Agrawal, 2001a)

® Pembuktian Pers. (2.1.4.54) disajikan pada lampiran A 9.
!9 Pembuktian Pers. (2.1.4.57) disajikan pada lampiran A.10.
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r=" §=Li, g=, A, (2.1.4.58)

dengan 7, adalah lebar pulsa dan L, =7;/|3,| adalah panjang dispersi.

Persamaan Schrodinger taklinear yang telah dinormalisasi berbentuk''
. A2
i@—ié—q-f-‘q[zq:—i—g—q (2.1.4.59)
T

dengan I =L, menyatakan rugi serat pada panjang dispersi dan s dapat
bernilai +1 atau —1 bergantung pada apakah S, positif (dispersi normal) atau
negatif (dispersi anomali).

Untuk serat optik tanpa rugi (I’ =0 ) dengan dispersi anomali (nilai

s =—1), Pers. (2.1.4.59) dapat dituliskan ke dalam bentuk

dq 10% 2
i—+——+ =0 2.1.4.60
AT 9] q ( )
Persamaan (2.1.4.60) memiliki solusi berupa soliton fundamental yang berbentuk

(Agrawal, 2001b)"

q(£,7) = sech(r)exp(i&/2) (2.1.4.61)

2.2 Ketakstabilan Medulasi

Fenomena ketakstabilan modulasi ditemukan oleh M.J. Lighthill pada
tahun 1965. Ketakstabilan modulasi terjadi ketika suatu gelombang kontinu
(gelombang pembawa) berada pada suatu. sistem yang bersifat taklinear dan

dispersif. Secara fisis, proses terjadinya ketakstabilan modulasi dapat diuraikan

' pembuktian Pers. (2.1.4.59) disajikan pada lampiran A. 1 1.
12 pembuktian Pers. (2.1.4.61) disajikan pada lampiran A.12.
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dengan meninjau pengaruh yang ditimbulkan oleh penerapan gangguan lemah
(weak perturbation) pada amplitudo gelombang kontinu. Gangguan lemah
menyebabkan modulasi kecil pada amplitudo maupun fasa gelombang kontinu.
Hasil dari proses modulasi tersebut, amplitudo termodulasi tumbuh secara
eksponensial yang disertai penurunan secara ekponensial amplitudo gelombang
kontinu.

Sistem yang bersifat taklinear dan dispersif tersebut dapat ditemukan pada
serat optik yang memiliki sifat ketaklinearan kubik dan dispersi kecepatan gugus
negatif (dispersi anomali). Pada serat optik tersebut, gelombang kontinu dengan
amplitudo konstan yang terpandu di daerah teras akan mengalami peningkatan
amplitudo termodulasi sebagai hasil dari ketakstabilan modulasi. Sifat
ketaklinearan kubik dan sifat dispersi anomali yang dimiliki oleh serat optik
termaktub dalam persamaan Schrodinger taklinear, karena itu fenomena
ketakstabilan moduiasi lazim dianalisis secara matematis melalui penyelesaian
persamaan Schrodinger taklinear.

Persamaan Schrodinger taklinear ternormalisasi untuk sistem dengan

dispersi anomali (nilai s = —1) adalah dalam bentuk

8q 10 2 I
I__.+_—_+ = —] — 2.21
) Gl iq, ¥ 12q ( )

Untuk serat optik tanpa rugi (/ossless) (I'=0), Pers. (2.2.1), memiliki solusi

gelombang kontinu dalam bentuk
q=p, exp(ikf —ia)r) (2.2.2)

dengan relasi dispersi
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pl=1o’ +k (2.2.3)
Mengacu pada bentuk solusi gelombang kontinu yang diberikan oleh Pers.
(2.2.2), solusi umum Pers. (2.2.1) dituliskan sebagai
g = pexplio) (2.2.4)
Substitusi Pers. (2.2.4) ke dalam Pers. (2.2.1) akan menyebabkan Pers. (2.2.1)
pecah menjadi bagian imajiner dan bagian real. Suku-suku bagian imajiner
- berbentuk |

- - 2
2—a~'?-+2%£+pa f
e R . Or @7 or

+I'p=0, (2.2.5)
sedangkan suku-suku bagian realnya adalah'
, 96 1 3°p 1({dc)
pl-mF—— = =08 (2.2.6)
O../

Dalam kerangka kerja analisis kestabilan linear, dimisalkan suatu modulasi
kecil terhadap amplitudo p dan fasa o dengan frekuensi pita sisi Q sebagai

fungsi coba (trial function) bagi Pers. (2.2.5) dan Pers. (2.2.6), sedemikian hingga

p = po(&)+[p (£)exp(-iQ7)+cc] (22.7)
dan

o =0,(2.7)+[0,(&)exp(- Q)+ cc] (2.2.8)
dengan

o,(&.7)=ki-wr. (2.2.9)

1 Pembuktian Pers. (2.2.5) dan Pers. (2.2.6) disajikan pada lampiran B. 1.
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Suku pertama dan kedua Pers. (2.2.7) masing-masing merupakan suku amplitudo
awal dan modulasi amplitudo. Suku pertama dan kedua Pers. (2.2.8) masing-
masing merupakan suku fasa awal dan modulasi fasa

Jika Pers. (2.2.7), Pers. (2.2.8) dan Pers. (2.2.9) disubstitusikan ke dalam Pers.

(2.2.5) dan Pers. (2.2.6) maka untuk suku orde ke nol, akan diperoleh'

o@y ™
8& P ( )
pl=k+ia’. (2.2.11)

dan untuk suku orde ke satu, akan diperoleh persamaan untuk amplitudo dan fasa

pita sisi yaitu'’

E;—/;'—-ponal +Ip, +2iQpw =0 (2.2.12)
dan
2
ARG # Ry o Mo (22.13)
G gl O

Persamaan (2.2.10) dapat dipecahkan untuk syarat awal p, (0)= P, yang
memberikan

pol€)= pyexp(-T¢/2) (2.2.14)
Persamaan (2.2.14) secara sederhana menunjukkan bahwa amplitudo gelombang
kontinu berkurang secara eksponensial dengan laju I'/2 sebagai hasil
ketakstabilan modulasi. Untuk p, (&)= P, Pers. (2.2.11) menjadi Pers. (2.2.3)

yang merupakan relasi dispersi gelombang kontinu.

" pembuktian Pers. (2.2.10) dan Pers. (2.2.11) disajikan pada lampiran B.2.
' Pembuktian Pers. (2.2.12) dan Pers. (2.2.13) disajikan pada lampiran B.3.
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Untuk menggambarkan ketakstabilan, rugi serat I' diabaikan (Hasegawa

& Kodama, 1995) dan p,(£) dan o,(£) dituliskan sebagai
2,(&)=[p, expliQ&)+cc] dan o,(¢)=]o, exp(iQ&)+ c.c.] . Kemudian, untuk
po(f)z P, Pers. (2.2.12) dan Pers. (2.2.13) memberikan relasi dispersi untuk
bilangan gelombang O dan frekuensi Q yang dapat dituliskan sebagai'®
©+wQ) =Q*(1Q% = p2). (2.2.15)
Dari Pers. (2.2.15) diperoleh kriteria ketakstabilan modulasi adalah Q* <4p7 .
Pada kasus Q’ <4p;, O bemilai imajiner sehingga menyebabkan terjadinya

pertumbuhan eksponensial amplitudo gangguan lemah.

2.3  Pendekatan Variasional Bergantung Waktu

Prinsip variasional telah digunakan dalam mekanika untuk menyelesaikan
permasalahan yang terkait dengan gerak partikel tunggal. Prinsip variasional
dalam mekanika lebih dikenal sebagai prinsip Hamilton yang menyatakan bahwa

gerak sistem dari waktu r, ke waktu 7, adalah sedemikian hingga integral garis
§={Ldr, 2.3.1)

dengan L =T -V, memiliki suatu nilai stasioner terhadap lintasan gerak yang

sebenarnya (Goldstein, 1980).

'* Pembuktian Pers. (2.2.15) disajikan pada lampiran B.4.
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Prinsip Hamilton dapat dirangkum dengan menyatakan bahwa gerak
sistem adalah sedemikian hingga variasi integral garis S untuk waktu ¢, dan 7,

tertentu bernilai nol. Secara matematis, pernyataan int dapat dituliskan sebagai
& = 5]£Ldt =0. (2.3.2)

Dalam optika, prinsip variasional lebih dikenal sebagai prinsip Fermat
yang menyatakan bahWa sinar cahaya yang bergerak dari satu titik ke titik lain
akan menempuh lintasan sedemikian rupa sehingga waktu tempuhnya bernilai
minimum. Prinsip ini menguraikan sifat alami dari perambatan cahaya sehingga
dapat diterapkan untuk menyelesaikan permasalahan yang terkait dengan
perambatan pulsa dalam serat optik.

Pada subbab 2.1.4 telah dijelaskan bahwa perambatan pulsa optik
pikosekon dalam serat optik moda tunggal dapat dinyatakan oleh persamaan
Schrodinger Taklinear. Dengan demikian, prinsip variasional dapat diterapkan
untuk menganalisis persamaan Schrodinger taklinear. Penerapan prinsip
variasional dalam menganalisis persamaan Schrodinger taklinear terkait dengan
formulasi Lagrangan untuk sistem kontinu.

Pada sistem kontinu, prinsip Hamilton dapat diperluas menjadi

&lp,|=6] 2(0,.0,,.x,)x, =0 (233)

0
dengan ¢, =g, (x,) merupakan koordinat umum, @, = a(f" , _?(¢) p,q)p,u,x“)

v

merupakan densitas Lagrangan, x, merupakan koordinat ruang-waktu dan

p,0=012_i+1.
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Densitas Lagrangan (p,.9,,,x,) terkait dengan Lagrangan Ll,.0,..x,)
melalui persamaan
Uy 0p0%,)= [ L1005, i, (234)
dengan x, merupakan koordinat ruang.
Variasi S|g, |, yakni &8|p, |, didefinisikan sebagai

&lo,| =aslp, +60,]|-a5lp, |

= [0, +50,.0,0+ 50, % W5, = [ Z0,.0,,.x, ), (235)
dengan 5p, merupakan variasi ¢, dan Sp,, merupakan variasi @, .

Tiga suku  pertama wuraian Taylor dari  densitas  Lagrangan

.§”'(¢ , +09,,0,,+ 5¢p_u,xu) dapat dituliskan sebagai

o0& 0~
op, + ——0¢ -
op op

» P

Zlo,+60,.0,,+50,,.%,) =Z(0,.0,.,.%,)+

=Zlp,.0,..x,)+5Z0,.0,,.x,) (2.36)

dengan 5_?(¢) P p_v,xv) didefinisikan sebagai variasi densitas Lagrangan

—?(q)p’¢p,u’xu)'

Substitusi Pers. (2.3.6) ke dalam Pers. (2.3.5) akan memberikan

&= |2 50, +2Z sp,, 2.3.7)
640,, 90,

Karena d¢p,, = —ai—(&o b ) maka integrasi secara parsial Pers. (2.3.7) memberikan

v

&= [%?5% "axi( gf )5% }dx +[§¢—g}f axi,(&”ﬂ Jix, (238)

P v p U pv
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Integral suku kedua Pers. (2.3.8) dapat diselesaikan dengan menggunakan teorema

divergensi yang memberikan
a Y
J.A a(awﬂ prv N J.o‘-A (5¢p ) nud‘5 (239)

dengan A merupakan daerah ruang-waktu, OA merupakan batas daerah, dS

merupakan elemen luas daerah dan », merupakan besar vektor normal yang tegak

lurus elemen luas dS . Pada batas daerah 0A 57’#‘3,\ bernilai nol, sehingga

(S:IF-?_ 0 (af]](@p)dxv (23.10)

op, 0Ox,\d¢,,

Dengan menggunakan Pers. (2.3.10), Pers. (2.3.3) dapat dituliskan sebagai

I{a—z—ﬁ( o4 H(&Dp)dtu =0 (2.3.11)

op p ox, a(pm

Karena é¢, bernilai sembarang, maka syarat agar Pers. (2.3.11) dapat terpenuhi

adalah

_CRRC ] " 23.12)
x, \09,,) Op,

Pers. (2.3.12) dikenal sebagai persamaan gerak Lagrange untuk sistem kontinu.

Untuk koordinat umum ¢, yang hanya bergantung pada &, Lagrangan L dapat

dinyatakan sebagai L = .[_? (0 (&) p.’,,t)dr. Kemudian dengan mengambil x,

sebagai & dan 7, Pers. (2.3.12) dapat direduksi menjadi

d| oL oL
— L 485 (2.3.13)
df(aq)p_:: J a{"’/’
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BAB 111

METODE PENELITIAN

3.1 Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini dilakukan di Jurusan Fisika FMIPA Universitas Airlangga
Surabaya dan Jurusan Fisika FMIPA Institut Teknologi Sepuluh November

Surabaya selama kurang lebih 6 bulan.

3.2  Prosedur Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian teoritis yang dilakukan melalui
penelaahan berbagai literatur berupa jumnal-jurnal ilmiah dan buku-buku teks
(textbook). Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode matematis
yang dikenal sebagai pendekatan variasional bergantung waktu. Urutan kerja dan

penelitian ini dapat dilihat pada diagram alir seperti gambar 3.2.1.

38
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i Penentuan Permasalahan :
l (Knteria Ketakstabilan Modulasi Pada |
| Serat Optik) ?

L

4

i Studi Pustaka i
- (Berupa Jurnal-Jurnal llmiah dan Buku- -
i Buku Teks)

[

Y
Analisis Ketakstabilan Modulasi
i Pada Serat Optik Melalui Dua Metode -

—

4 A 4

' ‘ ; Metode I :
i Metode I : . N B
| Analisis Kestabilan Linear | Fendcketan Variesionl
| (Hasil Telah Dimuat Dalam " (Metod 6;33“ .% 2
| Beberapa Pustaka) (Metode Yang Dilakukan Dalam
1 v Penelitian)
L& Perbandingan Hasil «— Pemeriksaan
i, B Kesalahan |
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P \ Tidak Aode
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)
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Gambar 3.2.1 Diagram Alir Penelitian
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini disajikan penerapan metode pendekatan varasional
bergantung waktu, yakni formulasi Lagrangan bagi sistem kontinu, dalam
menurunkan kriteria ketakstabilan modulasi pada serat optik. Hasil kriteria
ketakstabilan modulasi yang diperoleh dengan menggunakan metode ini akan
dibandingkan dengan hasil yang diperoleh menggunakan analisis kestabilan

linear.

4.1 Lagrangan Untuk Persamaan Schriodinger Taklinear

Untuk menurunkan kriteria ketakstabilan modulasi menggunakan
pendekatan vanasional perlu ditentukan terlebih dahulu Lagrangan bagi
persamaan Schrodinger taklinear.

Untuk serat optik tanpa rugi serat atau rugi serat diabaikan, =0 ,

persamaan Schrodinger taklinear, yaitu Pers. (2.2.1), dapat dituliskan sebagai

2
Gl Gl

+lg[*g =0 (4.1.1)

Konjugat kompleks dan Pers. (4.1.1) dapat dituliskan ke dalam bentuk

3 2 =
gl |1 dag
o& 2 or?

2 .

+lgl’g” =0. (4.12)

Integrasi kedua ruas Pers. (4.1.1) terhadap dg” akan memberikan

(5t s (S o =

40
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+|q*q’dq" =0
(Bé)d ( )dq Jaada
.0q 1 ,0°q 1 51 .y
—_t — _— 4 =O
5 o )
. q 1,
= T S =0 413
iq" 3¢ il 2lql (4.13)

Dengan cara yang sama, integrasi kedua ruas Pers. (4.1.2) terhadap dg
akan memberikan

) 1 &%¢*
_,qi ~ g A

1
TR +§Iq|4=0 (4.1.4)

Penjumlahan Pers. (4.1.3) dan Pers. (4.1.4) memberikan

%_ aq' L ._8_2_61 62(]' 4 _
{q T qagil 2[(} 61’2+q : }+lq| 0 (4.15)

Dengan mengingat

2

. azq a * aq aq
i Gl g | 4.16a
e (q 61) L jda’oy
o giegllon (B 0T} aq
=— 4.1.6b
3 or? ar[q 61’] ar| ( )

Pers. (4.1.5) dapat dituliskan ke dalam bentuk

el frny
& o& 2{ Ot or) or\ or or

Integrasi kedua ruas Pers. (4.1.7) terhadap d7 dengan menerapkan syarat batas

J-!—lqr =0 (4.1.7)

bahwa untuk 7 — o0 maka g — 0, ¢* — 0, /87 — 0 dan dq" /o7 — 0, akan

memberikan
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dr + j‘[q|4dr =0 (4.1.8)

=[ . og &g 215!’
o S-a% e 2
e Tl e

Pembagian kedua ruas Pers. (4.1.8) dengan dua akan memberikan

il .og og" ) 1, s aqz
ifge0a_,00 ) e |99 |1y _ o 4.19)
ﬂz(q Y qag) 2["" ar :

Integrasi kedua ruas Pers. (4.1.9) terhadap d¢ akan memberikan

G . aq aq‘ 1 4 aq2 .
H42a)odfi o Jpemo waro

Variasi terhadap Pers. (4.1.10) dapat dituliskan ke dalam bentuk

JIECGRESE O

Persamaan (4.1.11) bersesuaian dengan prinsip Hamilton untuk sistem kontinu,

dengan

ﬂdgdr o (e )

yakni Pers. (2.3.3). Dengan demikian densitas Lagrangan & Pers. (4.1.1) dapat

dinyatakan dalam bentuk (Agrawal, 2001a)

i .0q éq” 1 4
o TP TR ) e
, z(q > qa§]+2(lq|

Dengan mengambil x, sebagai & dan 7 dan ¢, sebagai q°, Pers.

%2
;- J (4.1.12)

(2.3.12) dapat dituliskan ke dalam bentuk

2[22). 2(22])-22 - @i
oL\ 8q: ) ot\ dq; aq
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Persamaan (4.1.13) merupakan persamaan gerak Lagrange bagi Pers. (4.1.1)". |
Dengan menggunakan Pers. (2.3.4) dan Pers. (4.1.12), Lagrangan

persamaan Schrodinger taklinear dapat dituliskan sebagai

L= ﬂ%(q‘qé ~qa3)+ >l -

q.

2)]41 (4.1.14)

dengan g, =0q/0¢ , q; =0q"[0¢ , q,=3q/0r , q. =0q" /37 dan tanda ()

menyatakan konjugat kompleks.

4.2  Penurunan Kriteria Ketakstabilan Modulasi

Mengacu pada bentuk solusi gelombang kontinu persamaan Schrodinger
taklinear yang dibenkan oleh Pers. (2.2.2) maka fungsi coba g yang memuat suku
modulasi kecil amplitudo dan fasa dapat dituliskan sebagai

g =lp, + al§)expli(g, (¢)+ Q7)]+ al¢)expli(g, (¢) - Qe )lexpli(ks - 7).
(4.2.1)

Mengingat bahwa solusi gelombang kontinu dan fungsi coba ¢ yang
masing-masing diberikan oleh Pers. (2.2.2) dan Pers. (4.2.1) merupakan fungsi
dengan periode 27 , maka integrasi setiap suku Pers. (4.1.14) dapat dilakukan
dengan mengambil batas integral 0<r7 <2z sehingga nilai ® dan Q
terkuantisasi pada setiap nilai @,Q=0,+1+2 .. (Rapti et.al., 2004). Substitusi

Pers. (4.2.1) ke dalam Pers. (4.1.14) akan memberikan®

! Bukti bahwa Pers. (4.1.13) merupakan persamaan gerak Lagrange bagi Pers. (4.1.1) disajikan
?ada lampiran C.1
Pembuktian Pers. (4.2.2) disajikan pada lampiran C.2.
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= 7;[_ 2a’ t—é—(@ +4,)+2a%(2p ~Q?)- pi +6a* +4p2a* cos(4, +¢b)J

(4.2.2)
Dengan menggunakan Pers. (2.3.13), persamaan gerak Lagrange untuk Pers.

(4.2.2) didapatkan dalam bentuk

a] B e . s,
E[a(daﬁdé)J aa §(¢ +6,)= (20} - 0%+ 60 + 2} coslp, +4,)

(4.2.3)
P & o 0 O
dg = T~ 424
dé| oldg, df)| o9, e o sin(g, +¢,) (42.4)
d I oL ] ol da e
e B @ 425
dz| 3(dg, d2)|” op,  de poasin(g, +4,) (4.2.5)

Mengingat bahwa a merupakan modulasi kecil terhadap solusi gelombang
kontinu maka suku O(az) dapat diabaikan (Rapti et.al., 2004). Dengan demikian,

dari Pers. (4.2.3) - (4.2.5) dapat diperoleh

g‘% = plasin(p) (4.2.6)
% = (2p2 — Q%)+ 22 cos(p) (4.2.7)

dengan ¢ =@, + 4, . Persamaan (4.2.7) memiliki solusi’

(42.8)

* Bukti bahwa Pers. (4.2.8) merupakan solusi Pers. (4.2.7) disajikan pada lampiran C 3.
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Terdapat dua kasus untuk solusi Pers. (4.2.6). Untuk kasus 4p —Q? <0,

dengan solusi dalam bentuk

2 PRA%Y
a(g)~ 1-2”;’ smz{ 2 i, g] (4.2.9)

dan kasus 4p2 — Q? > 0 dengan solusi*

a(£)~ 1+4§§ismh2(“(4p" —o'p g} (4.2.10)

2

Grafik yang bersesuaian dengan Pers. (4.2.9) dengan nilai Q tetap, yakni
Q=2 dan variasi nilai 4p;/Q" , yakni 0,2, 0,4 dan 0,8, masing-masing

ditunjukkan pada gambar 4.2.1(a), gambar 4.2.1(b) dan gambar 4.2.1(c).

0.96

0.96

/ \ 09
a 0941 a

\ 0.851
0.921 \
0.9 b/ e
0.85°Ressn/c 2 1 T SRl & D5 3 TS 5 0.757 1 2 3 4 5
Xi Xi
Gambar 4.2.1(a) Gambar 4.2.1(b)

* Bukti bahwa Pers. (4.2.9) dan Pers. (4.2.10) merupakan solusi bagi Pers. (4.2.6) disajikan pada
lampiran C 4.
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091
0.8
0.7
0.6
0.51

0.4

03g 2 i 3 8 10

Gambar 4.2.1(¢)

Gambar 4 2.1 (a) Grafik a—¢& untuk 4p7 /Q =0,2 . (b) Grafik a—¢& untuk
4p /Q* =04 . (c) Grafik a~ & untuk 4p2 /Q> =08.
Grafik yang bersesuaian dengan Pers. (4.2.10) dengan nilai € tetap, yakni
Q =2, dan variasi nilai 4p;/Q? , yakni 1,2, 2 dan 5, masing-masing ditunjukkan

pada gambar 4.2.2(a), gambar 4.2.2(b) dan gambar 4.2 2(c).

350407 350407
3e+07 1 36407
250407 ] 2564074
2e+07 1 2e+07 1

a a
1.5e+07 1 1.5e+407 4
104071 16407
50406 50406
077X 8 10 12 124 16 18 20 0 2 4 6 8 10
X Xi
Gambar 4 2 .2(a) Gambar 4.2.2(b)
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35e+07
3e+07

2.5e+07
2e+074

1.5e+07
1e+07

5e+06 1

Gambar 4.2 2(c)

Gambar 4.2.2 (a) Grafik @ —¢& untuk 4p¢ /Q? =1,2. (b) Grafik a—¢ untuk
4p2 [Q* =2 (c) Grafik a—¢& untuk 4p; [Q7 =5.
Pada gambar 4.2.2(a), gambar 4.2.2(b) dan gambar 4.2.2(c) terlihat bahwa
a(#) mengalami pertumbuhan secara eksponensial untuk 4pf/Q%=12 ,
4p2/Q° =2 dan 4p;/Q° =5 sehingga diperoleh bahwa 4p; —Q° >0 atau
Q7 <4p} merupakan kriteria ketakstabilan modulasi yang diinginkan. Hal ini

berlaku sekalipun nilai  bervariasi sebagaimana yang ditunjukkan pada
lampiran D untuk nilai (3 =4 dan Q2 =8. Dengan demikian, terbukti bahwa hasil
kriteria ketakstabilan modulasi yang diperoleh menggunakan pendekatan
variasional bergantung waktu ternyata tepat sama dengan hasil yang diperoleh

melalui analisis kestabilan linear yang telah dibahas pada subbab 2.2.
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BAB YV

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan

5.1.1 Persamaan Helmholtz yang mendeskripsikan perambatan pulsa cahaya
dalam serat optik moda tunggal tanpa rugi yang memiliki ketaklinearan
kubik dan dispersi kecepatan gugus negatif (dispersi anomali) mematuhi
bentuk persamaan Schrédinger taklinear.

5.1.2 Kiriteria ketakstabilan modulasi yang diperoleh menggunakan pendekatan
variasional bergantung waktu dengan mensubstitusikan fungsi coba yang
memuat suku modulasi kecil amplitudo dan fasa ke dalam fungsi
Lagrangan persamaan Schrodinger taklinear, didapatkan sesuai bahkan
tepat sama dengan kriteria ketakstabilan modulasi yang diperoleh melalui
analisis kestabilan linear.

5.1.3 Kebergantungan nilai frekuensi pita sisi 2 yang diperlukan untuk proses
modulasi informasi ke dalam gelombang pembawa didapatkan sangat

bergantung pada amplitudo gelombang pembawa p, melalui hubungan
Q? >4p; dan O° <4p;. Frekuensi pita sisi yang memenuhi Q7 > 4]
menghasilkan modulasi stabil, sebaliknya yang memenuhi Q® <4p]

menyebabkan peningkatan amplitudo gelombang pembawa termodulasi

48
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5.2  Saran

5.2.1 Fenomena ketakstabilan modulasi pada serat optik telah dimanfaatkan
untuk membangkitkan pulsa soliton (Hasegawa, 1992). Dengan demikian,
hasil kriteria ketakstabilan modulasi yang diperoleh pada penelitian ini
perlu ditindaklanjuti hingga memperoleh suatu analisis teoritis mengenai
keterkaitan antara kriteria ketakstabilan modulasi dengan formasi soliton.

5.2.2 Selain pada serat optik, fenomena ketakstabilan modulasi telah dikenal dan
dipelajan pada berbagai sistem fisis, misalnya kondensasi Bose-Einstein.
Dengan demikian, penting untuk menganalisis kriteria ketakstabilan
modulasi pada kondensasi Bose-Einstein dengan menerapkan metode
pendekatan variasional bergantung waktu. Hal ini dimungkinkan karena
persamaan fungsi gelombang kondensat, yakni persamaan Gross-
Pitaevskii, juga merupakan persamaan Schrodinger taklinear (Castin,

2001).
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LAMPIRAN A

Pembuktian Rumus-Rumus Subbab 2.1.4

A.1 Pembuktian Pers. (2.1.4.23), yakni
P, F0)= £ [0 G0~ 0, )exl-flo- o, Yo
T -

Bukti :
Substitusi Pers. (2.1.4.20), yakni

e %i[E(F, fexplcimyt)+cc)
dan Pers. (2.1.4.21), yakni

P, =3P, (F.0)exp(- i)+ ce]
ke dalam Pers. (2.1.4.17), yakni

B (F.1)=¢, I,(“’(t — " )E(F, 1)’

akan memberikan

%i[PL (7, 1)exp(—iwyt)+ccl=
%.{-go [ 20 = YEG.1exp(~ i) + c.cJar
P, (F,I)exp(— ialol) =g, jzg)(t -t')E(F,t')exp(— ia)ot')dt'

P (F.1)= 5J 29 =)EF ¢ )explio,(t —¢)dr (A1)
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Dengan mengingat bahwa
I 7W(w)exp(-ian)do
o (B )— ]Efg)(w)exp[— io(t —1")dw (A12)
maka Pers. (A.1.1) dapat dituliskan sebagai
P, (7, t)— 2 jI 7W(@)expl-ialt 1) EF, 1" explio,(t — ')t do
7-[ J‘;'“’ (@)E(7,1")expli{w — o, ¥'|exp[- (@ - 0, ¥ |dt'dw
P, (7, t)— — j w)IE(r t )exp[z(w a)(,) ]dt exp[—z(a) @, )t]da)
(A.13)
Dengan mengingat bahwa
E(F.0)= ]’E(?,t)exp(iwzyz (2.1.424)
E(.0)= [EG.0)explion'Yar
E(F.0- @,)= '[E(r t )exp[z(a) w, X' ]dt (A.1.4)

maka Pers. (A.1.3) dapat dituliskan sebagai

(F,1)==% I,(“’ (@)E(F, 0 - @, Jexp|- il — @, ¥ do n

A2 Pembuktian Pers. (2.1.4.27), yakni

Py = 5053~1E(th)
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dengan

. =2 ZLEG.)
Bukti :

Substitusi Pers. (2.1.4.20), yakni

E= Jz—i[E(?,t)exp(— ioyt)+c.c)
dan Pers. (2.1.4.22), yakni

P, = %,{f[P_\.L (7, 1)exp(— iyt )+c.c]
ke dalam Pers. (2.1.4.26), yakni

Py =&, x E(F,O)EFOEF 1)

akan memberikan

—12—32[}’_\1 (F,0)exp(=imyt)+cc] =g, 8. E%)E[E(F, exp(-im,t)
+ E*(F, t)exp(iwot)]%i[E (7.0)exp(-im,t)

+E°(F, I)GXp(iwot)]% FEF, )exp(-iw,t)
+E ‘(F,t)exp(iwot)]
=202 1 AlE G expl(- 2101

+2lEF, 1) + E7(F, t)exp(2ia)0t)l

[E(F,I)exp(— iwgt)+ E°(F, t)exp(ia)ot)]
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Ex[PNL (F,1)exp(—imyt)+ c.c]= g, 7% ; i[E’(F,t)exp(—3ia)ot)

+EF, o) E(F,t)exp(-iwyt)
+2E(7, 1) E(F,1)exp(-iw,t)
+2E(7, 1) E* (7, 1)explioyt)
f]E(F,tYE‘(?,:)exp(iwot)
E”(F.1)exp(Gim,t)|
=g, 7 —i[E:’(F,t)exp(—?:ia)ot)
+3EG1) EF)expl-imyt)+cc)
P, (7.1)exp(- 'wof)‘zfo 78 [E3(F,t)exp(—3ia)ot)
+3|E(7, 1) E(F,1)exp(- iwor)] (A2.1)

Suku yang berosilasi pada frekuensi 3w, diabaikan sehingga Pers. (A.2.1)

dapat dituliskan sebagai
P (F.1)= —go 2L EF 1) E(F.0)

P, (F.0)= 808__\7_E(;,1) =
dengan
2O EF )
A.3 Pembuktian Pers. (2.1.4.35), yakni

ViE +k g(a)) =0
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dengan
g@)=1+ 7 (@) + ey
Bukti :

Dari Pers. (2.1.4.28), yakni
E= A ][E(F w — w, Jexp(—ior)+ ac.}z'a)
4r -, .

didapat

G_EZ = E ]E[— iwg(?, o — o, )exp(- iot)+ c.c.]da)

2 el T
aa’f =—i jwz[E(F,w—wo)exp(—iwr)+ c.c.]da)

-

§ZE= A ﬂ 2E(r w-o,) exp(—-m)t)+cc]da)

Dari Pers. (2.1.4.29), yakni

x

H H) a))E(r - a)o)exp(—za)t)+cc}ia)

—or

didapat

oF, _ & %
-a_’L:Z;g _J;[ o7 @)EF. 0 - a)o)exp(—za)t)+cc]da)
o°H
or’

=— —'— —& IC) [7‘”((0)5(?, @ - @, )exp(—ion)+ c.c.]da)
Dari Pers. (2.1.4.30), yakni
X

P, = E EpE s .[ [E (F.0-w, Jexp(—iawr)+ c.c.}iw

-
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(2.1.4.32)

(2.1.431)

(2.1.4.33)
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(2.1.4.34)

B 47Z_EO€\L Ia) [ r,o— a)o)exp(—m)t)+cc]da)

Substitusi Pers. (2.1.4.31), Pers. (2.1.4.32), Pers. (2.1.4.33) dan Pers.

(2.1.4.34) ke dalam Pers. (2.1.4.19) memberikan

- oz - oC 2
o j[@ZE(F, o — o, )exp(—iot)+ c.c.]da) + %I%—[E(Fa) -, )exp(— ior)
7 C

- 2 =
+ccldo = —iw—z H @)EF, 0 - o, )exp(-iot)+ cc. }z’a)
L

~ 2 o
=2 e [[E.0-0,)exp(-ion)+ cclio

VE+ 21+ 7Y+, JE=0

V2E +kle(w)E =0 @
dengan
e()=1+ 7 (@)+ ey
A.4 Pembuktian Pers. (2.1.4.38), yakni
n=fReF@)fT a= (o /nim|7()
dan Pers. (2.1.4.39), yakni
nelndin]  a-Tewfw)
Bukti :
Substitusi Pers. (2.1.4.36), yakni
A=n+mlE’ d=a+ao,lE|
Herlik Wibowo
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ke dalam hubungan

N2
(rzwi—) =1+ 79(0)+ £, (A4.1)

0

dengan ¢, = (3/4),7(,(;L|E(?,1)2 , memberikan

3 2 2 (a+a |E[2)2
L+ Z0(0)+ 3 28 JEP =+ mjap f - £
0
(n+ﬁZIElZXa+a2|E|2)
kO

+1

=n® + 2ni,|E]" + A2|E|"

a’+ ZaaZ]Eiz + a'ZZIE|4
4ky

+i(na+na2|E|2 + i |E| + a8 )
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Nilai 7, dan «, sangat kecil dibandingkan » dan a sehingga koefisien

jE]4 dapat diabaikan. Dengan demikian, Pers. (A.4.2) dapat dituliskan

sebagai

2
/ e Qo B a 3
(n+%) +|:2nn2——2—222—+1(n2;:—0+n—é}]{E[ =1+ 79w )+ZZS°)“‘E|2

(2.1.4.37)

) 2

n’ —6: 3 +:gﬂ =1+ Re[,t(')(w)]+1hn[;;(') a))] (A4.3)
o’

Dari Pers. (A.4.3), untuk bagian imajiner diperoleh

Lomfie] o o-(2)mle] .
1) n
dan untuk bagian real diperoleh

n*=1+Re|7V(0)] & n={+Re7V(0)]}" .

Dart Pers. (2.1.4.37) juga diperoleh

_  aa o, W 3
o My, N, S R 0) |+iZIm|y®) Ad4

Dan Pers. (A.4.4), untuk bagian real diperoleh

R[]

2nn, —

2k

S N

peeoy

2nn, == Rﬁ:[,z'(3 ) S my= 81 Re[z(” -
n
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dan untuk bagian imajiner diperoleh

_«a a 3
7 +n—2=—Im[ )

gk, T i

3k
nﬁ=ilm[zgx & a,=—"Im SUL] ]
k, 4 4n
Pembuktian Pers. (2.1.4.41), yakni
O*F O'F ~
e % +[€(a))k§ —,BZ]F =0
dan
Pers. (2.1.4.42), yakni
A (3 ~
2, 73:+(/32 — =0
Bukti :
Persamaan (2.1.4.35), yakni
ViE +k§£(w)E~' =0
dapat dituliskan sebagai
Bl Lo ] ~
—+—+ +klel@)E =0 A5l
axl. a.v- azl 0 ( ) ( )

Substitusi Pers. (2.1.4.40), yakni
E (F ,0 — 0, ) = F(x, y)Z(z 0-o, )exp(i ﬁoz)

ke dalam Pers. (A.5.1) membenkan

5

~  (a NOF OF| &~ 2 NET o
AexpliB,z = + 5 o — [FA exp(lﬂoz)}+ kle(w)FAexp(if,z)=0
x ) 0.

)

(A5.2)
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Suku kedua Pers. (A.5.2) dapat diperoleh melalui langkah-langkah berikut

= F%{—exp(rﬂoz)wﬂo exp(if3y2) }
= F!:aa:;j 7)"' 1B, exp(iﬁoz)%j' +if, exP(iﬁoz)—aa:‘j‘
— i explif,2) A
oE a4
il (iBy2)+2iB, exp('ﬁo~) —TH exp(rﬂoa)A}
azf = F|2iB, exp(iﬂoz)a—A - B2 exp(iﬂoz),z:[ (A5.3)
Oz i oz

Persamaan (A.5.3) diperoleh dengan mengingat bahwa Z(z,a)—a)o)

merupakan fungsi berubah lambat terhadap z sehingga turunan kedua
terhadap z dapat diabaikan.

Dengan menggunakan Pers. (A.5.3), Pers. (A.5.2) dapat dituliskan sebagai

oot 2522

:l + F{z’ﬂo exp(’ﬁo*)_ = exp(’ﬂo‘-)A}

+ k2 e(w)FA exp(if,z)=0 (A5.4)
Pembagian kedua ruas Pers. (A.5.4) dengan FA exp(if3,z) memberikan

i 10782
- il 0 e 205, aﬁ-ﬁo +k2e(w)=0 (A.5.5)
Fa? Fa' 4 oz
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Dengan mengenalkan ﬁ ? sebagai suatu fungsi penusah, Pers. (A.5.5) pecah

menjadi dua bagian yaitu
(A.5.6)

10°F
Foax* F
(A.5.7)

2
e —+kle(w)=p"

Perkalian kedua ruas Pers. (A.5.6) dengan /' membcnkan
n

a[z gi+ [kozé‘(a))— ,EZ]F =0
ox oy

dan perkahian kedua ruas Pers. (A.5.7) dengan 4 memberikan
n

Ziﬁog—%+{52—ﬁ§]«3=0

—

A.6 Pembuktian Pers. (2.1.4.44), yakni
2 2
i 2 ( - B -1 2nank; )f 0
dp® pdp p’ '

Bukti :
Dengan menggunakan hubungan
82 Fh "O3E "] OF spuliitai

- B BT e (A6.1)
8y op° pop p° ¢

-

Q
N h?*

-~

Pers. (2.1.4.41), yakni
+ [kozg(a))— ,EZJF =0

6'F
ax?
dapat dituliskan dalam koordinat silinder sebagai
o' 1eF 1 3°F
+ + |k, el@ =0 A6.2
” pappaz[()ﬂ]l (A6.2)
Herlik Wibowo
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Dalam koordinat silinder F(x, y) dapat dituliskan sebagai

F(x,y)= f(p)exp(-im@) (A.6.3)

Dari Pers. (A.6.3) didapat

oF e Y A6.4
3 exp( 1m¢)dp (A.6.4)
‘Z;’; = exp(- img) Zp{ (A6.5)
g;[; =—m’ exp(—im@)f (A.6.6) .

Substitusi Pers. (A.6.4), Pers. (A.6.5) dan Pers. (A.6.6) ke dalam Pers.

(A.6.2) diperoleh

el L) L ol )

+ [k(fg(a))— B2 lfexp(— img)=0 (A6.7)
Pembagian kedua ruas Pers. (A.6.7) dengan exp(— im¢) memberikan

Gi ' +ii+[k;g(w)_§2 _”’_z]f= 0 (21443)
dp® pdp 24

Dengan menggunakan hubungan

e(@)=(n+An) =~ n* +2nAn (A.6.8)
Pers. (2.1.4.43) dapat dituliskan sebagai
dz ~ . i - 2
—fz—+idl+[n‘koz—,Bz—m—2+2nAnk02]f=0 n
dp® pdp P

A.7 Pembuktian Pers. (2.1.4.48), yakni
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_kJ[ ourt(p,9)’ dpdg
[[pl(o.8) dpdg

Bukti :

Dengan menggunakan hubungan
e(w)=n* +2nAn (A7.1)

Pers. (2.1.4.41), yakni

o’°F 9°F ~
F R [kie()- B2 =0

dapat dituliskan sebagai

(?;12: + 6;[ 4 [ko’ (n2 + ZnAn)- ,EZ]F =0

V28 + |k (27 + 2n8n)- B2 | =0 (A7.2)

Pada Pers. (A.7.2), B = ,B +2BAB dan I digantikan oleh F'=F + AF .

Dengan demikian, Pers. (A.7.2) dapat dituliskan sebagai

V2(F + AF) + [k2(n? + 2nan)- (87 + 2881 + AF) =0

V2E + V2 (AF)+ k2 (n? + 2nAn) + k3 (n* + 2nan)ar) - (8 +2808)F
—(8? +2888)Ar)=0

V2IE + VI (AF)+ kInF + 2k2nAnt + kin®(AF )+ 2k nan(AF) - B2 F

- 2BABE - B*(AF)-2BAB(AF) =0

V2F 4+ V2 (AF)+ (k2n? — B2 ) + (2k2nan — 2pAB)F + (k2n* — B2 )AF)

+(2k2nan-2AB)AF)=0 (A7.3)
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Karena An, AB dan AF bemilai kecil, suku terakhir Pers. (A.7.3) dapat
diabaikan sehingga diperoleh
V2F +(k2n? - B2)F =0 (A7.4)
V2 (AF)+(2k2nan—280B)F + (k2n® — B*NAF)=0  (A75)
Konjugat kompleks Pers. (A.7.4) dapat dituliskan sebagai
VF +(k2n? = g2 )T =0 (A.7.6)
Perkalian kedua ruas Pers. (A.7.6) dengan A/* memberikan
(AF)WF* +(k2n? - B2 NAF)F™ =0 (A7.7)
Perkalian kedua ruas Pers. (A.7.5) dengan F° memberikan
FVAF)+ (2kinan-2AB)F| + 1 (kin® - B2 JAF)=0 (A.7.8)
Pengurangan Pers. (A.7.8) dengan Pers. (A.7.7) memberikan
[F92(aF) - (AF )2 F~ |+ QkZnan—280B)Ff =0 (A79)
Integrasi kedua ruas Pers. (A.7.9) terhadap elemen luas pdpd$ memberikan
[[lF-9*(aF)~(aF )9 F* odpdg + [ 2hznan - 2 p0B) T pdpdg = 0
(A.7.10)

Integrasi suku pertama Pers. (A.7.10) dapat diselesaikan dengan

menggunakan teorema Green yang memberikan
[[l-v*(ar) - (aF)9* F* bdpdg = § [-9(aF) - (ar)0E Al (a7.11)
dengan C merupakan lintasan garis tertutup yang melingkupi elemen luas

dA= pdpd¢. Solusi F merupakan solusi fisis jika menurun secara
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eksponensial terhadap jari-jari p sehingga untuk p yang mendekati tak
berhingga, ruas kanan Pers. (A.7.11) bernilai nol .

Dengan demikian, dari Pers. (A.7.10) didapat

[[2k3naniF | ppdg = [[2 0pIF| prpeg

2k02nHAn|F|2pdpd¢
2[[[F|" pdpdg
_ ks [[anlF| pdpdy J
177 ooty
A.8 Pembuktian Pers. (2.1.4.53), yakni
04 oA if, 0’4 .
Lo ABA
- Py Ty o TR
Bukti :
Substitusi Pers. (2.1.4.50), yakni
I
,B(w) =L, +(w — @, )ﬁl H 5((” —0)0)2[1'2
ke dalam Pers. (2.1.4.49), yakni
A B e
5_ — ILB(G))'*' Aﬂ" ﬁo]A
iz
memberikan
o4 | 1 ; A \
—=1[(a)—a)0)ﬂ1 +§(a)—e)0) 5, +A/J’}A (A.8.1)

Perkalian kedua ruas Pers. (A.8.1) dengan (1/27)exp[-i(w-w,)] dan

integrasi kedua ruas persamaan tersebut terhadap dw memberikan
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%_{%e"f’[— {0 -a, o = ;;ii[(w—wo)ﬂl ﬁ“%(w—w(,)z,é‘2 +Aﬂ}

Aexpl-i(w-w, o (A8.2)

Dengan mengingat bahwa
0 §~ ' 5 :
2 {rexpl- -0, ¥}}= ~i0-a el 10~ 0,)]

0
= = A A83
. z(m (oo) ( )

2 fexpl- i0-o,M}= 00, Aewpl-iw-a)]

or?
S odl (A8.4)

Pers. (A.8.2) dapat dituliskan sebagai

j—z{i:[z exp[—- i(a) -, )l]da)} = 2—17[—;{[— B o, ﬂfi + iAﬂ}

or 2 ar

Aexpl-i(w - w, i o (A8.5)

Dengan mengingat definisi A(z,) yang diberikan Pers. (2.1.4.52), yakni

A(z,t) = i;’ig(z w— 0, )exp[— i(a) —-w, )t]da)

Pers. (A.8.5) dapat dituliskan sebagai

4 04 ip, 8°4

= P TE

+iAPA |
A.9 Pembuktian Pers. (2.1.4.54), yakni

04 04 i, 8°4
oz A or 2 ot

+%A = i) 4
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Bukti :

Nilai ¢, pada Pers. (2.1.4.36), yakni o = 2, kecil sehingga dapat

diabaikan. Dengan demikian, hubungan An=ﬁ2]15|2 +i(c/2k,) dapat
dituliskan sebagai

An =i, |E} +1§5‘;— (A.9.1)

0

Substitusi Pers. (A.9.1) ke dalam Pers. (2.1.4.48), yakni

_ky H pAn|E(p, o) dpdg
[[ AlF(p.8) dpdg

memberikan

k j j (nz;E; +—)|F| pdpdd
[[|F’ pdpdg

AB =

P A odods o [[VET s
[[IF1* pdpdg 2 T pdpdg

nza)Hl 1" ppdg, P

— A92
< [ pdadp 2 T

Pada suku pertama ruas kanan Pers. (A.9.2), [Aiz diasumsikan

ternormalisasi, yakni

’A! H'II o odd

sedemikian hingga iA;2 mewakili daya optis.
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69
Dengan demikian, Pers. (A.9.2) dapat dituliskan menjadi
rg="22 IJiF Ipdpd¢ iﬁ (A9.3)
e ({fier pdaf¢7
Substitusi Pers. (A.9.3) ke dalam Pers. (2.1.4.53), yakni
04 o4 ip, 9°A
£ o SN R S A
oz A de B ar? A
memberikan
0A lﬂz Ol o> a
2 e A = A
=P or 2 ar g 2
lﬁz 0’ A (4
—A=1iylA" A (]
ﬁ " 82 o @ i
dengan
n,o
== 2.1.4.55
7= y ( )
dan
2
(17 ol (0.0’ doag
= J- ] (o x4 )Z (2.1.4.56)
[[ plF(p.0)" dodg
A.10 Pembuktian Pers. (2.1.4.57), yakni
§6, 04 & 2
s +—A=iylAl A
3 oo i gt
Bukti :
Dari transformasi ' = — f,z, didapat
! 2 2
T Mol 0 oo _ O W=l O _ & (A.10.1)
o oot otoz ot ot ot
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o oo 0z0 a
o_aA o 20 _._ A.102
0z oo ozoz /3‘ az ( )

Subsititusi Pers. (A.10.1) dan Pers. (A.10.2) ke dalam Pers. (2.1.4.54), yakni

1,32 0’4 «a a2
+—A=iy|lAl A
'B‘ a2 a2 iz
memberikan
0A 8A 1,82 o 4 & 2
- +—A=iylA" A
IBI I ﬂl I 2 allZ 2 I ]
AN Sa=ir|A 4 "
az G
A.11 Pembuktian Pers. (2.1.4.59), yakni
aq q 2
i—=— =—i—
Bukti :
Dari Pers. (2.1.4.58), yakni
' =
r= I o I 9% ﬁ;A
Q =D
diperoleh
0A 08A 8¢ o 1 O
g0 0o ‘f‘{__,:__ﬂ‘i (A11.1)
0z 0q 3z 0§ [y, 08
OA 0AOr dq _ r Ei
e Al112
ot' oqoror TMI/L or ( )

azA_a I oq|_orof 1 91 1 dq (A113)
o'’ Ty, or) oot T, i, ot | T2, or>
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Substitusi Pers. (A.11.1), Pers. (A.11.2) dan Pers. (A.11.3) ke dalam Pers.

(2.1.4.57), yakni

. 2
AL B0 A2 A 4
oz 2 a2

memberikan

e e we & g irlg]’q
W oW\ 15, 3 » (A114)
Loyiiy 06 2 Tii, 07 2y UloWis

Perkalian kedua ruas Pers. (A.11.4) dengan Lm/ ., memberikan

e =01 12

e N e = i

ita oloied o9 =1l ¢

dq 13d% 2 i

T g = All5
o9& 2012 " P, ( )

dengan I = aL,,. Secara umum, Pers. (A.11.5) dapat dituliskan sebagai

) o’ T
aq ) q+|qlzq:-—1—2—q .

oc 201
dengan s dapat bernilai +1 atau —1.
A.12 Pembuktian bahwa Pers. (2.1.4.61), yakni
4(.7)=sech(r)exp(i¢/2)

merupakan solusi soliton fundamental Pers. (2.1.4.60), yakni

o 18
% 194 gfq=0

i—+—
of 2077

Bukti :

Mengacu pada sifat soliton fundamental, diasumsikan bahwa bentuk solusi

Pers. (2.1.4.60) adalah
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q(&.7)=V(r)expli(¢)] (A12.1)
Pada Pers. (A.12.1), V (r) harus tidak bergantung pada & menunjukkan
bahwa sifat soliton fundamental adalah mempertahankan bentuknya selama

perambatan. Fasa @& bergantung pada ¢ tetapi diasumsikan tidak

bergantung pada 7 .

Dari Pers. (A.12.1) diperoleh

ﬁ‘é 5 -Vexp(@)f% (A122)

-~

6_(1 = exp(id))ﬁ/-

or dr

oY %, (@)“]ZV (A.12.3)
or’ P dr’? i
lg*q =V exp(i) (A.12.4)

Substitusi Pers. (A.12.2), Pers. (A.12.3) dan Pers. (A.12.4) ke dalam Pers.
(2.1.4.60) memberikan

dv
d

_JZ exp(idD)%(f— + —zl—exp(i(D) +V exp(i®)=0 (A.12.5)

Pembagian ruas kini dan ruas kanan Pers. (A.12.5) dengan exp(i(D)
memberikan

ao 1d*V

- + +V* =0
dé  2dr?
dd 1{1d*V
— =V (A.12.6)
dé V|2 dr
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Persamaan (A.12.6) dapat dipecah menjadi persamaan untuk ® dan V

yang berbentuk
%‘;.’ K (A.12.7)
2
%B‘; ’2/+V3]=K (A.12.8)
-

dengan K merupakan konstanta pemisah. Solusi Pers. (A.12.7) berbentuk
® = K¢ dan solusi Pers. (A.12.8) dapat diperoleh melalui langkah berikut

ni.

. ld-I/+V3 =K
V9]2dr?

1d*V

S +V =KV
7T

dv

2

=2kv-v*)=2v(k -¥?) (A.12.9)

dr
Perkalian kedua ruas Pers. (A.12.9) dengan 2(dV/d7) dan integrasi kedua

ruas terhadap 7 memberikan

dv'y
(d_] — 2KV -Vt 4C (A.12.10)
:

dengan C adalah konstanta integrasi. Dengan menggunakan syarat batas
bahwa baik }* maupun dV/dr akan bemnilai nol sebagaimana IT‘_”O?
diperoleh nilai C =0. Nilai X =1/2 diperoleh menggunakan syarat bahwa
pada puncak soliton (soliton peak) v =0, V =1 dan dV/dr =0. Dengan

mensubstitusikan nilai C dan K pada Pers. (A.12.10) diperoleh
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av

vi1-v? )

Integrasi kedua ruas Pers. (A.12.11) menggunakan syarat bahwa pada

dr (A.12.11)

puncak soliton 7=0 dan V' =1, memberikan ¥(r)=sech(r). Substitusi

V(r)=sech(r), ® = K& dan K =1/2 ke dalam Pers. (A.12.1) memberikan

4(£.7)=sech(r)exp(i/2) .
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LAMPIRAN B

Pembuktian Rumus-Rumus Subbab 2.2

B.1 Pembuktian Pers. (2.2.5), yakni

op 26,0 60‘+p620'

2 2
O5™ g dtr or

dan Pers. (2.2.6), yakni

Bukti :
Dari Pers. (2.2.4), yakni

q = pexplic)
didapat

09 _0q0p  0q 0o LAY s
=i
o9& op ag 30 OF £ exp(zo)a ; ipexplio) oF

oq , 6_p -l
g—exp(m‘){ag a;} (B.1.1)

99 _990p 09 00
0t 0Opdr OJo ot

—— =exp 10'){—+1p—}
azq_ o ( oq
ot ot (ar) ar{exP(’a( tip )}

2 2
=iexp(ia(—gg+ipa—a)2—a+exp(ia){a p+1(6p 60')_”’06 0}
T T

or or? ot o1 or?

= expl(i a)%% +ip exp(io)g—j

75
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(9pY 80 oc) op .6,0)(60’) 9% .
= —1—|-p|l—1 + +i == — |+1i explio
{I(arIGrj p(ar) a2 \or \or p6r2 (o)

fi:{izﬁ_p(a") +{2§£a_‘7+ za)}exp(,-a) (B.12)

o7’ E or ot 2 or?

g = p* explic) (B.1.3)

Substitusi Pers. (2.2.4), Pers. (B.1.1), Pers. (B.1.2) dan Pers. (B.1.3) ke

dalam Pers. (2.2.1), yakni

2
& 208r?

2 T
+|‘I’ q=-—15q,

dan membagi kedua ruas dengan exp(ic ), akan memberikan

2 ~ 2 B 2
Iip"‘pég"'lae_l{g) +i. z.a.ga_o-__‘.paoz- +p3=—j£p
o¢ o 20r° 2 \or 2\ COr ot ot 2

A2 2 2
p3_p_a£‘_-+.1_9._€_lp(a_o-) +17 @+§Ba_o+lpa (;-+£€ :0_
O 205 wm2®\ 'Ot 05 OT 0o 2

(B.1.4)

Dari Pers. (B.1.4), setelah kedua ruas dikalikan 2, untuk bagian imajiner
diperoleh

-~ -~ 2

%) op 0o oo
2:4’2_\—[0—4— 2

oé ot Ot 7

+Ip=0 u

sedangkan untuk bagian real, setelah kedua ruas dibagi p , diperoleh

, 60 1 3p 1{oc
_ — ] — = [
o0& 2p0rc 2\ 0t
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B2 Pembuktian Pers. (2.2.10), yakni

%, L,
& 2

dan Pers. (2.2.11), yakni

Bukti :

Dari Pers. (2.2.7) dan Pers. (2.2.8), yakni
p=p,(&)+[o(Eexp(-iQ7)+c.c]
o =0, (5, r)+ [0', (g”)exp(—- iQr)+ c.c.]

didapat (tanpa suku c.c.)

Z_/; 3 %%+ - ,-QT)%% (B2.1)
%g - aa? +expl- iQr)aa% (B.22)
g—[r) = -iQp, exp(-iQ7) (B.2.3)
a?j ool 0%) (B2.4)
%:— = aaUT“ ~iQa, exp(~iQr) (B.25)
‘:T(;’ -2 :’ w B RE (B26)

Substitusi Pers. (2.2.7), Pers. (B.2.1), Pers. (B.2.3), Pers. (B.2.5) dan Pers.

(B.2.6) ke dalam Pers. (2.2.5), yakni
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2
2a_p+2..a£a_o-+pa g

+Ip=0
of oror U or? »

akan memberikan
2 %0 +2exp(-iQ z’)aﬁ + 2{— iQp exp(— iQr) 99 _ Qo exp(—- iQ ‘r)
o9& o9& ! ot :

1@,
ar?

b A iQr)}{ o, expl iQr)}

+T{p, + p, exp(- iQ7)}=0

ap ez op ) oo
28—0+ Tp, + p, —7‘#4—{2—8?‘—21(2,01 —a?"— p.Q%a,

aI
P a;"+I"p,}exp(—iQt)—3QZplcr,exp(—2x‘Qf)=o (B.2.7)

Substitusi Pers. (2.2.7), Pers. (B.2.2), Pers. (B.2.4) dan Pers. (B.2.6) ke

dalam Pers. (2.2.6) yakni

akan memberikan

_ oo, . \d0, Q’ p, exp(-iQr)
0, + p, expl—iQr 2—{ ° +exp(-iQr) '}— I
{ o T O p( )} aé’ p( 13e7) aﬁ 2{ ’ +p] exp(—iQr)}

1| 0o ?
—5{ 610 -iQo, exp(— iQr)} =0

Ps +2p, P, exp(=1Q7)+ pl exp(-2iQ7) - a;" %%

z - —agexp(— iQr)

do,
T

Qpexp(-iQzr) 1 (30‘0
0

2
2{p, + p, exp(-iQ )} 2 or ) +iQ0, expl(~iQ7)
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+ %Qzaf exp(-2iQ7)=0 (B.2.8)

Dengan menggunakan deret Binomial, yakni

(1+x)p =1+px+p(g'—l)x2+P(p_glxp_2)x3+...

didapat
I 1

{00 + p, exp(—=iQ7)} po{l + Pexpl(- iQT)}

0

2
= ——1—{1 = &exp(— iQ7)+ p—'zexp(— 2iQ7)- }
P

pO 0 0
1 = ,_I__I_OLexp(—iQT)+Biexp(—ZiQT)—... (B.2.9)
o, +pexp(-iQz)}  p, p? Py

Substitusi Pers. (B.2.9) ke dalam Pers. (B.2.8) akan memperoleh

2
Qz
2 50'0 1(80-0] iy zpopl—ao-] __pl_*_IQO-laﬂ exp(—iQ’Z’)
g 2p, or

22

+ {pf = %—’% + %Q’af }exp(— 2iQ7)-...=0 (B.2.10)
0

Dart Pers. (2.2.9), vakni

o, (£.7)=ké - o1

didapat
O (B2.11)
o0&
00, 8" (B.2.12)
ot
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oo,

=0 ' (B.2.13)

Persamaan suku orde nol, yakni ()(eo), untuk Pers. (B.2.7) dan Pers.

(B.2.10) dapat dituliskan sebagat

-

op lotey
2 U0 T + —— a0l =0 (8214)
8(5 pO pO 62’2
oo, 1(do,Y
2 _“%Yo0 -~ 0] =0 B.2.15
& o& 2( or ) ( )

Dengan mengingat Pers. (B.2.11), Pers. (B.2.12) dan Pers. (B.2.13), maka

Pers. (B.2.14) dan Pers. (B.2.15) dapat dituliskan sebagai

9, T , =0 n
o 2

dan
pe=k+io? n

B.3 Pembuktian Pers. (2.2.12), yakni

zapl

- e

P, Q%0 +p, +2iQp,0=0

dan Pers. (2.2.13), yakni

Bukti :
Dari Pers. (B.2.7) dan Pers. (B.2.10), persamaan suku orde satu, yakni

Ofexp(-iQ7)}, dapat dituliskan sebagai
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op do d’c
2or MW mpata ot a =0 (B
29, =20 P L i0g 9% g (B32)
DTy, ar

Dengan mengingat Pers. (B.2.11), Pers. (B.2.12) dan Pers. (B.2.13), maka

Pers. (B.3.1) dan Pers. (B.3.2) dapat dituliskan sebagai

22;‘ —p Q%0 +Tp, +2iQp,w=0 =
dan
0 )
ZpOp,—i——p‘—ia)Qa,z [
95  2p,

B.4 Pembuktian Pers. (2.2.15), yakni
(©+e0) =0 (1Q* - p?)
Bukti :
Mengingat bahwa p,(£)=[p, exp(iO&)+ccl. 0,(£)=[o, expliO&)+cc]

dan p, (&)= p,, Pers. (2.2.12), yakni

cp
2 i
o

- pQo, +Tp, +2iQp,0=0

dapat dituliskan sebagai (tanpa suku c.c.)

2i0p, expliO&) - p, Q0 expliQ&) + 2iQup, expiQE)=0 (B.4.1)
Pembagian ruas kiri dan ruas kanan Pers. (B.4.1) dengan exp(ng“)
memberikan

2i0p, — p¥’o, +2iQwp, =0
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240 + wQ)p, = p,Q’0,

2
iy (B.42)
o, 2i(0+aQ)

Mengingat bahwa p,(¢)=[p, expliQ¢)+cc], 0,(&)=[o,expliQ&)+ce]

dan p, (&)= p,. Pers. (2.2.13), yakni

dapat dituliskan sebagai (tanpa suku c.c.)

200, expli02) 100, xpli08) - =L exp(i02) i3, expli0£) =0

0

(B.43)
Pembagian ruas kiri dan ruas kanan Pers. (B.4.3) dengan exp(iQ¢)

memberikan

2
2p,p, 100, _g; A ~-iado, =0

Po

QZ
[2)00— ]pl =i(Q+m)ol

tad!]

Substitusi Pers. (B.4.2) ke dalam Pers. (B.4.4) akan memberikan

P i(Q+wQ)
2i(0 + ) ( Q? )

2P0 = 5

2p,
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2
-2(0+ o)’ =p092(2p0 -2 )
2p,

©+00) =010 - p¢) =
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LAMPIRAN C

Pembuktian Rumus-Rumus Bab IV

C.1 Pembuktian bahwa Pers. (4.1.13), yakni

0|oZ | 0[0Z) 0= _,
8\ 0" Az \ @8 04 o

merupakan persamaan gerak Lagrange bagi Pers. (4.1.1).

Bukti :
Dari Pers. (4.1.12), yakni

il e P
<=3l % qa¢]+2([ql

oT

)

dapat diperoleh

CEE . o OaE | AT (C.1.1)
6q§ 2 o¢ aq: 208
2

o7 Tog S0 _Lg (C12)
oq° 9) ot oq, 20t

a_? I 2 =
_ T— 1.3
o (C.13)

Substitusi Pers. (C.1.1), (C.1.2) dan (C.1.3) ke dalam Pers. (4.2.13) akan

memberikan

2
ia—q+la—z+| |2q=0
o 20t

84
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C.2 Pembuktian Pers. (4.2.2), yakni

L= -2a% %o, 9% +2a*(2p2 —Q?)- pi +6a* +4pta’ cos(g, +¢,)
g d¢
Bukti :

Fungsi coba ¢ yang diberikan oleh Pers. (4.2.1) dapat dituliskan kembali

sebagai

q= [,00 + aexp[i(¢a + Qr)]+ aexp[i(¢b - Qr)ﬂexp[i(k;' - a)r)] (C.2.1)
dengan konjugat kompleks yang dapat dituliskan sebagai
q" =[p, +aexp[-i(g, + Q7)|+ aexp|-i(g, - Qr)]|exp|-i(k& - w7)] (C.2.2)

Dengan menggunakan Pers. (C.2.1) dan Pers. (C.2.2) dapat diperoleh g°g £>

g,|” dan |¢* melalui langkah-langkah berikut ini.

q99;,

dg,
ds

q: = [exp[i(gta + Qr)]—;—? +ia exp[i(¢a + QT)]

]exp[f(kg-m)l

- [exp[f(@, -mngg +iaexpli(g, - Qr)]‘f,—?]exp[i(ké -or)]

+ ik[p0 + aexp[i(qﬁa + Q‘r)]+ aexp[i(¢,, - Q‘r)]]exp[i(k§ = a)T)]

fi? ]exp[— i(ké - wr)]

8 [exp[- 0, + Q052 ~iaexl- g, +0)

+ [exp[— i(¢, - ngg ~iaexp|-i(g, - Qr)]%] expl- (k¢ - wr)]
~iklp, +a exp[— i(g, + Qr)l+ aexpl-i(g, - Qr)]]exp[— i(k& - or)]

q°q: = p, exp[i(¢a + Qt)]g% + ipoaexp[i(¢a + Qr)]%f;i
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da +ia? a4,

+ Po exp[i(¢,, - QT)] 35 + 1p0aexp[1(¢b Qr) — +a dE 75——

+aexp[-i(¢g, -9, + 2QT)]§% +ia® exp[-i(g, — ¢, +2Q r)]%

+aexpli(g, — 4, +2Q 1)]:—1{% +ia® expli(g, - ¢, +2Q r)]%

+ad—f+1a2d;?+m{p +p0aexp[1(¢ +QT)]+poaexp[( QT)]

+ poaexpl-i(g, + Q)|+ a® + a® exp[- i(g, — 4, + 2Q7)]
+ pyaexpl-i(g, - Q1)+ a’ expli(g, - 8, +2Q7)]+a?}

a4, . 49,
dé - de

q'qi .- 2a£+ia [

= |+, enlio. +anl e

puealis -0+ ipsacnplle, + el F:

+1poaexp[1(¢b Qr)] +za exp[z(¢ ¢,,+2(2r)] (I;
+ia* exp[-i(g, ¢h+2QT)] +2acos(¢ ¢b+ZQr)

+ik{p? +2a% + 2p,acos(g, + Q1)+ 2p,a cos(g, — Qr)

+2a° cos(g, — ¢, +2Q7)} (C.23)

94: = py oxpl- (g, + Qr)];’_‘; ~ip,aexpl-i(g, mr)]%

+ pyexpl-ilg, ~Qr)| 52 - ip,aexpl- (4, —m)]‘j,—?w;’—g
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@ P acxalls, -4, +20) 5 ia’ epllg, ~9, +207) %2

dg, da
a§  dg

+aexpl-i(g, - 4, +2Q¢)]Z—g~m2 exp|-i(g, - 8, +2Q7)

i ikt + puaewel-i(s, +21)}+ pravol- (6, ~07)

+ p,a exp[i(;ba + Qr)]+ a o exp[i(¢a — ¢, 4 2Qr)]
+ poa exp[i(¢b = Qr)]+ a’ exp[— i, —¢, + 2QT)]+ az}

da

qq9; =2a——ia [d¢ 49,

de - dE

= }+po exp[-i(4, +Qr)]

+ p, expl—i{g, - Qr)]:—;— ip,aexp[-i(g, +Qr)] ‘Z;‘

—ip,a exp[—— i(4, —QT)]%—iaz exp[— i(¢a -, ‘*’ZQ"')]%

—ia® expli(g, — 4, +ZQT)] Az b +2acos(g, — 4, +ZQT)—

—ik{p? +2a* +2p,acos(p, + Qr)+2p,acos(p, — Q1)
+2a’ cos(g, - 8, +2Q7)} (C.2.4)
q. = [Qaexpli(g, + Q7)]- iQaexpli(g, — Q7 )lexpli(ks - wr)]
—io|p, +aexpli(g, + Qr)]|+ aexplilg, - Q7 )lexpli(ks - o7)]
g: =[-iQaexp[- (g, + Q)]+ iQaexp[-ilg, — Qr)lexp[- i(ks - w7)]

+ iw[po + aexp[— i(¢a + Qr)] + aexp[— i(¢,, - QT)]]GXP[— i(kf o a)r)]

2 *
q.| = q.9.
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* = {iQaexpli(g, + Qr)]- iQaexplilg, - Qr )i iQaexpl- (g, + Q)]

q
+iQaexp[-i(g, - Q7 )}+ ioliQaexpli(g, + Q)]
- iQaexpli(g, - Q) + aexpl-ilg, + Q7)]+ aexp[- (g, - Q7)}
—iolp, +aexplilg, + Qr)]+ aexpli(g, - Q7)}}
- iQaexpl-i(g, + Q7)|+ iQaexpl-i(g, - Q)+ 0*{p,
+ aexpli(g, + Q7)|+ aexpli(g, - Q7)Hp, +aexpl-i(g, + Q7))
+aexp[- i(g, - Q7)}}

q.)" = Q% - Q%a* expli(g, - ¢, +2Q7)]- Q%a’ exp[-ilg, — ¢, +2Q7)]
+Q%a’ +iofip,aQexpli(g, + Q1)]-ip,aQexpli(g, - Q7))+ iQa?
—iQa’ expl- i(g, - ¢, +2Q7)]+iQa* expli(g, — 4, + 2Q7)]- iQa*}
—io{-ip,aQexp[-i(g, + Qr)|+ip,aQexp[- i(g, - Q7)]-iQa®
+iQa® expli(g, — 4, +2Q7))-iQa’ expl- (g, — 4, +2Q7)]+ iQa?}
+a*{pd + pyaexpl-i(g, + Q)]+ pyaexpl-i(p, - Q7))
+ poaexpli(g, + Qr)]+a* +a* explilg, - ¢, +2Q7)]
poaexpli(, - Q7))+ a’ expl-i(g, — @, +2Q1)]+ a*}

2

=20°a* -2Q%a* cos(¢a -9, + ZQr)+ia){2ipoanos(¢a + Qr)

9.
—2ip,aQcos(g, - Q1 )}+ @’ {pj +2a’ +2p,acos(g, + Q1)

+2p,acos(g, —Qr)+2a* cos(g, - 4, +2Qr)} (C.2.5)

lal =47q
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g = i + poaexpl-i(g, + Q1)+ poaexpl-ilg, - Q7)]
+ pyaexpli(g, + Q7)|+a’ +a* expli(g, — ¢, +2Q7)]
+ pyaexpli(g, — Q7]+ a’ exp[-i(g, — ¢, +2Q1)]+a’
" = p¢ +2a* +2p,acos(g, + Qr)+2p,acos(p, — Q)

+2a’ cos(¢a -, + ZQr)

4

a =lal"lal’
gl = {p? +2a% +2p,acos(g, + Q)+ 2p,acos(g, - Q)
+2a” cos(g, — 4, + 2Q7){p2 +2a* +2pyacos(g, + Q7)
+2p,acos(g, — Qr)+2a* cos(g, — 4, +2Q7)}
" = p3 +2pia’ +2piacos(g, + Q)+ 2p;acos(g, — Q1)
+2pla® cos(g, — @, +2Q7)+2pla’ +4a’ +4p,a’ cos(g, + Qr)
+4p,a’ cos(g, - Q1)+ 4a* cos(g, — ¢, +2Q1)+2piacos(g, +Qr)
+4p,a’ cos(g, +Qr)+4pia’ cos’(g, + Qr)
+4pia’ cos(g, + Qr)cos(p, — Qr)
+4p,a’ cos(g, +Qr)cos(g, — 4, +2Q7)+2piacos(p, — Qr)
+4p,a° cos(p, - Qr)+4pla’ cos(g, + Qr)cos(g, — Q)
+4pia’ cos’ (g, - Q1)+ 4p,a’ cos(g, — Qr)cos(g, — ¢, +2Q7)
+2pla® cos(p, - @, +2Q7)+4a’ cos(g, — ¢, +2Q7)

+4p,a’ coslg, +Qr)cos(g, — ¢, +2Q7)
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+4pya’ cos(g, — Q7)cos(g, — @, +2Q7)+4a* cos’ (g, — 4, +2Q7)
' = pg +4pla® +4a* +4placos(p, + Qr)+4pacos(g, - Qr)

+8p,a’ cos(g, + Qr)+8p,a* cos(g, - Q1)+ 4pla® cos* (g, + Q1)

+4pla’ cos’(g, - Qr)+8pla’ coslg, + Qr)cos(p, — Q)

+4pla’ cos(@g, — g, +2Q7)+8a’ cos(g, — 4, + 2Q7)

+8p,a’ cos(g, + Qr)cos(g, — g, +2Q7)

+8p,a’ cos(g, — Qr)cos(g, — @, +2Q7)+4a’ cos(g, — ¢, +2Q7)
(C.2.6)
Fungsi Lagrange untuk persamaan Schrodinger taklinear yang diberikan oleh

Pers. (4.1.14) dapat dituliskan kembali sebagai

dr € 2

- %_]i(q.qé ~4q; )jr +%;‘]ql‘d7—%ﬂqr

Integrasi setiap suku Pers. (C.2.7) dapat dilakukan dengan mengambil batas
integral 0<r7 <27 sehingga nilai @ dan Q terkuantisasi, yakni

0.Q =012, .. Untuk Q =0,%+142 +3, .. diperoleh

Tcos(¢a +QrYr=0 (C.2.8a)
fcos(¢b —QrHr=0 (C.2.8b)
fcos(¢a — ¢, +2QrHr =0 (C.2.8¢)
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TCOS(% +Qr)cos(g, - Qr)dr = weos(é, +4,) (C.2.84)
?COSZ(¢G +Qr)dr =7 (C.2.8¢)
TCOSZ(% —Qr)dr=7 (C.2.8¢)
zofcosz(qz, -4, +2QrMdr =7 (C.2.8g)
;fﬂcos(cﬁ,, +Q7)cos(¢, ~¢, +2Qr)dr =0 (C.2.8h)
:fcos(m -Qr)cos(g, ~ ¢, +2Qr)dr =0 (C.2.81)
zofsin(gsa +Qr)r=0 (C2.89)
zfsm(% ~QrHr=0 (C.2.8k)
Tsm(@ — 4, +2Qr)dr =0 (C.2.81)

Dengan menggunakan Pers. (C.2.3) dan Pers. (C.2.4), integrasi suku pertama

Pers. (C.2.7) dapat dilakukan melalui langkah-langkah berikut ini.

da

9, + é’f"—:|+ 2ip, sin(g, +QT)E

dé dé

9°q:—qq; = 21’02{

a4,
dg

+2ip, sin(g, — Qt):% +2ip,acos(p, + Qz')

Penurunan kriteria ketakstabilan ... Herlik Wibowo



ADLN - Perpustakaan Unair

92
+2ipyacos(p, — Qr) a& b +2ia® cos(g, — @, +2Q T) ¢
+2ia* cos(p, — 4, +2Q‘[) dE +tk{2p0 +4a’
+4p,acos(g, + Qr)+ 4pacos(g, — Qr)
+4a’ cos(g, — ¢, +2Q7)} (C2.9)

Dengan mengingat hasil integrasi pada Pers. (C.2.8a), Pers. (C.2.8b), Pers.
(C.2.8¢c), Pers. (C.2.85) dan Pers. (C.2.8k), hasil integrasi Pers. (C.2.9) dapat

dituliskan sebagat

!(q'qé -4q: )2’r = 27[[21‘41 ( d¢§ d? J+ 2ikp] + 4zkaz}

0 dg  dg

. 2n

_;_ J'(chc— _qq; )'IT -, ”l:_ 202(d¢a " d¢b )_zkp: _41(02]

i’ dg, _ 44, 2 2

— - T=-2m -2\ p, +2a C.2.10
2J;qq 9q: o (d(: " (5 +24%)  (C210)
Dengan mengingat bahwa & = p; —1w?, Pers. (C.2.10) dapat dituliskan

sebagai

. 2r

éj;(q‘qs‘qq;)jfz_zmz(%‘L‘ZJ 2202 (02 +2a% )+ 0*2{p +2a%)

(C2.11
Dengan menggunakan Pers. (C.2.6) dan hasil integrasi pada Pers. (C.2.8a) —

(C.2.81), hasil integrasi suku kedua Pers. (C.2.7) dapat dituliskan sebagai

2
[laf'dz = 27p; +4p2a* + aa* |+ zlapa* +apla® +8pta* coslg, +¢,)
0
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+4a“]

2r

ﬂq"‘dr = 27r[p(;1 +4pla’ +4a"]+ 7:[8,002(12 +4a* +8pla*cos(g, + ¢, )]

0

1 2r

> ﬂq|4d1 = 7r[po4 +4pla’ + 4a“]+ 72'[4,00202 +2a* +4pla* cos(d, + ¢, )]
0

2z
%I gl dz = alpt +8pia® +6a* +4pia’ cos(g, +4, )] (C.2.12)
0 .

Dengan menggunakan Pers. (C.2.5) dan hasil integrasi pada Pers. (C.2.8a) —
Pers. (C.2.8c), hasil integrasi suku ketiga Pers. (C.2.7) dapat dituliskan

sebagai

2

I

0

*dr = 2720%" + 0 (p? +24%)]

q.

127r

)

0

‘dr = 220%a* + 0*(p? + 24| (C.2.13)

q.

Substitusi Pers. (C.2.11), Pers. (C.2.12) dan Pers. (C.2.13) ke dalam Pers.

(C.2.7) akan memberikan

L= —Zmz(i—? + %} 270} (p(f + 24’ )+ w’n(pj +2a* )+ ﬂ[p; +8pla’
s

+6a* +4pla’cos(g, + 4, )j— /TlZQZaz + wz(pg +2a’ )j
d d
L= —27m2(7¢:— + di;:) = 27p, —4ma’p] + zw’(pg +24a* )+ np, +8npla’
S

+6ma’* +47pla’ cos(g, +¢,)-2mQ%a* - 10 (p? +2a?)

dg, d
L= —2m2(g§— - dig) —np, +4npla’ + 6m* - 210%a*
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+4npla’® cos(g, +4,)

L= 7{_ zaz(a% o %J+2a2(2p§ —Qz)— pl+6at +4pla’ cos(g, + &, )}

¢ dg
=
C.3 Pembuktian bahwa Pers. (4.2.7), yakni
d.
99 (23 - %)+ 207 cosly)
g
memiliki solusi yang diberikan oleh Pers. (4.2.8), yakni
,i4 Z_QZEZ ( “4 Z_QZEZ
@ = 2arctan £o 5 tanh —&————g‘
Q L 2
Bukti :
Persamaan (4.2.7) dapat dituliskan kembali ke dalam bentuk
9 = A+ Bcos(p)
g
= R dé (C.3.1)
A+ Beos(g)

dengan A=2p; -Q dan B=2p..
Persamaan diferensial (C.3.1) dapat dipecahkan dengan memisalkan
tan(¢/2)= y sehingga

cos(¢) = 2cos(g/2)~1

1 —yz
cos(g)=—= (C.32a)
1+y
2
dp=—"—dy (C.3.2b)
l+y
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Substitusi Pers. (C.3.2a) dan Pers. (C.3.2b) ke dalam Pers. (C.3.1) akan

memberikan
2
2
_m’_zzdg
A+ B(l e J
l+y
2dy -
(B+A)-(B-A)y
2 4 =d& (C.3.3)

g

Integrasi suku ruas kiri dan suku ruas kanan Pers. (C.3.3) memberikan

2 dy
=|d
(B—A)I(B+A)_ ) If
B-a)
2 JB_Aarctanh B_Ay =l£
(B-—A)VB+4 B+4
B-4
——=—arctanh =
BZ*Azmc B+Ay ¢
B-A ) N
. 1Ko
/
R 2
y - B+Atanh(\/b’ 4 5}
B-A4 2
VB - 4* B* - 47
y==—F— —tamh ¢ |(C39)

Dengan mengingat bahwa tan(g/2)= y dan

Skripsi Penurunan kriteria ketakstabilan ... Herlik Wibowo



ADLN - Perpustakaan Unair

9%
B -4 =0} -0} -7
=4pi —(4p! —4p2Q* + Q)= 4p20 —Q*
B? - 4% =Q*(ap? -Q?) (C.3.5a)
B-4=2p; -(2p; -Q)
B-A4=0Q? (C.3.5p)

maka Pers. (C.3.4) dapat dituliskan sebagai

e

@* 2

atau

Q? -

“4 Z_QZBZ “4 2_9252
¢=2arctan{ ! tanh[ " 5} "

C.4 Pembuktian bahwa Pers. (4.2.6), yakni

da

d—f = poasm(¢)

memiliki solusi untuk kasus 4p; —Q* <0 yang diberikan oleh Pers. (4.2.9)

&)

yakni

2

a<:>~\/l~‘;"5sm2[ g B é]

dan untuk kasus 4p; —Q? > 0 diberikan oleh Pers. (4.2.10), yakni

2 ji 7 252 3\
a(§)~\/l+%ozisinh{ 3 ~ 2

2 §J
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Bukti :

Persamaan (4.2.8) dapat dituliskan kembali sebagai
m(ﬁg) = Atanh(B£) (CA4.1)

dengan

,(4p: —_QO? Ez

YE = (C.4.23)
4 2 _02 24
F= g WP aE (p"zj (C.4.2b)

Dengan demikian, dapat diperoleh

Sm(%) ] J +AAtinhtax(1ﬁ f()Bg)

cos(?-) = !
2) |1+ 4 tanh*(B¢)

sin(¢) =2 sin(g) Cos(-g)

: 2Atanh(B¢)
= CA43
sin(g) 1+ 47 tanh*(BE) )
Persamaan (4.2.6) dapat dituliskan kembali sebagai
da 3
= = Csin(gldé (C.4.4)
a

dengan C = p,. Persamaan diferensial (C.4.4) dapat dipecahkan dengan

melakukan integrasi pada suku ruas kiri dan suku ruas kanan persamaan

tersebut yang memberikan solusi umum

a=C, expl[sin(p e (C.4.5)
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dengan C, adalah suatu konstanta. Penentuan hasil integral pada suku ruas

kanan Pers. (C.4.5) dapat dilakukan melalui langkah-langkah berikut ini.

: _ ¢ 2Atanh(B¢)
[sin(ge = | W (Bg)dg (C4.6)
Misalkan
y= tanh(B«f) (C4.7a)

dy = Bsech? (Bf)a'f

dan melalui identitas fungsi hiperbolik tanh’(B&)+sech®(B¢&) =1, diperoleh

dy = B(l- y* &

dy
dé = C4.7pb
) (C.4.7p)
Dengan menggunakan Pers. (C.4.7a) dan Pers. (C.4.7b), Pers. (C.4.6) dapat

dituliskan sebagai

: _24 ydy
Jsin(a)e = B (1-y* 1+ 4%y?)

24 i dy __dy | 24%dy
BR+242) |(1-y) (+y) (1+4%7)

:H_lj_A:){_|n(1—y)—ln(l+y)+ln(l+Azyz)}

2,
1§y ] (C.48)

. A
T

Substitusi Pers. (C.4.8) ke dalam Pers. (C.4.5) memberikan

a=C,ex (4 In 1+A2y2
0 p13(1+/12) (1-y)1+y)
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C4

_ 1+ A4%y? 3(1;,42)
=Cy| P C49
: [(1 -y +y)] (€42

Dengan menggunakan Pers. (C.4.7a), Pers. (C.4.9) dapat dituliskan sebagai

i .
1+ A4? tanh2(B§):|B(l+A2)

1-tanh® (B¢)

L

e CAR

F(l+Az)tanhz(B§)+sech2(B§)}B(l;A2)
] sechz(B.f)

a=Cli+(1 +A2)smh2(35)]3(1%) (C.4.10)

Dengan mengingat bahwa

Lo gt o1, 4P Q20 O +api07 -0
4 Q4

2

4
1+4% = (’;’;’ (C4.11a)

CA , V4l -’ ? 2 O?

B(1+A2)_p° Q’ Jap: —a?a? 4p;

CA

1
—iF 4.1
B‘1+A2i 2 -

Pers. (C.4.10) dapat dituliskan sebagai

4 2 “4 Z_QZEZ
a=C0\/1+gz"sinhz[ £y £

3 (C.4.12)

Untuk kasus 4p; —Q* <0 didapat
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2

sinhz{V(4p°_Q 2 5]——51112{"(9 —4p )0 5} (C4.13)

sehingga diperoleh
2 QZ _4 2 2
D e 1-4(‘2’;’ sinz(V( zp"j 5} (C.4.14)

Dengan mengingat bahwa C, merupakan suatu konstanta, Pers. (C.4.14)

dapat juga dituliskan sebagai

r
| 4/002 2 V(QZ _4»*0(?;32
a(_f) \fl a sin > & =

Sedangkan untuk kasus 4p; —Q? >0, Pers. (C.4.12) tidak mengalami
perubahan dan dengan mengingat bahwa C, merupakan suatu konstanta,

didapatkan solusi

f
PRGN _

a(§)~ \II+ Ry Syt
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LAMPIRAN D
Grafik-Grafik Subbab 4.2
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Gambar D.1(c)

Gambar D.1 Grafik Pers. (4.2.9) dengan ) =4 . (a) Grafik a—¢& untuk
4p¢ [QF =0,2. (b) Grafik a~¢ untuk 4p2 /Q* =0,4 . (c) Grafik @ — & untuk
4p2/Q* =08.

101
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Gambar D.2(c)
Gambar D.2 Grafik Pers. (4.2.10) dengan Q =4 . (a) Grafik a~¢ untuk
4p; [QF =12 (b) Grafik @ ~¢& untuk 4p2/Q* =2 (c) Grafik a—¢ untuk
4p2/Q* =5.
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Gambar D.3(a) Gambar D.3(b)
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Gambar D.3(c)

Gambar D.3 Grafik Pers. (4.2.9) dengan Q =8 . (a) Grafik @ — ¢ untuk 4p] /Q% =0,2.
(b) Grafik @~ & untuk 4p; /Q? =0,4 (c) Grafik a—¢ untuk 4p7 /Q* =0,8.
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Gambar D.4(c)

Gambar D.4 Grafik untuk Pers. (4.2.10) dengan Q = 8. (a) Grafik @ — & untuk
4p2 [Q? =12. (b) Grafik a— & untuk 4p2 /Q? =2 (c) Grafik @ —¢ untuk
4pL Q7 =5.
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